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On donne des r6sultats d'homomorphismes et d'isomorphismes de riots filtrOs 
{s Y , ~ , 0 t ,  IP} en les comparant aux riots de processus ~t accroissements 
ind6pendants et homog6nes, qui sont l'analogue en temps continu (pour ce qui 
concerne les rots  filtr6s) des sch6mas de Bernoulli. Ces r6sultats sont d'une autre 
nature que ceux donn6s par D.S. Ornstein pour les rots  de Bernoulli en th6orie 
ergodique, et sont plut6t fi rapprocher du premier th6or6me de Sinai affirmant 
que tout syst6me dynamique d'entropie positive et finie {X, X, T, m} admettant 
P comme g6ndrateur, contient une partition Q de Bernoulli (i.e. ind6pendante de 
ses translat6es TnQ pour n:t:0) et telle que Qc ~/ T'P. 

n > O  

A titre d'exemple, on montre que le r o t  canonique {Q, ~ ,  0~, IP} du mouve- 
ment Brownien (Bt) contient dans son pass6 le riot du processus de Poisson, en 
ce sens que l'on peut d6finir sur {f2, @,IP} un processus de Poisson (Nt), 
stationnaire Pour (0t) (Nt+s-Nt=NsoOt), et adaptO ~ (o~) (Ns-Nu est ~ -  
mesurable si u<t) .  On d6finit 6galement deux types d'isomorphismes de rots  
filtr6s, que l'on 6tudie dans le cas des riots de processus ~t accroissements 
ind6pendants. 

Je remercie P.A. Meyer, dont la question concernant les riots du mouvement 
Brownien et du processus de Poisson a 6t6 fi l'origine de ce travail; sa lecture 
critique d'une premiere version de cet article a permis d'all6ger 
consid6rablement certaines d6monstrations. Je remercie 6galement J. Jacod: sa 
collaboration a pour fruit un des r6sultats cit6s dans cet article, et dont la 
d6monstration paraitra ailleurs. 

w 1. Introduction, r6sultats, conjectures 

Ce travail a pour but d!exposer quelques r6sultats de structure (homomorphi 
mes, isomorphismes)en th6orie des riots .filtr6s (i.e.odes syst6mes dynamiques 
filtr6s <<en temps continu~>), qui est la bi~anche de la th6orie des ro ts  qui donne  
une importance particuli6re fi l'6coulement du temps. Pour bien situer les 
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probl6mes, nous allons faire quelques rappels sur les syst6mes dynamiques, et 
6noncer les r6sultats qui sont connus en temps discret. 

1.1. DOfinition. Un systdrne dynamique filtrO = {X, X, X~, S, m} est la donn6e 
d'un espace probabilis6 {X, X, m}, d'un automorphisme S de cet espace 
(bijection bimesurable pr6servant la mesure m) et d'une filtration (X,)~z, c'est-/~- 
dire d'une famille croissante de sous-tribus de X teUe que ~ , + 1 =  S-I(X,). Pour 
simplifier les 6nonc6s, on conviendra que X = X~ = V :g,. 

n 

Nous dirons que deux syst6mes dynamiques filtr6s Y e t  J '  sont isomorphes 
s'il existe i ~ e X  et X ' e X ' ,  invariants et de probabilit6 1, et une bijection 
bimesurable �9 de {X, X} sur {X', X'}, 6changeant m e t  m', les filtrations (X,) et 
(5~'), et telle que ~b o S = S'o ~b. 

Etant donn6 deux syst6mes dynamiques filtr6s ~- et Y' ,  nous disons que Y 
contient J-' darts son pass4 s'il existe une application ~, mesurable de {X, ~,} 
dans {X', X'} pour tout n e Z, telle que m'= @(m) et ~b o S = S'o @. 

Le mod61e le plus simple de syst6me dynamique filtr6 est celui qui est 
engendr6 par une suite stationnaire de variables ind6pendantes: J - =  {X, X,, S, m} 
avec X=IRZ, X ,=a{Xm;  re<n} est la filtration engendr6e par les applications 
coordonn6es (X,),~z, S est d6fini par X , + I = X ,  oS, et m=v  | off v e s t  une 
probabilit6 sur IR; un tel syst6me est appel6 schdma de Bernoulli. 

Les sch6mas de Bernoulli servent souvent de mod61e pour les deux types de 
comparaison (isomorphisme, inclusion) d6finis plus haut. Le r6sultat le plus 
c616bre d'inclusion est le th6or6me de Sinai (I-17]) qui affirme que tout 
syst6me dynamique filtr6 3- (dont l'espace de base {X, ~r m} est un espace 
probabilis6 de Lebesgue, c'est-~t-dire isomorphe fi [0, 1] muni de la mesure de 
Lebesgue) d'entropie H(3-) positive et finie contient dans son pass6 tout sch6ma 
de Bernoulli 3-' tel que H(~- ' )<H(J ' ) .  I1 s'agit d'un r6sultat difficile, mais 
certains r6sultats 616mentaires sur tes inclusions remontent sans doute/ t  P. Levy: 

1.2. D~finition. Soit { X , X , m }  un espace probabilis6 (non n6cessairement 
complet), et Y/une sous-tribu de X. Nous disons que X est diffuse conditionnelle- 
ment d ~/s ' i l  existe une variable al6atoire Z sur {X, X} telle que re{Z= T} = 0  
pour toute variable al6atoire ~ T. Cette condition 6quivaut /t dire 
qu'il existe une version de la loi conditionnelle r6guli6re m z de Z par rapport 
~/(mZ(x, dr)= <<m(Z e dr~N)>>) telle que mZ(x, ") soit diffuse pour tout x. 

On a alors le r6sultat suivant, qui est en fait bien connu depuis P. Levy (voir 
par exemple Rosenblatt [15]); nous en reproduisons la d6monstration car elle 
est 616mentaire: nous dirons qu'un syst6me dynamique filtr6 Y-={X, X,, S, m} 
est diffus si la tribu X1 est diffuse conditionnellement/t  X0. 

1.3. Th6or6me. Si J-  est un systOme dynarnique diffus, il contient dans son pass~ 
n'importe quel schdma de Bernoulli. 

DOmonstration. Soit donc Z une variable Xt-mesurable admettant une version 
continue pour tout x de la r6partition conditionnelle m { Z G t l X o } ;  notons F(x, 
t) cette version, et F -  a (x, t) = inf {s I F(x, s) > t} 1'inverse de F. Comme t -* F(x, t) 
est continu pour tout x, on a pour tout x l'4galit4 F(x ,F-~ (x , t ) )= t  pour 
0 G t < 1. Posons alors Y(x) = F(x, Z(x)). Alors, 
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(1.1) la variable Yest g~l-mesurable, de loi uniforme sur r0, 1], et inddpendante 
de 5f 0. 

En effet, on a { Y > t} = {Z > F-1( . ,  t)} et, F -1  6tant ~o x N'0R)-mesurable, nous 
pouvons 6crire m(Y>t/gs p .. . .  F ( . , F - I (  ., t))=t. Par cons6quent, le sch6ma de 
Bernoulli associ6 fi la suite stationnaire de variables ind6pendantes (Yo S"),~z est 
contenu dans le pass6 de Y, l'application ~b associant au point x ~ X  la 
trajectoire n ~  Y(S ~ x) qui est un point de IR z. Pour obtenir un sch6ma de 
Bernoulli construit ~ partir d'une loi donn6e v sur 1R, il nous suffit de remplacer 
Y par Y o f  off f est bor61ienne de 1R dans IR telle que v=f (2) ,  2 d6signant la 
mesure de Lebesgue sur [0, 1], ce qui est toujours possible. 

La question de savoir ~t quelles conditions un syst6me dynamique filtr6 est 
isomorphe ~t un sch6ma de Bernoulli est real connue: les r6sultats d'isomorphis- 
mes de syst6mes dynamiques de Ornstein ne r6pondent pas fi cette question. I1 
existe des conditions suffisantes connues sous le nom de <<conditions de D6blin>> 
pour lesquelles on peut par exemple consulter Rosenblatt [15]. 

Pour en finir avec le temps discret, remarquons que, toutes les lois diffuses 
6tant isomorphes sur IR, il est imm~diat que tous les schemas de Bernoulli diffus 
sont isomorphes, cet isomorphisme pouvant d'ailleurs ~tre construit coordonn6e 
par coordonn6e. 

Passons ~ nos probl6mes en temps continu. 

1.4. D~finition. Un riot filtr~ ~ = {Q, ~ ,  ~ ,  0t, 1P} est la donn6e d'un espace 
probabilis6 {f), ~ ,  IP}, d'un groupe (0,)t~N d'automorphismes de {~2, ~ ,  IP} tel que 
l'application (t, co) ~ 0tco soit mesurable de {IR x f2, NOR) x ~ }  dans {f2, @} et 
d'une filtration (~)~a,  c'est-Mdire d'une famille croissante de sous-tribus de 
telle que ~ + s = 0 t - l ~ .  I1 est sous-entendu que ~ - = ~ + ~  = V ~ .  

t e n  

La filtration (~ )  n'est jamais compl6t6e par rappor t / t  IP (cela interdirait la 
mesurabilit6 du flot au sens off nous l'entendons), et en g6n6ral pas cont inue/ t  
droite. De faqon gdn6rale, pour obtenir de fa~on simple les conditions de 
mesurabilit6, nous travaillerons systdmatiquement sur les tribus non compl6t6es. 
En cons6quence, nous n'utiliserons pas les espaces de Lebesgue couramment 
employ6s en th6orie ergodique. Comme, malgr6 tout, il nous sera commode 
(surtout dans les questions d'isomorphismes) d'utiliser des propri6t6s topologi- 
ques sous-jacentes/~ nos espaces mesurables, nous aurons recours ~t l'6quivalent 
<<non compl6t6>> des espaces de Lebesgue: les espaces de Blackwell, pour 
lesquels nous renvoyons le lecteur fi Dellacherie-Meyer I-6, chap. III]. Etant 
donn6 un espace mesurable {~2,@}, nous notons {O,~}  l'espace mesurable 
s6par6 z obtenu /~ partir de {(2, ~ }  en passant au quotient par la relation 
d'dquivalence dont les classes d'6quivalence sont les atomes de ~ .  

1.5. D~finition et propri&~s. (i) Un espace mesurable {~2, ~ }  est dit souslinien s'il 
existe une bijection bimesurable de {f2, ~ }  sur {A, ~(/R)}, off A est une partie 
analytique (ou souslinienne) de [0, 1], et ~(1R) la tribu des bor61iens de 1R. 

(ii) Un espace mesurable {[2, Y} est appel6 espace de Blackwell si l'espace 
sdpar6 {g), ~-} correspondant est souslinien. 

i.e. dont les atomes sont les ensembles r6duits ~ un point 
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(iii) Soit {f~, •} un espace de Blackwell, et soient N e t  ~ deux sous-tribus 
s@arables de ~ ;  alors, on a ~ c N  si et seulement si tout atome de ~ est 
r6union d'atomes de ~. 

(iv) Si {~2, @} est un espace de Blackwell, et si f est une variable al6atoire/t 
valeurs r6elles, pour tout A ~@, f (A)  est une partie analytique de IR. 

Nous aurons 6galement, pour les questions d'isomorphisme, recours au 
th~or~me de Souslin-Lusin: Soient {~2,~} et {X, 5~} deux espaces mesurables 
s6parables et s6par6s, et f une application mesurable et injective de {~, ~ }  dans 
{X, ~} ;  alors, si {•, ~,~} est souslinien, f est un isomorphisme entre les espaces 
mesurables {~, ~ }  et {f(f2), Y'}. 

Nous demanderons donc que les riots sur lesquels nous travaillerons satisfas- 
sent ~t l'hypoth6se suivante: 

1.6. Hypoth~se. Eespace mesurable {~2, g }  est un espace de BIackwell, et la tribu 
~o est engendrde par une famille ddnombrable (f~) de variables pour lesquelles 
toutes les trajectoires t ~ fn(Oto~ ) sont continues gt droite et r~glOes. 

En fait, nous allons voir que l'hypoth6se (1.6) est satisfaite par toutes les 
r6alisations canoniques de riots dont nous aurons besoin. 

Disons que, en utilisant beaucoup plus syst6matiquement la th6orie g6n6rale 
des processus que nous ne le ferons, nous aurions pu nous affranchir de toute 
hypoth6se pour les r6sultats d'inclusion, et nous contenter des espaces de 
Lebesgue et de leurs propri6t6s (P. Shields [16]) pour les questions d'isomorphis- 
me. Mais il nous aurait fallu utiliser les techniques plus lourdes de Benveniste 
[2], et faire un grand usage de la tribu des ensembles al6atoires pr6visibles, ce 
que nous avons pr6f6r6 6viter par souci de simplicit6. 

Nous introduisons maintenant l 'analogue en temps continu des sch6mas de 
Bernoulli: ce sont les flots de processus ~ accroissements ind@endants et 
homogOnes (en abrOge P.A.I.). Rappelons ce qu'est la r6alisation canonique d'un 
tel flot, en pr6cisant (cf. Dellacherie-Meyer [6, chap. IV-1 que l'espace mesurable 
{~2, ~-} ci-dessous est Souslinien (il est mSme Lusinien), donc en particulier de 
Blackwell. 

On commence par d6finir {f~, 4 ,  0 ,  Z~} ainsi: 
- Q est l'ensemble des applications de IR dans IR qui sont continues /t 

droite et r6gl6es, nulles/i  l'origine; 
- Zt(co)=~o(t) est la famille des applications coordonn6es; 
- 0t est d6fini par Z,+~-Zt=Z~oOt pour tout s~IR; 
- ~ = a { Z ~ - Z ~ ; s , u < = t } .  

Comme Y0 = o" {Zt, t e Q, t __< 0}, l'hypoth6se (1.6) est bien satisfaite. Soit alors 
0(u) une fonction de type n6gatif sur IR; il existe une loi IP unique sur {~2, ~ }  
telle que l'on ait, pou r toute famille finie (t,) de r6els telle que t , <  t,+ t 

E(exp i(~ Un(Ztn+~ --  Z tn ) )  ) = exp (~  (t. + 1  - -  t.) O(u.)) 
n n 

quels que soient tes r6els u.. I1 est clair que. IP est alors invariante par (03), et que 
(Zt)t~ est un processus ff accroissements ind6pendants et homog6nes pour la loi 
IP; nous dirons d e  O(u) qu'el!e est sa fonction de LOvy. Dans la suite, nous 
excluons le cas trivial de la translation "uniforme correspondant h O(u)= iucc Les 
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cas les plus importants sont ceux du mouvement brownien off O(u)=u2/2 (lP 
6tant alors la mesure de Wiener), et du processus de Poisson de param6tre 1 
(que nous appellerons simplement <<processus de Poisson>>) off ~k(u)= e i u -  1. 

1.7. D~finition. Un flot filtr6 5 = { O , ~ , 0 ~ , I P }  est dit diffus s'il existe to>0,  et 
une variable ~o-mesurable Z, telle que IP{Zo Ou= V}=0  pour tout couple de 
variables (U, V) ~o-mesurables tel que U >  to. 

I1 s'ensuit donc que, pour t> to ,  chaque automorphisme 0~ (t 6tant fix6, on 
regarde les puissances O,t de l 'automorphisme Or) ddfinit un syst~me dynamique 
diffus; mais la condition exig~e est plus forte que cette seule propri6t6, puisqu'el- 
le fair intervenir toutes les Variables ~o-mesurables et > to, et non pas seulement 
les constantes. 

Voyons quels sont les flots de P.A.I. qui sont diffus. Soit ~9(u) une fonction de 
Ldvy; nous disons qu'elle d6finit un P.A.I. du type de Poisson (on dit aussi 
processus de Poisson composO) si sa repr6sentation ~ l'aide de la formule de L6vy- 
Hin~in est de la forme 

O(u) = i u c~ + ~(e i"~ - 1) #(dx) 

off # est une mesure positive bornOe sur IR, ne chargeant pas {0}, dite mesure de 
Ldvy du P.A.I. Autrement dit le P.A.I. d6fini par O(u) n'a pas de pattie 
gaussienne et, /~ condition de retrancher la translation uniforme correspondant 
au coefficient de translation iuc~, reste p.s. un temps >0  en z6ro avant de le 
quitter. La loi du premier temps de saut T est alors une loi exponentielle de 
param6tre #(IR). Le rdsultat suivant, dont nous reproduisons la d6monstration 
au w 3 pour 6tre complet, est dfi ~t P.A. Meyer 1-11]: 

1.8. Proposition. Let  riot canonique d'un P.A.I. est diffus si et seulement si ce 
P.A.I. n'est pas du type de Poisson; dans ce cas, on peut prendre t o =0  (cf. 
d6finition 1.7). 

Voici maintenant le r6sultat d'inclusion (d6monstration au w 3): 

1.9. Th~orbme. Soit 9 =  {f2,-~t, 0~, 1P} un riot diffus. On peut alors d~finir sur 
{f2, ~ ,  lP} un P.A.I.  (Zt)t~na dont la loi peut dtre choisie arbitraire, et tel que 

(i) Z, + s - Zt = Z~ o 0,; 

(ii) la variable (Z s -  Zu) est ~-mesurabIe  pour tous s, u < t. 

Ce resultat, qui exprime que tout riot diffus contient dans son pass6 n'impor- 
te quel flot de P.A.I., r6pond par l'affirmative fi la question suivante, pos6e par 
P.A. Meyer: le flot du mouvement Brownien contient-il le flot du Processus de 
Poisson dans son pass6? Par contre, ce r6sultat ne permet pas de conclure quant 
/~ l'inclusion inverse, puisque le flot de Poisson n'est pas diffus. Pourtant, cette 
inclusion ne para~t pas improbable ~t la lumi6re des r6sultats suivants concer- 
nant les processus ponctuels stationnaires. 

La r6alisation canonique du flot d'un processus ponctuel stationnaire peut se 
d6crire ainsi: f2 est l'ensemble des fonctions en escalier (continues /t droite) /~ 
sauts unit6, nulles/~ l'origine, de IR dans IR; (N~)t~ ~ est la famille des applications 
coordonn6es; (Or) est d6fini par N t + s - N t  = Ns o Or; ~ t  = a { N s - N u ;  s, u < t}; P est 
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une probabilit6 (0t)-invariante sur {~2, ~-}, c'est la loi du processus ponctuel (Nt). 
Remarquons que, ici encore, l'hypoth6se (1.6) est satisfaite. 

Un cas int6ressant est celui des processus de renouvellement de loi v" il 
correspond au cas off les intervalles successifs entre les auts de (Nt)t>0 sont des 
variables ind6pendantes de loi v, v 6tant une loi de moyenne finie sur IR+. On a 
~t leur sujet le r6sultat suivant (d6monstration w 3). 

1.10. Proposition. Soit v une loi diffuse, gz support bornd sur IR+; alors le riot 
canonique du processus de renouvellement de loi v est un riot diffus. 

Autrement dit, si nous prenons pour vune  exponentielle tronqu6e arbitraire- 
ment loin, le flot correspondant, qui diffbre ~peu~ du flot de Poisson, contient le 
flot du mouvement Brownien dans son pass6. 

Concernant les processus de Poisson, on a n6anmoins un r6sultat. On 
montre (Jacod [7], Benveniste-Jacod [3]) que certains processus ponctuels, dits 
~quasi-continus/t gauchely, satisfont & la propri6t6 suivante: il existe un proces- 
sus croissant continu (It)3~, nul & l'origine, adapt6/t  ( 4 )  (la variable ( I s - I , )  est 
~,~-mesurable pour s,u<t) et additif en ce sens que I3+s-I3=IsoO3, tel que le 
processus (Nt-I3)te o soit une martingale locale sur {f2, 4 ,  IP}. Le processus (I3) 
s'appelle l'intensit~ stochastique du processus ponctuel, et d6termine enti~rement 
la loi de celui-ci. Le cas du processus de Poisson de param~tre ~ (dont la 
fonction de L6vy est t)(u)=c~(eiU-1)) correspond au cas o4 I t=at  (Kunita- 
Watanabe [8]). On a alors le r6sultat suivant, qui montre en particulier que le 
Processus de Poisson de param6tre e contient dans son pass6 tout processus de 
Poisson de param6tre fl_<_ ~. 

1.11. Th6or6me. Soit ~ = { f2, ~t, 03, Nt, lP } la r~alisation canonique d' un processus 
ponctuel quasi-continu ?l gauche dont l'intensit~ stochastique (I3) satisfait glla 
condition I3>__t pour t>O (ce qui signifie heuristiquement que (Nt) est ((plus 
fr~quent~ que le processus de Poisson). Alors, ce riot contient dans son passd le 
riot du processus de Poisson, ce qui signifie que l'on peut d~finir sur {~2, ~ ,  IP} un 
processus de Poisson (Z3), adapt~ (ce qui signifie que la variable Z s - Z ,  est 4 -  
mesurable si s, u <= t) et additif (ce qui signifie que Z t+s-  Z3 = Z~ o Or). 

Voyons maintenant les questions d'isomorphismes de flots filtr6s. Bien 
entendu, la d6finition naturelle d'un isomorphisme est, comme en temps discret, 
la suivante: 

1.12. D~finition. Soient ~ = {f2, 4 ,  0t, IP} et ~ ' =  {~2', ~ ' ,  0~, IP'} deux flots filtr6s. 
Ils sont dits isomorphes s'il existe W e ~ ,  W ' s ~ ' ,  tous deux invariants et pleins, 
et une bijection ~ de W sur W, 6changeant les filtrations ~ / w  et ~*,/w 
(respectivement complOtOes par rapport  ~ IP et IP' des filtrations ~ / w  et ~}w'), les 
lois IP et IP', et telle que �9 o 03 = 0~ o 43. 

Contrairement ~t ce qui se passe en temps discret, nous allons voir que les 
isomorphismes de riots de P.A.I. exigent des conditions tr6s fortes, et que le 
caract6re diffus ne suffit en aucun cas. A cet effet, rappelons que la formule de 
L6vy-Hin~in permet d'6crire toute fonction de L~vy ~9(u) sous la forme 

0-2 
O ( u ) = i u e - ~ u 2 +  ~ (e ;"~- ' l - iux)#(dx)+ ~ (e'"~-l)#(dx),  

Ixl_-<l Ixl>l  
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o6 la variance 0 "2, et la mesure de L~vy # (qui est une mesure positive sur 1R, ne 
chargeant pas {0}, et telle que ~ [x[ZA 1 #(dx)< + or) sont d6termin6s de mani6re 
unique. On a alors le r6sultat suivant, dont la d6monstration, qui ne rel6ve pas 
de la th6orie des rots,  parai tra dans Benveniste-Jacod [-4]). 

1.13. Th~orbme. Soient 931 et 932 Ies rOalisations canoniques des flots de deux 
P.A.I. admettant respectivement tp I e t  tp2 comme fonction de L~vy. Alors, ces deux 
flots filtrds sont isomorphes si et seulement si les conditions (i) et (ii) suivantes sont 
satisfaites: 

(i) ou bien les deux P.A.I. sont sans partie gaussienne (0"i =0"2 =0), OU bien ils 
ont tous deux une pattie gaussienne (0"1 > 0  et 0"2 >0);  

(ii) les espaces mesurOs {1R, #a} et {lR, #2} sont isomorphes. 

Autrement dit, l ' isomorphisme de 931 et 932 exige une propri6t6 t6s forte des 
deux processus Z~ et Z 2, qui permet en fair de calculer explicitement un 
processus en fonction de l 'autre par une formule Mnstantan6e>> que l 'on peut 
6crire tr6s grossi~rement sous la forme 

<<dZ~ = f(dZ~)>>, f 6tant inversible. 

Par contre, le r6sultat suivant, qui donne une condition d ' isomorphisme 
<<flou>>, est exelusivement un r6sultat de th6orie des rots :  

1.14. Th~or~me. Soient 7~(u) et cb(u) deux fonctions de Ldvy de P.A.I. diffus, 
admettant de plus une mesure de Ldvy non nulle. Soit 93 = {f2, ~ ,  O, Zt, IP} la 
rdalisation canonique du P.A.I. de fonction de LOvy ~(u). AIors, pour tout e > O, on 
peut d~finir sur {(2,~, lP} un P.A.I. (Yt) (d@endant de e) de fonction de Ldvy 
q~(u), tel que 

(i) Yt +~ - Yt = Y~ o 0t ; 

(ii) si Nt=a{Y~-Y, [ s ,  u<t}  est la filtration engendr~e par (YO, quitte d se 
restreindre dun  ensemble Y-mesurable, plein 2 et invariant, on a (r ~ ~ t  ~ (~t + ~. 

Nous disons que les flots canoniques de deux P.A.I. diffus de mesure de L6vy 
non nulle sont <<c~ peu pros isomorphes>>. Ce rdsultat est vrai quelle que soit la 
forme des mesures de L6vy, pourvu qu'elles soient non nulles, et il n'y a pas de 
formule explicite permettant de calculer un processus en fonction de l'autre. Le 
cas du mouvement  brownien est donc le seul cas exclus par ce th6or6me; 
pourtant,  il est vraisemblable que cette exclusion est due aux insuffisances de la 
m6thode employ6e plut6t qu'~t un obstacle fondamental. I1 pa rak  donc raisonna- 
ble de poser la conjecture suivante: 

1.15. Conjecture. Tout ro t  de P.A.I. diffus est &peu pr6s isomorphe au flot du 
mouvement  brownien. 

Comme il le sera signal6 au passage, certaines ddmonstrations sont dues 
P.A. Meyer [11], et ont permis de simplifier consid6rablement la pr6sentation 
initiale, qui 6tait passablement obscure. Je tiens enfin ~t remercier J. Jacod pour 
ses remarques, et pour sa collaboration dont le fruit est le th6or6me (1.13), dont 
la d6monstration para~tra ailleurs. 

2 i.e. de probabilit6 1 
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w 2. Un lemme fondamental et quelques outils techniques 

Dans tout ce paragraphe, nous travaillons sur un riot {~2, 4 ,  Or, Ip} qui 
satisfait ~ l'hypoth6se (1.5), et nous supposons que le riot (non filtr6) {~2, ~ ,  0~, IP} 
o/1 ~ = ~-oo est propre au sens d 'Ambrose-Kakutani [1]. 

Le mot processus d6signera toujours une application (t, co)~Z~(o~) qui soit 
mesurable par rappor t / i  la tribu produit ~(1R) | ~ (on rappelle que la tribu ~- 
n'est pas suppos6e complete, et nous insistons sur le fair que nous n'utilisons pas 
la compl@6e de ~(IR) | Y par rappor t / i  la mesure produit dt x IP pour d6finir 
la mesurabilit6 en (t, co)). 

Nous dirons d'un processus (Zt) b~ trajectoires continues /i droite et r6gl~es 
qu'il est additif s'il satisfait identiquement aux relations Zt+s- Zt = Zs" 0~, Zo  = O. 

Nous appellerons compteur un processus additif (N~) ~t valeurs dans R (infini 
exclus), dont toutes les trajectoires sont croissantes, purement discontinues, et ~t 
sauts unit6; nous supposons de plus que, pour tout co, Nt(co) tend vers + ~  
lorsque tl" + oo, et vers - oo lorsque t$ - ~ .  

Enfin, rappelons qu'un processus additif (Z~) est dit adapt( /~ ( ~ ) ~  si la 
variable Z s - Z u  est ~-mesurable  pour s, u =< t. 

Rappelons (cf. Lazaro [9] ou Benveniste [2]) que, si {/2, ~ ,  Or, IP} est un flot 
(non filtr@ propre au sens d'Ambrose-Kakutani,  on peut, quitte d jeter un 
ensemble invariant n~gligeable appartenant d ~,  supposer l'existence d'un comp- 
'teur adapt~ d (~t), que nous notons (Nt)t~a, et que nous fixons une fois pour 
toutes dans tout ce paragraphe. 

Si (Nt) est ce compteur, on d6finir sa mesure de Palm m, qui est une mesure 
positive ~-finie sur {~2, ~ }  port6e par l'ensemble X = {A No = 1} a, par la formule 

1 

(2.1) m(f)=E~ fo OtdNt, f positive et ~,~-mesurable; 
o 

les propri6t6s de stationnarit6 et un raisonnement de classes monotones, permet- 
tent d'6tendre (2.1) sous la forme ( f  6tant NOR) x W-mesurable et positive) 

(2.2) lE~ f(t,O~co)dNt(co)= ~ f(t, co)dtm(dco)=IE~ f ( - t ,  Otco)dNt(co) 
IR 1Rx~ IR 

off la seconde 6galit6 r6sulte de la premi6re, et de l'invariance de la mesure de 
Lebesgue par la sym6trie t - - , -  t. 

Si (N 0 est un compteur, nous notons (T,),~z la suite de ses temps de saut, 
d6finie de la fa~on suivante: 

T~=T=inf{t>OINt=l}; T,+t=inf{t>T,[AN,=l } pour n > l ;  

To=sup{t<=OlAN~=l}; T~_i=sup{t<T, IANt=l } pour n <0 .  

Pour les distinguer des autres points de ~2, nous noterons x les points de 
l'ensemble X = { To = 0} = {A N o = 1 }. Nous introduisons l'intervalle stochastique 
suivant de X x IR+, que nous utiliserons constamment dans la suite: 

Q =]]0, r~ - { ( x ,  u)6X x IR+ 10<u_< T(x)}. 

s ANt = N t - N t  est le saut  ~t l ' instant  t 
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Nous  notons  S la restriction ~t X de l 'appl icat ion co ~ 0r(o~)(co), et 0 l 'appl icat ion 
(co, u ) ~  0,co, qui est mesurable  de ~ - |  NOR) dans ~ Enfin, nous notons  W la 
res t r ic t ion/ t  X de la tr ibu ~ .  

Rappe lons  que le th6or6me classique d ' A m b r o s e - K a k u t a n i  se compose  de 
deux assert ions principales:  1) l 'existence d 'un compteu r  adapt6 dans un flot 
propre ,  que nous avons d6j/t invoqu6e, et pour  laquelle nous renvoyons  le 
lecteur /t [9];  2) la possibilit6 de repr6senter  le riot consid6r6 c o m m e  le riot 
sp6cial sous une fonction, /t l 'aide de ce compteur .  Nous  allons pr6ciser cette 
seconde assert ion dans notre  situation, et en donner  une d6mons t ra t ion  tr6s 
616mentaire 4, ce qui est rendu possible grfice aux hypoth6ses faites sur la 
mesurabil i t6 du flot qui sont plus fortes que les hypoth6se habituelles des 
ergodiciens: 

2.1. Lemme.  Eapplicatio n 0 dffinit un isomorphisme entre les espaces probabilis& 
{Y2,.~,IP} et { ~ , Y ' x N ( I R ) I 6 ,  m| off m d&igne la mesure de Palm du 
compteur (Nt) ; de plus, S est un automorphisme de l'espace mesurO { X, Yf, rn}. 

Ddmonstration. Posons  

L=sup{ t  <OIANt= l } ; 

on v6rifie que O-I(CO)=(OLCO,--L(CO))E(2 est bien l 'appl icat ion inverse de 0, ce 
qui mon t re  d6j/~ que 0 est une bijection b imesurable  de {g2, i f }  sur {~, s 
x N(IR)I6}. Voyons  les autres assertions; soit g une fonction Y - m e s u r a b l e  et 

positive, posons  

fo(t, co) = g(0tco), l{To(~O)__<t< Tl(o~)}, 

f l (t, co) = g(Otco ) . l{rl(~o)__< t < T2(,o)} ; 

nous allons appl iquer  la seconde 6galit6 de (2.2) aux fonctions fo et f l -  Pour  
cela, commenqons  par  r emarque r  que 

{ To (Ot co) < -- t < 7"1 (Or co)} = { To (co) < t < T 1 (co)} ; 

{ T 1 (0, co) < - t < T2 (Ot co)} = { TI ((2)) ~ t < To (co)}. 

On  obtient  alors les 6galit6s suivantes 

T(x) 
m(dx) ~ g(0~x) du= ~ fo(t, co) m(du) dt 

X 0 .QxP, 

= I E ~ f o ( - t ,  Ot')dNt=lE ~ g ' d N = l E ( g )  
[To, TI[ 

=IF, ~ gdNt=IE~f~( - t ,  Ot')dNt= ~ ft(t, co)dtm(dco) 
[T- l, To[ g2xIR 

T2(x) T(Sx) 

=~m(dx) ~ g(O,x)du=~m(dx) ~ goOu(Sx)du. 
X Ta(x) X 0 

* Nous avons appris depuis que J. Neveu a donn6 cette d6monstration dans son cours sur les 
processus ponctuels fait ~ St Flour en septembre 1976 [-12] 
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La comparaison entre le premier et le cinqui6me membre  de cette suite 
d'6galit6s montre  que l ' image par 0-1 de IP est la restriction/t ~ de la mesure 
produit  m x du. Par ailleurs, soit h une fonction 5~-mesurable et positive sur X, 
et posons 

1 
g(co) = g  o O(x, u ) = ~ .  h(x). 1(0 <,< r(~)/. 

La comparaison entre le premier et le dernier membre  de la suite d'6galit6s 
permet  alors de conclure que re(h)= m(h o S). Pour achever de montrer  que S est 
un automorphisme de {X, W, m}, il reste fi montrer  que S est une bijection 
bimesurable; et cela r6sulte de ce que l 'inverse de S est donn6 par la formule 

S -  1x  = OL(X ). 

Ceci ach6ve la d6monstration du lemme. 
Contrairement aux r6sultats qui pr6c6dent, ceux qui suivent vont utiliser 

explicitement le fait que le compteur (N 0 est adaptd; ce sont des r6sultats de 
mesurabilit6, qui ne font intervenir que les tribus et pas les mesures, puisque 
nous avons pris soin de ne compl6ter aucune des tribus que nous avons d6finies. 

Rappelons qu'un processus (gt)t~ d6fini sur g2 est dit adaptd ~ la filtration 
( 4 )  si gt est ~ - m e s u r a b l e  pour tout t. Les notions d 'adaptat ion sont donc 
diff6rentes suivant que l 'on consid6re les processus ou les processus additifs. 

Par ailleurs, si U est un temps d'arr6t > 0 de la filtration (~) ,  rappelons que 
Yv d6signe la tribu sur ~2 constitu6e par  les ~v6nements A ~  tels que 
Ac~{U<=t}6~ pour tout t. 

Le r6sultat suivant est le seul, darts tout ce paragraphe, qui utilise les 
propri6t6s des espaces de Blackwell. 

2.2. Lemme.  (i) Les processus adaptOs fi la filtration (~t) sont de la forme 
(t, co)~ f (t, O, co), off f est une fonction NOR)x ~o-mesurable. 

(ii) Soit U un temps d'arr~t >0 de la filtration (~t); alors les variables 
al~atoires ~v-mesurables sont de la forme f(U, Ov "), off f est une fonction ~(1R) 
x ~o-mesurable. 

D~monstration. (i) Nous d6signerons par 9.1 la tribu sur (2 x IR constituhe par les 
ensembles al4atoires adapt6s, et par N la tribu constitu6e par les ensembles 
al6atoires dont l'indicatrice est (te la forme (t, co) ~ lu(t, Otco), off HsN(IR)  x J~o. 
La tribu N est une tribu s6parable (comme ~o) contenue dans 9.1, et les tribus 9i 
et ~ sont elles-m6mes contenues dans la tribu de Blackwell ~ ( IR)x  ~ Pour 
montrer  que 9.1 et ~ sont 6gales, il nous suffit alors de montrer  qu'elles ont m6mes 
atomes. Or, (co, t) et (co', t') sont dans un m6me atome de 9A si et seulement si 
Z(t, co)=Z(t ' ,  co') lorsque Z parcourt  l 'ensemble des processus adapt6s; prenant  
Z d6terministe, il vient d6jfi t=t'; mais alors, lorsque Z parcourt  l 'ensemble des 
processus adapt6s, la variable Zt parcourt  l 'ensemble des variables Ytt- 
mesurables, et la condition Zt(co)= Zt(co') exige alors que co et co' appartiennent 
au m6me atome de 4 .  On montre  de la marne mani4re que (co, t) et (co', t') sont 
dans un m6me atome de N si  et seulement si (Otco, t) et (0_t, co', t') sont dans un 
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m6me atome de ~(1R) x ~0, donc si t=t '  et si O_tco et 0 , co '  sont dans un m~me 
atome de ~ .  Les atomes de 96 et N sont  donc les m6mes. 

(ii) Nous utilisons un r6sultat de th6orie g6n6rale des processus pour lequel 
nous renvoyons le lecteur /t [6, chap. IV]: soit C la tribu des ensembles 
al6atoires optionneIs sur f2 x IR, engendr6e par les processus adapt6s ~t (~) ,  
continus ~t droite et limit6s ~ gauche; alors, une variable est Yv-mesurable si et 
seulement si elle est de la forme fv,  off f ( t )  est un processus optionnel ((9- 
mesurabh,). Le r6sultat provient alors de ce que, grfice ~t l'hypoth6se (1.6), on a 
l'inclusion .~ ~ (9, qui implique en vertu de (i) l'6galit6 ~ = (9 =sJ .  

Aprcs ces lemmes g6n6raux, nous revenons fi l'6tude de notre compteur (Nt) 
et du syst6me dynamique { X , f , S , m } ,  dit systdme dynamique de base, qu'il 
permet de d6finir. Nous avons besoin de munir X des deux filtrations suivantes: 

- une filtration en temps continu (~)t>o, off ~ est la restriction ~ X de la 
tribu ~ ;  

- une filtration en temps discret (f"),~z, off ~ f ~  o et 5 f " = S - " ( f ~  
Le r6sultat suivant justifie le terme de ~(filtration>~ pour la famille de tribus 

(X"),~z, puisqu'il montre en particulier que c'est une famille croissante: 

2.3. Lemme. (i) Pour n> 1, T, est un temps d'arrdt de (~ ) ;  pour n <=0, T, est ~ -  
mesurable. 

(ii) Pour n>=O, f ~  est la restriction d X de la tribu ~ ;  en consdquence, Ia 
famille de tribus (f"),~z est croissante, et ~/ ~ " =  f.. 

n ~ Z  

(iii) Eapplication O((x,u)~Oux) d~finit un isomorphisme entre les espaces 
mesurables {~, f l |  ~(IR)/~} et {g2, Jr~}. 

D~monstration. (i) Imm6diat. 
(ii) Rappelons que T = T  1 et que L = s u p { t < O [ A N t = l }  est 6galement ~o- 

mesurable. Nous allons montrer (ii) par rdcurrence sur n; pour n=0,  c'est la 
d6finition de f o  puisque T o = 0  sur X. Snpposons donc montr~e l'6galit6 f ~  
=~r,,/X; pour montrer que f ~ + l ~  ~T.+,/X, il nous suffit, en vertu du lemme 
(2.2), de montrer que x ~ f ( T , + l ( x ) ,  OT.+~(X)) est W~+l-mesurable si f est NOR) 
x ~o-mesurable. Mais alors les formules suivantes, valables pour n > 0 

(2.3) T~+l(co)=T(co)+ T, oOr(co); r ( x ) = - L ( S x ) ;  OTX=Sx , 

permettent d'6crire l'~galit6 suivante 

(2.4) f(T~+ ~(x), OT.+,(X)) = f ( - - L ( S x )  + T,(Sx), Or~(Sx)); 

mais alors, comme la fonction (t, co )~ f ( t -L (co) ,  co) est 6galement NOR ) x fro- 
mesurable, il vient, grfice au lemme (2.2) que la variable al6atoire x ~ f ( - L ( x )  
+ T,(x), OT~(X)) est ~r./x-mesurable, donc f"-mesurable  d'apras l'hypothase de 
rdcurrence; il s'ensuit que le premier membre de (2.4) est ~"+ ~-mesurable, ce qui 

c&r-+~. L'inclusion inverse est plus facile: toute montre donc l'inclusion ~T.+,/X 
variable :Y"-mesurable est de la forme f (S"x)  o f a f  est une fonction o~ o- 
mesurable sur f2; en vertu de (2.3), x--+ f (S"x)  est la restriction/i X de la variable 
f o  OT., qui est YT -mesurable en vertu du lemme (2.2), puisque (t, co)~f(Otco) est 
NOR) x ~o-mesurable. L'assertion (ii) est donc montr6e. 
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(iii) Pour tout couple (x,u)e(]=]10, T1], on a l'6galit6 T ~ ( c o ) = T ( x ) - u  si co 
= O,x est l'image de (x, u) par l 'isomorphisme 0. On a alors les 6galit6s suivantes: 

(2.5) f(Tl(co), Tl(c~))= f ( r ( x ) - u ,  Or(~)_,(O,x))= f ( -  L ( S x ) - u ,  Sx) .  

Et cette 6galit6 montre le r6sultat cherch6: lorsque f d6crit l'ensemble des 
fonctions ~(lR)x~0-mesurables,  le premier membre de l'6galit6 (2.5) d6crit 
l'ensemble des variables ~ l -mesurab les  en vertu du lemme (2.2), et le dernier 
membre d6crit l'ensemble des fonctions N(lR)xY'l-mesurables (puisque 
(x, u) - - , f ( -  L(x) - u, x) d6crit l 'ensemble des fonctions NOR ) x Y'~ 
Le lemme est donc montr6. 

Pour la suite du paragraphe, nous supposerons pour simplifier (cette condi- 
tion sera d'ailleurs remplie dans toutes les utilisations que nous ferons du 
r6sultat ci-dessous) que la mesure de Pahn m du compteur (Nt) est born~e; nous 
noterons n5 la probabilit6 sur {X, f }  obtenue en normalisant m: rfi=m/m(X). A 
condition d'utiliser le fa r  que la mesure de Palm m est toujours a-finie sur la 
tribu ~ (cf. [2]), il n'y a pas de difficult6 suppl6mentaire pour traiter le cas 
g6n6ral; seulement, cela alourdirait inutilemeut les notations. 

Nous allons maintenant passer /~ l'expos6 du lemme fondamental; nous en 
donnerons une d6monstration directe, due/~ P.A. Meyer [11], et qui remplace 
tr6s avantageusement la d6monstration pr6vue initialement. Comme l'6nonc6 de 
ce lemme est un peu plus pr6cis que ce qui se trouve dans [11], nous avons 
choisi de faire figurer int6gralement la d6monstration. Commengons par rappe- 
let une notion classique" 

2.4. DOj[nition. Soit {f2,~t, lR},~ ~ un espace probabilis6 filtr6, et (Zt) t~  un 
processus continu/t  droite et r6g16, nul/ t  l'origine, d6fini sur (2. Nous dirons que 
(Zt) est un (fCt)-P.A.I. si 

(i) V tEIR, V s>=0, la variable Z t + ~ - Z  t e s t  ~t+~-mesurable et ind6pendante de 
N,; 

(ii) la loi de la variable (Z t+~-Z t )  ne d6pend pas de teN.  
On sait que {Q, Nt, Zt, lP}tao est un processus fortement Markovien. 
Remarquons que la notion d'adaptation que nous utilisons ici porte sur les 

accroissements du processus, comme pour les processus additifs. 
Bien entendu, tout P.A.I. est un (Nt)-P.A.I. si nous prenons pour (Nt) la 

filtration propre du processus; inversement, tout (Nt)-P.A.I. est ~t fortiori un 
P.A.I. par rapport/~ sa filtration propre, donc un P.A.I. tout court. 

2.5. Lemme fondamental. Soit (Zt)t~ ~ un processus additif  sur {f2, ~ ,  Or}. Les 
propriOtds suivantes sont Oquivalentes : 

(i) le processus (t, co) ---, Zt(co) est un (,~)t~a-P.A.I. sur {f2, ~ IP}; 
(ii) le processus (t, x) ---, Zt(x) est un (~)t > o -P.A.I. sur_{X, W, rfi} r 
(iii) il existe une filtration (~)t> o sur {X,  Y(, rfi} et un (~)-P.A.I .  notk (Z~) tels que 

~ r = G ^ r ;  2 , ^ r ( x ) = Z , ^ r ( X )  pour ~>0. 

De plus, tous ces P.A.I. ont mdme loi. 

4 Rappelons que n5 = m/m(X), off m est la mesure de Palm, suppos6e bornee, de (N 0 
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DOmonstration. (i)~(ii). Comme Zt(co) est ~-mesurable  pour t_>0, et que f t  est 
la restriction ~ X de la tribu ~ ,  on salt d6jfi que Zt(x  ) est ft-mesurable pour 
tout t>0 .  Voyons les questions de loi. Soit Aeo~t, et f une fonction bor61ienne 
positive sur IR; on a, pour s > 0  et t > 0 :  

1 

(2.6) m [ f ( Z t + s - Z t ) ;  A] = I E j  f ( Z t + s - Z t ) o  0, .  1A o O, dN, 
0 

par d6finition de la mesure de Palm de (Nt). Voyons le second membre: le 
compteur (N,) est adapt6 fi la filtration (~,),~a, doric fi fortiori ~ ( ,+,),~n~ 
puisque t >  0; d'autre part, le processus (1A o 0,),~, est optionnel (cf. lemme (2.2), 
d6monstration de (ii)) par rapport ~t la filtration (~+,) ,~a en vertu du lemme 
(2.2). La th6orie g6n6rale des processus (cf. Dellacherie [5]) nous apprend alors 
que l'on peut, dans le calcul du second membre de (2.6), remplacer le processus 
( f ( Z t + ~ - Z t )  o 0 ~ ) ~  par sa projection optionnelle (qui est une version convena- 
blement choisie de la famille I E ( f ( Z t + ~ - Z t ) o  0,[~t+,)) par rapport h (~ t+ , ) ,~ ,  
dans notre cas, la variable (Zr+~-Zt ) .  O v = Z t + s + v - Z t + v  6tant ind6pendante 
de la tribu ~t+v pour tout temps d'arrat U > 0  de la filtration (ft,) (c'est la 
propri6t6 de Markov forte), cette projection optionnelle n'est autre que la 
constante IE ( f ( Z t  +s - Zt)) = 1E ( f  o Zs); (2.6) donne alors 

(2.7) m ( f ( Z t + ~ - Z t ) ;  A)=lE( foZs) .m(A) ,  

et ceci montre que rfi(f(Zt+ s - z t )  [~)=r f i ( f (Z t+s-Zt ) )  = IE( fo  Zs); l'implication 
(i) ~ (ii) est donc montr6e, ainsi que l'6galit6 des lois des deux processus. 

(ii) ~ (iii): c'est immddiat. 
(iii)~(ii): Nous utiliserons la version suivante de la propri6t6 de Markov 

forte pour les P.A.I. homogOnes, dont nous donnons" une d6monstration en 
annexe: 

2.6. Lemme. Soient (At)t>=o un (2It)-P.A.I. et (Bt)t>_ o un (~t)-P.A.I. de mdme Ioi, 
d~fines sur un espace probabilisd {X,  f,, rh} ; supposons qu'il existe un temps d'arrdt 
T de (9,it) tel que 9 / T = ~  0. Alors, on peut ((recoller~ ces deux P.A.I. en T de la 

far suivante : soit 

Ct = At si t < T, = AT-}- Bt-  r s i t  > T; 

% coi'ncide avec 9.1~ sur { t<  T}, et avec N , - r  sur {t> T};  le processus (Ct)t>=o est 
un (%)-P.A.I. sur {X,  f ,  rfi}, de mFme loi que les deux P.A.I. initiaux. 

Appliquons ce r6sultat. Les propri6t6s d'additivit6 de (Zt) permettent d'6crire, 
pour 0 < T,(x) < t < 7", + l(x)" 

(2.8) Zt(x ) = Zt(x ) -  ZT.(X ) + Zr. (x  ) -  ZT. - ~(x) +...  + ZT(X ) 
= Z~+ ~ ~ o S~  + Z~: o S " -  l ( x )  + . . .  + Z~(x), 

off l'on a utilis6 les relations 

(2.9) T , = T _ , o S " ,  et T i + I - T I = T o S  i. 
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D6finissons alors par  r6currence sur p e n  les processus et filtrations suivantes: 

zo  : L ,  

et pour  p > 0 

Z~=Z~ -1 sur {t<=T,}, =Z~;l+Zt+T_ oS , sur  {t>Tp},  

y ; v = f p - 1  sur {t<Tp},  =S-V(2~t+r_p) sur i t >  Tp}. 

Remarquons  que Z, en vertu de la formule (2.8), et des relations (2.9) et de 
l 'hypothhse (iii), on a 

(2.10) p-1 _ ZtATp--ZtATp, ~ t P T l p  = ~ t  A Tp �9 

Pour  mont re r  que ( i i i )~  (ii) il nous suffit de mont re r  que 

(2.11) pour  tout  p, (Zt p) est un (WtP)-P.A.I. de m6me loi que (Zt) sur {X, f ,  t~}. 

Nous  allons mont re r  ce r6sultat par  r6currence sur p. Pour  p = 0 ,  c'est la 
condi t ion (iii). Supposons le r6sultat montr6  pour  p -  1, et mont rons  le pour  p. 
En vertu de (2.10), Tp est un temps d'arr~t de (ftP-1), et l 'on a f ~ 7 1 = f T  
= S - P ( f o ) = S - P ( ~ 0 ) .  Utilisons alors le fait que r~ est S-invariante pour  en 
conclure que le processus (Z t o SP)t>_o est, par  rappor t  ~t la filtration S-P(Ert)t>= o, 
un P.A.I. sur {X,W, nS} de m~me loi que (Zt). Nous  sommes alors dans les 
condit ions d 'appl icat ion du lemme 2.6 en prenant  pour  (At) et (git) respective- 
ment  (Zt p- 1) et ( f ,  p-  1), et pour  (Bt) et ( ~ )  respect ivement  (Zt o S p) et S-P(f t ) .  La 
conclusion du lemme (2.7) dit alors que (Zt v) est un (~P)-P.A.I. sur {X, f ,  r~} de 
marne loi que (Zt v-  1)i donc que (Zt). L 'assert ion (2.11) est donc montr6e, et avec 
elle, l ' implication (iii) ~ (ii). 

( i i)~(i)" Voyons d ' abord  les propri6t6s d 'adaptat ion.  D6finissons sur f2 le 
processus suivant 

Zt(co) =Zt(co).  lx(cO), l~t>__o~. 

L'assert ion (ii) signifie en part iculier  que le processus (t, co)~ Zt(oo) est adap t6 / t  
la fi l tration ( ~ ) ;  en vertu du lemme (2.2), le processus (t, co)~ Z(t, 0_too) est donc 
NOR) x ~0-mesurable .  Pour  t > 0 ,  posons 

Lt(co)=t--L(O_tco), 

qui est ffo-mesurable. La  variable al6atoire e)~Z(Lt(co),OL~O~) est donc  ~o- 
mesurable.  Mais, si nous remarquons  que l ' image du point  O tco~f2 par l'iso- 
morphisme 0 entre f2 et f2 n'est autre que le point  (Lt(co), O_LoJ)~Q, il vient, 
grfice fi l 'additivit6 de Z e t / t  la d6finition de Z, que, pour  tout  t > O, on a 

Z(t, O_t~o)= Z(Lt(co), O_L~O3)- Z(Lo(e)), O_LoCO) 
= 2(Lt(co), O_L~co)=2(Lo(cO), O LoCO), 

qui est par  cons6quent  ~o-mesurable  en vertu du r6sultat montr6 sur Z. Cela 
mont re  que Z t est ~ - m e s u r a b l e  pour  t > 0, donc  que le processus additif  (Zt) est 
adapt6 ~t (~) .  
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Voyons les questions de loi. Les 6galit6s suivantes utilisent successivement le 
lemme (2.1) et la propri6t6 de Markov forte du P.A.I. (Z,(x)). Soit A~ffo, I un 
bor61ien de IR, et s > 0: 

T ( x )  

P{Z~(oJ)~I; A(co)} =~m(dx) ~ {Zs(O~x)6I; A(O,x)} du 
x 0 

= j du j {Zs+ , (x ) -Z , (x )~I ;  T(x)>=u; O;aA(x)} m(dx), 
0 X 

oo 

P {Zs(co)~ I ; A(c0)} =rfi(Zs~ I ) �9 ~ du j { T>=u; O;1A} m(dx) 
0 X 

= rfi(Zs ~ I ) .  ID(A). 

Cette 6galit6, jointe au caractSre additif de (Zt), achSve de montrer que (Zt) est 
un (~)-P.A.I., et, du mSme coup, de montrer le lemme fondamental. 

La fin de ce paragraphe est consacr6e au choix du compteur (Nt) qui servira 
de r6f6rence pour l'utilisation des rSsultats pr6c6dents. 

2.7. Lemme. Soit {Q, 4 ,  Or, IP} un riot filtrd tel que le riot {(2, ~ ,  Or, 1P} ( ~ - = ~ o )  
est propre au sens d'Ambrose et Kakutani. Alors, pour tout l>0,  il existe un 
compteur adaptO (N 0 satisfaisant aux conditions suppl~mentaires suivantes: 

(i) les sauts de (N~) sont espacds d'au moins l et d'au plus 2l; en particulier, la 
mesure de Palm de (Nt) est bornOe; 

(ii) le premier temps de saut Ta de (Nt) est ~o-mesurable. 

Ddmonstration. I1 nous suffit de trouver un compteur adapt6 (N 0 satisfaisant/t (i)" 
en effet, pour un tel compteur, on a T~ = T1/x 2l qui est donc ff2 l-mesurable 
(puisque l'on sait d6j/t que T1) est un temps d'arrat de (~),  et le compteur retard6 
(N~o 0 2~ ) satisfait alors ~t (i) et (ii). Pour satisfaire (i), nous proc6dons en trois 
6tapes. 

Etape I. Partons d'un compteur adapt6 (Nt *) quelconque, il en existe par 
hypoth6se; nous allons le modifier de fafon d ce que, pour presque tout co, les 
intervalles entre les sauts de t ~ Ntl(co) ne soient pas tous < l. 

Soit A l'ensemble des points co tels que les sauts de la trajectoire t+Nt(co) 
soient </ ;  la masse totale de la mesure de Palm m a de (Nt *) qui est aussi le 
nombre moyen de sauts par unit6 de temps, est doric minor6e par IP(A)/I. Si 
IP(A)=0, c'est fini. Dans le cas contraire soit {X, X,, S, m ~} le systSme dynami- 
que de base associ6 au compteur (N~I); comme m* est a-finie sur ~r 0 (cf. [-2]), nous 
pouvons choisir C e Xo tel que: 

IP(A) (ii) X =  U S - ' ( C ) .  (2.12) (i) mi(C)<~-w--,  
1 hEN 

t 

Soit (N[) le compteur d6fini par N~C=SlcoO, dN, ~ pour t > 0 :  il est adapt6 
0 

puisque C s ~ o ,  et satisfait bien & la condition N~o~ = _+ oo en vertu de (2.12.ii), 
et la masse totale de sa mesure de Palm est ml(C). Soit maintenant B l'ensemble 
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des points co tels que les sauts de la trajectoire t ~N~C(co) soient < h e n  vertu de 
(2.12.i), il vient 

(2.13) IP(B) <IP(A). 

Nous allons donc achever l'6tape 1 par r6currence transfinie 5. Soit J l'ensemble 
des ordinaux d6nombrables. Posons C=C1,  et d6finissons la suite (Ca)~<j 
d6croissante d'616ments de ~-o de la fagon suivante, off B~ est associ6 au 
compteur (Nt c~) comme B=B1 it (NtC): si ~ est un ordinal limite, on pose C~ 
= (~ Cp, et (N[ ~) est encore un compteur adapt6; si ]P(B~)> 0, la construction 

fl<a 
faite ci-dessus nous permet d'affirmer l'existence de Ca+ ~ ~ Ca et appartenant h 
~-o, tel que (N~ c~§ 1) soit un compteur adapt6 avec IP(B~+ 1)<]P(B~). I1 existe alors 
un ordinal d6nombrable i < ~  tel que ]P(Bi+I)=IP(BI), ce qui  exige IP(Bi)=0 
d'apr6s ce qui a 6t6 vu. 

Le compteur (NtC9 r@ond aux exigences de l'dtape 1 : nous le no tons  (Nt2). 
Etape 2. On d6finit (Nt 3) ~ partir de (Nt 2) de la faqon suivante: soient (T,2),~z les 
sauts de (Nt2),/t chaque instant T~, on met en marche une horloge H~ qui sonne 
aux instants T, 2 + l, T 2 + 21,..., et qui fonctionne pendant l'intervalle de temps 
IT, 2, T~+ t]. En vertu de l'6tape 1, le processus (Nt 3) qui, pour t>0 ,  compte le 
nombre de sonneries produites pendant l'intervalle ]0, t] par l'ensemble des 
horloges H 2 est un compteur adapt6 (c'est la pr6caution prise /t l'6tape 1 qui 
permet d'affirmer que N ~ =  _+o0); ses sauts sont au moins espac6s de l, mais 
pas n6cessairement bornds sup6rieurement: il se peut en effet qu'un nombre 
arbitrairement grand d'intervalles successifs IT, 2, T,Z+ x] soient de longueur < l, 
auquel cas les horloges correspondantes H 2 ne sonnent pas. 

Etape 3. On rdp6te une nouvelle lois l'op6ration de l'6tape 2 avec la marne 
constante l, mais/t  partir de (Nt3), pour obtenir le compteur (N~) cherch6: c'est un 
compteur adapt6 dont les sauts sont au moins espac6s de 1 et au plus de 21, 
puisque, les intervalles ]T~ 3, T,3+a] 6tant de longueur >l,  chaque horloge H,  3 
sonne au moins une fois. 

w 3. D6monstration du th6or6me (1.9) et des propositions (1.8) et (1.10) 

Soit {~2, 4 ,  0t, IP} un flot filtr6 diffus, et to la constante >0  introduite dans la 
d6finition (1.7). Soit (Nt) un compteur satisfaisant aux conditions du lemme (2.7), 
avec l>to. Nous consid6rons, comme indiqu6 au w le syst~me dynamique 
filtr6 de base {X, W', S, m} associ6 ~ ce compteur. 

3.1. Lemme. Soit q) une variable ~o-mesurable telle que lP{q~o 0v = U} =0  pour 
tout couple (U, V) de variables ~o-mesurables, avec V>tol  Alors, on a, en notant 
~galement ~b la restriction gt X de ~b(co), m ( ~ . S =  U}=0 pour toute variable U, 
Y(o-mesurable sur X. Autrement dit, le syst~me dynamique de base {X, Y(', S, m} 
est diffus. 

5 Cette r6currence transfinie est inutile si le riot est ergodique puisque alors, B 6tant invariant, 
(2.13) exige IP(B)=0 
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D~monstration. Prenons V=T~ v t, avec t o < t < l  fix6, V est une variable o~o - 
mesurable d'apr6s les conditions du lemme (2.7). Soit d'autre part U une 
variable ~ro-mesurable sur X, et posons U(co)= U(OLco) Oti l'on rappelle que L 
= sup( t<0 lA N~ = 1}; U est 6galement une variable ~o-mesurable. Pour co e f2 
nous notons (x,u)e~} l'image de co par l 'isomorphisme 0: "on a V(co)=(r(x) 

- u) v t, et U(co) = U(x). Les 6galitds suivantes utilisent alors l'hypoth6se concer- 
nant le caract6re diffus du flot, et le lemme (2.1): 

T ( x )  

0=IP {~ o  0v= U} = ~m(dx) ~ {~ o Ov(x, u)= U(x, u)} du 
X 0 

[ T ( x )  - t ]  + T ( x )  

= ~ m(dx) ~ {~o S(x) = U(x)} du + S m(dx) ~ {q~(x, u + t) = U(x)} du 
X 0 X [T(x )  - t] + 

l - t  

>=~m(dx) ~ { (PoS=U}du=(1 - t )m{q~oS=U} ,  
X 0 

off t'in~galit~ rSsulte de ce que T(x) >__ I en vertu du choix de (Nt). Comme l'~galit6 
m{~o S =  U} =0  est montr6e pour route variable f0-mesurable U, le lemme est 
montr6. 

D~monstration du th~or~me (1.9). Reprenons notre flot diffus {f2, 4 ,  Ot, lP}, le 
compteur (Nt) satisfaisant aux conditions du lemme (2.7) avec /> to ;  nous 
utilisons le fait que le syst6me dynarnique de base est diffus. La formule (1.1) 
affirme l'existence d'une sous-tribu separable 92[ de f l ,  ind6pendante de f o  et 
diffuse par la probabilit6 nS. On peut alors ddfinir sur {X, 9.1, N} une variable Y 
de loi uniforme sur [0, 1]. D'autre part (cf. par exemple Shields [3]), tous les  
espaces de Lebesgue 6tant isomorphes /t [0, 1] muni de ses bor61iens et de la 
mesure de Lebesgue )., on peut construire sur {[0, lJ,  ~(1R), 2} un P.A.I. (Zt)te o 
dont la loi peut dtre choisie arbitrairement. Posons Zt(x)=Zt(Y(x)) , nous avons 
d6fini sur {X, 9.i, nS} un P.A.I. (Zt)t~ 0 de m6me loi que Zt. La formule suivante 
permet alors de construire sur {f2, ~ ,  0t} un processus additif (Zt)t~a tel que 
Zt ~ T(X) =- Zt ^ T(x) pour t => 0: 

(3.1) Z/co) = ~ Z(t  + u -  T~(x), S 'x) .  l(r.(~)<t_<r.+,(,)}-2,(x) 
n > O  

pour t>0 ,  (x, u ) e ~  d6signant l'image de co e Y2 par l 'isomorphisme 0 entre f} et 
f2. Pour t<0 ,  on pose Z~(co)= -Zt(O~co). 

Nous allons montrer que ce processus additif r6pond aux conditions du 
th6orbme en utilisant le lemme fondamental. A cet effet, nous munissons le flot 
{f2, ~ ,  0 ,  IP} d'une nouvelle filtration (fit) (on v6rifie aisdment que fit+~ = 071 ff~j: 

(3.2) f i t=a{Zs -Z , ; s ,u<=t}  va{Ns-N~;s ,u<_t  }. 

Le compteur de r6f6rence (Nt) 6tant adapt6 fi cette filtration, nous pouvons 
appliquer/t  la filtration (fit) les r6sultats du w 2. Partant de (4) ,  nous disposons 
donc du syst6me de base {X, (f"),~z, (~)t_>0, S, r~}, off l'on rappelle que ~t  est, 
pour t>0 ,  la restriction de fit h X, et que ~ ' = S - ' d # o  . Posons 

Y =  a{T; Zt~ r, t>O}, 
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et mon t rons  que 

(3.3) ~o(=Y/~ ~/ S"(u 
n > 0  

Rappe lons  que To S -  l(x) = - T_ l(x) est qlo-mesurable ( lemme (2.3)), et que S -  l(x) 
= OL X = 0 r-1 X; la re lat ion suivante  

ZtAT~ 1)+T 1--ZT-1 

qui r6sulte de l 'additivit6 de Z, mon t r e  que S(Y) c Yr c o m m e  S(Yr = Yr a c ~ o, 
cela suffit pour  mon t r e r  que V S"(Y)c  a# o. Voyons  l ' inclusion inverse. 

n>O 

Tou t  d ' abo rd  a { Nt(x), t < 0} = a { T_, ,  n > 0} = a { To S-" ,  n > 0} mon t re  d6j~t que 
a{Nt, t < 0 } ~  V S"(Y). 

n>.O 
Pour  achever  de mon t r e r  (3.3), il reste ~t mon t r e r  que, pour  t<O, Zt(x) est 

V S"(Y)-mesurable. En ver tu  de l ' ana logue suivant  de (3.1) pour  t < 0 :  
n>O 

n--1  

(3.4) Zt=Zt+r o S - " -  ~ ZT.S -p sur { T , < t < T _ , + i }  pour  n > 0 ,  
0- -1  

il nous reste ~t mon t r e r  que la var iable  Z t + T o S  - n .  I{T_.<t<_T . . . . .  } est V SP(Y-) - 
p > O  

mesurable  pour  n > 0; mais  cela r6sulte de la possibilit6 d'6crire cette var iable  sous 
la forme x ~ Z t_ T_,(~)(S-"x)' 1 {r-.(x)<t_-< T . . . .  (~)}. Nous  avons doric mont r6  l '6ga- 
lit6 (3.3). 

C o m m e ,  par  cons t ruc t ion  de (Z~), on a Y~9 . I  c S f  a, il vient, en ver tu  de (3.3), 

(3.5) Y / o C f o ,  soit e n c o r e  ~ T 1  ~ffT1 en vertu du l emme (2.3.iii). 

Posons  

(3.6) ~=~ova{TAt}va{2~;O<s<=t} ,  

off l 'on rappel le  que (~r) est le P.A.I. d6fini sur {X, 9.1, r~} qui nous a servi /l 
construire  (Z~((o)). On a clairement,  pour  t > 0 

(3.7) ZtAT(X)=Zt,,r(X), ~ t , , T = ~ r -  

D ' au t r e  part ,  

(3.8) (2t),>_ o est un (c~)-P.A.I. sur {X, X, t~} ; 

en effet, on a ~ ~ Y'o v a {Z~, s < t}, puisque T est Xo-mesurable,  et (3.8) p rovien t  de 
ce que (Zt) est un P.A.I. ind6pendant  de :Yo par  construct ion.  Mais  alors en ver tu  du 
l emme fondamenta l ,  (3.7) et (3.8) impl iquent  que (Zt)~a est un (~t)- 
P.A.1. sur{f2, ~ ,  IP}, de m~me loi que (Z,). Mais,  c o m m e  d 'aut re  par t  T 1 est un temps  
d 'ar ra t  de ( 4 )  et (N~) major6  par  21, on a 

fr ~ far,  ~ ~ r l  ~ 2 1  
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en vertu de (3.5). I1 est alors clair que le processus retard6 (Zt o 0 2 l)t~. r6pond / t  
toutes les exigences du th6or6me, dont  la d6monst ra t ion  est ainsi achev6e. 

D~monstration de la proposition (1.8). Soit donc {f2, 4 ,  0t, Zt, IP} le riot canonique  
d 'un P.A.I. Voyons  d ' abord  le cas off Zt n 'est  pas du type de Poisson. Ou  bien Zt 
poss6de une par t ie  brownienne  (Bt) et alors la variable Bt est, pour  tout  t > 0, de loi 
diffuse et ind6pendante  de ~o ,  et IP {N_t ~ Ov - V} = 0 si U et Vsont  ~o-mesurab les ,  
avec U > t; c o m m e  t > 0 est arbitraire,  le riot est bien diffus avec to = 0. Ou  bien Zt ne 
poss6de pas de pat t ie  Gauss ienne;  dans ce cas, si nous posons  

le fait que la mesure  de L6vy de Z soit de masse  infinie permet  d 'affirmer que 
1P(U { T, < t}) = 1 ; la variable T n ~tant de loi exponentielle,  il est alors clair que, pour  

n 

1 
tout  t > 0 ,  ~b -- ~ ~ (T~/x t) est une variable de loi diffuse, et ind6pendante  de J o .  

n>0 
On ach6ve c o m m e  pr6c6demment  dans ce cas. 

Inversement ,  si (Zt) est du type de Poisson, pour  tout  t > 0 ,  la t r ibu 
a{Z~, O<s<t} est ind6pendante  de @o et contient  l ' a tome {T~ >t} ,  off T 1 est le 
premier  temps de saut de (Zt). I1 est alors clair que, pour  tout  t > 0, la t r ibu ~ n'est  
pas diffuse condi t ionnel lement  fi ~-o; le flot consid6r6 n'est  donc  pas diffus. 

D~monstration de la proposition (1.10). Soit donc  {f2, 4 ,  0 ,  Nt, IP} le riot canonique  
d 'un processus de renouvel lement  de loi v diffuse et port6e par  l ' intervalle [0, to], 
t o < oo. Soit (T,),~ z la suite des temps de saut de (N 0, et ~b = T o - T _  ~, qui est ~-o- 
mesurable  ( lemme (2.3)). I1 nous suffit de mont re r  que IP {~b o 0 v = U} = 0 pour  tout  
couple (U, V) de variables ~o-mesurables ,  avec V > 2 t o ,  ce qui rnontrera  la 
proposi t ion.  La  condit ion V > 2 to exige V> T2; donc, pour  n > 2, on a �9 o Ov = T, 
- T n _  1 sur {T,<V<T,+I} .  Par  conshquent,  1P{CboOv=U}< ~ I P { T , - T , _  1 

n>2 
= U}, et cette dernihre s o m m e  est nulle, puisque T, - T~_ 1 est une var iable  de loi 
diffuse et ind6pendante  de ~-rn ~, donc  de @o d4s que n > 2. 

w 4. D6monstration du th6or6me (1.11) 

Soit done {~, ~ ,  Or, Z ,  IP} la r6alisation canonique  d 'un processus ponctuel  quasi- 
cont inu ~ gauche d'intensit~ s tochast ique (It): le processus (It) est done  continu, 
additif, adapt6, et tel que (Zt - It)t> o soit une mar t ingale  locale sur {~2, ~ t ,  IP}. Nous  
avons choisi de noter  (Zt) le processus ponctuel ,  r6servant la no ta t ion  (Nt) au 
c o m p t e u r  de r~f6rence que nous utiliserons pour  appl iquer  le l emme fondamental .  

Soit done (Nt) un compteur  adapt6, par  ailleurs arbi t raire;  c o m m e  
pr~c6demment ,  nous supposerons  pour  simplifier que sa mesure  de Pa lm m est 
born6e, et nous notons  rh = m/m(X), off X = {A N O = 1}. On introduit  c o m m e  au w 2 
le syst~me de base {X, (~n),~z , (~r~)t>o, S, r~}: 

4.1. Lemme.  Le processus ponctuel (Zt(x))t>o est quasi-continu ~ gauche, et admet 
(It(x))t>_o comme intensit~ stochastique sur l'espace de base {X, Xt, ~}. 
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Ddmonstration. I1 est clair que (It(x))t> = o est continu et adapt6 ~ (~). Pour s'assurer 
que (Z t -It)t>= o est une martingale locale des {X, f t ,  r~), il nous suffit (Dellacherie 
[5]) de vSrifier que r~(Zv) ~- r~(Iv) pour tout temps d'arr6t U fini de (f,). Or, si nous 
notons (T,) la suite des temps de saut de (Nt), il est clair que les variables T, + U o Or~ 
sont des temps d'arrat de (~)  d6s que n>  1. Par cons6quent, on a les 6galit6s 
suivantes: 

1 

0 

IE{T,< I; Zr ,  + U ~  
n > l  

= ~ I E { T , < l ; I r , + v o O ~ - I r , }  
n>= l 

1 

=IE ~(I,+voO - I , )  dN,=m(Iv), 
0 

la troisi6me 6galit6 r6sultant de ce que (Z~-I,)t~ o est une martingale locale sur 

Passons fi la dSmonstration du th6or6me. Choisissons (N~) comme au lemme 
(2.6). Soit zt(x) l'inverse de It(x) d6fini par z~(x)=inf{slL(x)> t}; c'est an temps 
d'arrat de (~); d'autre part, (I~) 6tant continu, on a identiquement I~=t.  Posons 
pour t > 0 

(4.1) 

Alors, 

(4.2) (~) est un (~)-processus de Poisson sur {X, ~c, r~}. 

Cela rSsulte en effet des 6galit& suivantes, off s<t  et A~@~: 

N(Yt- Y~; A)= r~(Z~-Z~t; A)=ffz(I~-I~,; A ) = ( t - s )  N(A), 

et de la caract6risation de (~)-processus de Poissons donn6e dans Watanabe [8J. 
D6finissons,/t l'aide de la formule (3.1), un processus (Yt(co)t~a additif sur {~2, Or}, 

tel que Yt~ r(X)--YtA r(X). Munissons le riot {f2, ~-, 0t, IP} de la filtration 

~t  = ~ { Y ~ -  I1.; s, u<=t} v ~ { N ~ - N ~ ;  s, u<=t}, 

dont nous notons (~),~o la trace sur X. Posons 6galement: 

~ t - - ~  0 vo-{TA t} v a{Y,; s<t}  c X  ov a{~;s<=t}. 

On a alors, pour t > 0  

(4.3) ~^T(x)=Yt~r(x); ~ ^ r = ~ ^ r ;  0 ~ ) , .  

Mais alors, (4.1), (4.2), (4.3) et le lemme fondamental montrent que ( ~ e s t  un (Nt)- 
processus de Poisson sur {f2, ~,  IP}. Enfin It_-> t implique zt _-< t et donc ~1~ = f ~  c ~ ;  
il en r6sulte que ~ c ~ pour t ~ 0, et l 'argument utilis5 dans la d6monstration de 
l'implication (ii) ~ (i) du lemme fondamental permet d'en conclure que Nt c ~ .  
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w 5. D~monstration du th~or~me (1.14) 

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est technique, mais pr6cise de mani&e 
commode le calcul effectu6 dans la d6monstration du th6or~me (1.3). 

5.1. Lemme. Soit {X, Y(} un espace mesurable s@arable, ~/ une sous-tribu s@arable 
de Y(, et m une probabilit~ sur {X, Y(} telle que ~r soit diffuse conditionnellement 

Y/pour cette probabilit~ m. II existe alors une tribu s@arabIe diffuse 9 . I ~  r, 
ind@endante de ~ ,  et telle que Y/'=gA v ~ (il  s'agit Igt d'une ~galitO entre tribus 
non compl~t~es). 

Ddmonstration. Soit ~ une variable al6atoire ~t valeurs dans [0, 1], engendrant la 
tribu X. Soit F(t ,x)  une version, continue pour tout x, de la r6partition 
conditionnelle m {~ < t I ~}  (cf. d6finition (1.2)). Posons 

S = {(t, x) lF(s, x) < F(t, x) < F(s', x) d& que s < t < s'}. 

L'ensemble al6atoire M(IR)x ~-mesurable S est donc l'ensemble des points de 
croissance fi gauche et/t droite de F. Son compl6mentaire S ~ est/t coupes ferm6es, et 
satisfait ~t 

(5.1) m{ees~}=0. 

Posons alors 

(5:2) O(x) = F(qS(x), x). l~e(x)~s (., x)~ + (q)(x) + 2). lCe(~)~so(., x)/- 

En vertu de (5.1), 0 = F ( r  .) m-p.s, et O est donc une variable de loi uniforme 
sur [0, 1], ind6pendante de ~r d'apr~s le calcul effectu6 au w 1. Posons 

(5.3) F -  l(t, x) = inf{slF(s,  x) > t}, 

qui est M(IR) x ~r Alors, on a la formule inverse suivante 

(5.4) ~ = ( T - 2 ) .  1~,__>2~+F-1(~,.). l~0__<a~ , 

qui nous permet de calculer ~ en fonction de T et de F. I1 est alors clair que la tribu 
96 engendr6e par.-T r@ond ~t la question. 

5.2. Corollaire. Soient {X, :~, m} et {f2, Y ,  IP} deux espaces de Blackwell munis de 
probabilitks diffuses, {f2, ~ }  ~tant de plus s@ars Alors, il existe A ~ Y ,  avec re(A) = 1, 
et une application ~ de X dans f2 telle que 

(i) B=~b(A) e ~ ;  

(ii) ~0-1 ( ~ / B )  = 3Y/A ; 

(iii) r =IP. 

Dgmonstration. Appliquons le lemme (5.1) en prenant pour ~ la tribu grossiSre, ce 
qui donne N = ~,  et la variable T de la d6monstration du lemme (5.1) envoie donc 
{X, 2~, m} sur {C, NOR), 2}, off C est une partie analytique (en raison des propri6t6s 
des espaces de Blackwell) de [0, 3] telle que 2(C~ [0, 1])= 1, o/t 2 est la mesure de 
Lebesgue, et NOR) la tribu des bor61iens; prenons alors B c  Cc~ ]-0, 1] bor61ien, 
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satisfaisant h 2(B)= 1 (on rappelle que les ensembles analytiques sont universelle- 
ment mesurables), puis A = ~u - I(B) e Y', et le corollaire est montr6 dans le cas off 
{f2, if ,  IP} = {[0, 1], ~(1R), 2}. Dans le cas g6n6ral, nous obtenons d'abord ~t l'aide 
du lemme (5.1) une application ~u, de {O,~,IP} sur {C',~(IR),,~} off C' est 
analytique tel que 2(C')= 1; mais, cette fois-ci, ia tribu g 6tant s6par6e, ~ '  est 
injective et il r6sulte alors du th6or6me de Souslin-Lusin (Dellacherie-Meyer [-6, Th. 
3 - 21]) que T'  est un isomorphisme des espaces mesurables {f2, i f}  et { C', NOR)}. 
Soit A = 7"- 1(C' c~ C), la restriction/t A de ~ -- (7/') - 1 o ~g satisfait aux conditions du 
corollaire. 

Nous allons utiliser la cons6quence suivante des deux r6sultats cidessus. Les 
notations qui viennent sont propres au lemme que nous allons 6noncer maintenant. 
Soit f2 l'ensemble des applications de IR+ dans IR, continues/t  droite et r6gl6es, 
nulles/~ l'origine; soient (Zt)t> = o les applications coordonn6es de fa d6finies par 
Zt(co)=co(t), et ~ , = a { Z s ;  s__<t} la filtration engendr6e par (Z0; nous notons 
pour ~,~oo. I2espace Q est Lusinien (Dellacherie-Meyer [-6, chap. IV]) et ~- est la tribu 
des bor61iens de f2; en particulier l'espace mesurable {(2, i f }  est un espace de 
Blackwell s6par6, et toutes les tribus ~ sont s6parables, et sont donc des tribus de 
Blackwell. On a l e  marne r6sultat si nous consid6rons f21, l'ensemble des 
applications de [-0, 1] dans IR qui sont continues ~t droite et r6gl6es, avec sa filtration 
(~1)o=<,_< 1 et ses applications coordonn6es (Z~)o<t~ l i  

Soit d'autre part { W, ~}  un autre espace de Blackwell s6par6, et Tune  variable 
sur cet espace, ~ valeurs dans ]0, + oo[-. Nous munissons ~? x W de la filtration 
= ~  x Y/, et nous consid6rons Tcomme  une variable sur f2 x Wne d6pendant que 
de la seconde coordonn6e, et par cons6quent Y/-mesurable 6. Enfin, nous donnons 
d'une part une probabilit6 # sur { W, Y/} et d'autre part deux probabilit6s IP et I1~ sur 
{f2, ~-}, pour lesquelles (Z+) est un P.A.I. diffus. I1 est connu que les espaces 
probabilis6s {~2, 4 ,  IP} et {f2, ~t, ~}  sont isomorphes d6s que t est > 0, le lemme ci- 
dessous 6tend ce r6sultat au cas off t e s t  remplac6 par une variable al6atoire 
ind6pendante de (Z,): 

5.3. Lemme. II existe A E o~ tel que IP x #(A) = 1, et B E ~ tel que Q x #(B) = 1, et une 
bijection bimesurable q~ ~changeant les mesures de {A, ~T~A, IP x #} sur {B, ~T,~, Q 
x #}, telle que H o qo = H  pour toute variable ~-mesurable  H. 

Ddmonstration: larelationainsi d6finie entre IP et Q 6tant transitive, nous pouvons 
supposer que II) est la mesure de Wiener, pour laquelle (Zt) est donc le mouvement 
brownien. 

Partons de l'espace {~2 x W, ~ x #}. Le P.A.I. (Zt) 6tant diffus et ind6pendant 
de 0#, la tribu c r { T ; Z ~ T ,  S>0} e st diffuse conditionnellement & ~ la 
variable T e s t  strictement positive) et inddpendante de ql conditionnellement ~, T. 

La construction faite au lemme (5.1) fournit alors une tribu s6parable 9/, telle 
que 

(5.5) 9.i soit ind6pendante de qr 

92[ v a{T} = a { T ;  Z~^ r, s~0}.  

6 Nous identifions la tribu ~ sur Wet la tribu Y0 sur Q x W 
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En consequence, on a aussi ~ r  = 21 v 0y. Par ailleurs, en vertu de la propriete de 
Markov forte des (~)-P.A.I., la tribu 

(5.6) d = ~ r { Z r + ~ - Z , s > O }  

est indOpendante de ~-r, et diffuse car Tes t  finie. Le corollaire (5.2) nous permet de 
mettre en relation les espaces {~2 x W, 9.1, IP x #} (resp. {~2 x W, d ,  1P x #}) et 
{f21, @~, Q} (resp. et {f2, ~ ,  Q}); comme les tribus 9.i et ~ sent independantes, il 
existe A E 21 v d tel que IP x #(A) = 1 et un Brownien (/~t)t_> o sur {O x W,, 21 v ~,  IP 
x #} tel que 

(5.7) les tribus 21 et o'{/3t, t____ 1} coincident sur A; 

les tribus N e t  a{/3t+l-/~1, t>0}  coincident sur A. 

Le mouvement brownien ainsi defini est independant de q/. Posons alors 

(5.8) B , = ] / - T . B , / r ; ~ , = q l v r r { B s ,  s < t  } 

~,=~r v G{&; s< t}. 

Nous allons montrer le resultat suivant: 
E 

(5.9) (Bt) est un (~t)-mouvement brownien sur {~2 x W, J~, IP x #} ; 

les tribus ~-r et d r  coincident sur A. 

Remarquons que la premiere assertion 6quivaut/t dire que (B,) est un brownien 
independant de ~J. La seconde assertion de (5.9) est une consequence immediate de 
(5.5) et (5.8). Pour la premiere, remarquons dej/t que Test  d 0 =~o-mesurable,  et 
que ~,  = ~t/T" Le brownien/) ,  etant independant de ad, est un (~t)-brownien, ce 
qui, d'apres une caracterisation due/t Watanabe [8], 6quivaut ~t dire que (/~t) et (/j2 
- t) sent des (~t)-martingales. Pour obtenir (5.9), il nous suffit donc de deduire de 
ceci que (Bt) et (B z - t )  sent des (N0-martingales, ce qui resulte des 6galites 
suivantes, off t > s: 

E ( B , -  B~ I & )  = I / T .  ~(~,/~ - ~s/~ I ~s/~) =0, 

E(B2t - B~ ] ~ )  = ~2 ~2 t -  s T .  I E ( B t / r  - Bs/T [ ~s/T) = T.  T = t - s, 

off nous avons applique le theoreme d'arrat de Doob au temps d'arret siT. 
Interpretons (5.9): l'application (p, qui au point (co, w) e f2 x W associe le point 
(B(co, w), w)e(2 x W, o~l B(co, w) est la trajectoire t ~B , ( co ,  w), definit donc une 
bijection bimesurable (en vertu du theoreme de Souslin-Lusin dej~t cite) echangeant 
les mesures entre deux parties de probabilit6 1 de {f2 x W, ~ ,  IP x #} et {f2 
x W, ~ ,  Q x #}, qui 6change les restrictions correspondantes de la tribu ~T ; comme 

de plus (p(co, w) est de la forme (co', w) (avec le mYme w), la condition He  (p = H  si H 
est ~-mesurable est satisfaite. Le lemme est montre. 

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le theoreme (1.14), et nous 
retenons donc deux notations du w 2. Soient donc T(u) et (b(u) deux fonctions de 
Levy de P.A.I. diffus admettant respectivement # et v comme mesures de Levy, que 
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nous supposons non nulles. Nous allons d'abord montrer le th6or6me dans le cas 
particulier off 

5.4. Hypothese. I l existe un bordlien B de IR, situ~ dt une distance > 0 de l' origine, et tel 
que 

(i) # et v co'incident sur B, avec #(B)=v(B)>0;  

(ii) le remplacement des mesures de L~vy # et v par #/B ~ et v/B ~ respective- 
ment dans les fonctions de Ldvy ~ et 4, n'affecte pas le caractbre diffus des P.A.I. 
correspondants. 

Soit donc {f2, ~ ,  0,, Zt, IP } la r6alisation canonique du P.A.I. de fonction de 
L6vy 4'. Nous allons construire dans ce riot un processus additif (Yt), qui soit un 
P.A.I. de fonction de L6vy ~, et satisfasse aux propri6t6s d'adaptation d6finies au 
th6or6me (1.14). Nous exposons la d6monstration en plusieurs &apes: 

Choix du compteur de rOf&ence (Nt)  

Comme Best situ6 ~ une distance > 0 de l'origine, #(B) < o% et nous pouvons d6finir 
les processus additifs (Zt ~) et (Nt B) en posant pour t > 0 

(5.10) Z~-- E AZs. l{~zs~B}, 
O<s<=t 

Nt B= ~ I{~Z~B}' 
O<s<t  

Le processus (N~ B) est un processus de Poisson de param~tre v(B)= #(B)< oo. A 
partir de (Nt~), nous allons fabriquer notre compteur de r6f&ence (N) par une 
m6thode analogue ~t celle employ6e au lemme (2.7). Si (TB)n~Z d6signe la suite des 
temps de saut de (N~), ~t chaque instant T~, nous mettons en route une horloge H~ 
qui fonctionne durant Fintervalle [T~, T~+ ~[-, et qui sonne aux instants T~, T, B + e, 
T B + 2e, ... ; le compteur qui compte toutes les sonneries sur ]0, t] sera donc notre 
compteur (Nt): c'est un processus de renouvellement dont les sauts sont au plus 
espac6s de e, qui saute lorsque le processus de Poisson (Nt B) saute, et qui est adapt6/t 
(G). 

Ce compteur de r4f4rence (Nt) permet de d6finir comme d'habitude le syst4me de 
base {X, (f~),~z, (G)~ ~ o S, r~}, off n5 = m/m(X),  m 6tant la mesure de Palm born~e de 
(N,). 

Construction du processus ( Yt) 

Posons Z t = Z t - Z  ~ pour t>0 :  on d6finit ainsi un P.A.I. sans saut commun avec 
(zB), donc ind6pendant de (zB). Ce P.A.I. est diffus, puisque sa fonction de L~vy ~P 
s'obtient en rempla~ant # par #/B c dans 7/(cf. hypoth6se (4.4.ii)). Posons 

~ ~  = ~{G(x ), O<s<_t} 

pour t > 0. Du fait que (Zt) est un (~)-P.  A.I. de fonction de L6vy tp sur {f2, ~-, 0t, IP}, 
il r6sulte, en vertu du lemme fondamental, que (Z,t(x))t> = o est un (ft) RA.I., doric ~t 
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fortiori  un (G~ de fonction de Ldvy ~ sur {X, 2F, rfi}. Dhsignons par  oy la 
tribu a {Z~  r,  t > 0} contenue dans 2F, et interpr6tons le lemme (5.3): 

(5.11) il existe A ~r tel que nS(A) = 1 (on peut  supposer que A est S-invariant), et 
un P.A.I. de fonction de L4vy 45 7, not6 (~(x))t>__ o d6fini sur la tribu 0y v a{Z~(x), 
s>0} ,  rfi-ind6pendant de ~ ,  et tel que les tribus 5F ~ et ~d v a { ~ ^  r,  t > 0 }  coincident 
sur A. 

Quit te  fi modifier (~) sur un ensemble r~-n6gligeable (ce qui ne change rien 
(5.11)), nous pouvons supposer que. 

(5.12) A Y~(x)~B ~ V x e X ,  V t > 0 ,  
m 

puisque la mesure de L6vy de Y est port6e par BL Nous  d6finissons, comme il est 
maintenant  habituel, un processus additif  (~)t~a sur {f2,~,  0~} ~ part ir  de 
(~/,r(x))~>=o en posant,  pour  t > 0 :  

(5.13) ~(co) = ~ Y(t  + u - T,(x), S"x). I{T,(~) <t+,_< T. +,(~)} -- ~(X), 
n__>0 

off (x, u) e ~ est l ' image du point  co e (2 par  l ' isomorphisme 0 entre f2 et f2. I1 est clair 
que, en vertu de (5.12), on a 

(5.14) A~(co)~B ~ Vco~2, Vt~lR. 

Enfin, nous d6finissons le processus additif  (Yt)t~n~ en posant  pour  t > 0  

(5.15) Yt(co)= ~(co)+Z~(co). 

PropriOt~s de ( Y  t) 

Introduisons la filtration suivante sur {f2, ~ ,  Or} 

(5.16) ~ , = ~ { Y s - Y , ; s , u < _ _ t I = ~ { 2 , - L ; s , u < = t I v  B ~. ~r{Z s - Z , ,  s, u<t} ,  

ot~ la seconde 6galit6 r6sulte de (5.10) et (5.14). 
Posons 

(5.17) E = { O L ~ A } e ~ ;  

l 'ensemble E s'identifie donc fi l 'aide de 0 fi l 'ensemble des couples (x, u) ~ f} tels que 
x ~ A. L'ensemble E est donc invariant  par  (0,), et tel que IP(E)= 1. Nous  allons 
mont re r  les assertions suivantes: 

(5.18) l ' inclusion suivante est satisfaite sur E: ~ 0 c ( ~ Y 2 ~ ;  

(5.19) ( Z ~ ) ~  est un ((r et (~)~a un ((q/)-P.A.I. de fonction de L6vy 45 sur 
{~,g, Ip}. 

Et ces deux assertions mont re ron t  le th6or6me sous l 'hypoth6se (5.4). Pour  voir 
(5.18), nous restreignons le flot/~ {f2, ~ ,  0t, IP}/i E; en vertu de (5.11), la filtration 

7 Ob tenue  en r emplagan t  v par  v /B  ~ dans  ~ (cf. hypo th6se  (4.4,ii)) 
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(G) et (~,) engendrent sur le systSme de base {X, 5F, S, N} deux filtrations discr6tes 
qui admettent le mSme g4n6rateur 5FT ~ En vertu de (3.3) et (3.5), ces deux filtrations 
discr6tes (SF"),~z et (N"),,z sont donc 6gales. Mais alors, en vertu du lemme (2.2.iii), 
on en d6duit l'6galit6 des tribus O~T~ et Nr,, ce qui donne (5,18) puisque T~ est un 
temps d'arr~t ~t la fois pour  (~ )  et (~t),/~ valeurs dans [0, ~], Voyons (5.19); il nous 
suffit d'examiner l'assertion relative/~ (~), l 'autre en 6tant la cons6quence. Posons 

= ~n~ ; 
~ = ~ o  V o- {zB^ r(X), 0 < S < t }  V o" {1~ ; O<=s<=t}. 

Alors, on a ~ T = ~  ^ T, ~^  T(X)= ~ ^  T(X), et (~) est un (~)-P.A.I. en vertu de (5.11) 
et du fait que ~#0 = ~ro (voir plus haut). Le lemme fondamental nous donne alors le 
r6sultat. La d6monstration du th6or6me (1.14) est donc achev6e sous l'hypoth6se 
(5.4). 

Elimination de l'hypothOse (5.4), dOmonstration dans le cas g~n~ral 

Soient donc ~ et �9 deux fonctions de L6vy de P.A.I. diffus dont les mesures de L6vy 
respectives # et v sont non nulles. 

Supposons que l'hypoth6se (5.4) ne soit pas satisfaite. J'affirme que nous 
pouvons nous ramener au cas off 

(5.20) il existe deux bor61iens disjoint B e t  C de IR - (0}, tels que 0 <#(B) < oo et 
0 < v ( C ) < o o .  

En effet, le seul cas 06 (5.20) n'est pas satisfait est le cas oti/~ = c~e~ et v =/~e~ avec 
e =t=/~. Darts ce cas, si nous notons (Zt) le P.A.I. de mesure de L6vy p, nous obtenons 
un P.A.I. (Zt) admettant la m~me filtration (non compl6t6e) que (Zt) en rempla~ant 
A Z, par 2A Z t en tout point o~ A Z ,>0 .  La mesure de L6vy du nouveau P.A.L est 
alors ee2x, et satisfait g (5.20), tandis que nous n'avons rien modifi6 quant g l'6tude 
des filtrations. (Nous venons en fait de voir un cas 616mentaire du th6or6me (1.13)). 

Comme #(B) et v(C) sont finis, la proposition (1.8) nous assure que le 
remplacement de # par #/B c et v par v/C c respectivement n'affecte pas le caract6re 
diffus de ~ e t  4). 

Soit alors Z(u) une fonction de L6vy admettant une partie Gaussienne non nulle, 
et dont la mesure de L6vy 2 est 6gale ~t ,~ =/~IB + Vlc. I1 est clair que 4~ et Z d'une part, 

et ~ d'autre part, satisfont ~ l'hypoth6se (5.4). Comme la propri6t6 d'isomorphisme 
flou d6fini par le th6or6me (1.14) est une relation transitive entre flots, on d6duit de 
l'existence d'un isomorphisme flou entre les flots canoniques des P.A.I. de folactions 
de L6vy 4~ et Z d'une part, et )~ et ~ d'autre part, l'existence d'un isomorphisme flou 
entre les flots canoniques des P.A.I. de fonctions de L6vy q~ et ~. La d6monstration 
du th6or~me est donc achev6e. 

Annexe: D6monstration du lemme (2.6) 

Nous utilis0ns la caract6risation suivante: le processus (Ct)t > 0 est un (~t)-P.A.L 
homog~ne de fonetion de L6vy ~(u) si et seulement si le processus 
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, e x p i u C t  
(A.1) M t - 

exp t~,(u) 

est une  (cgt)-martingale p o u r  tou t  u ~ IR. R e v e n a n t / t  l '6nonc6 du l emme (2.6), il est 
ddj5- clair que  les p rocessus  (M~')~ > o sont  adapt6s  5. la f i l t rat ion (oK 0. L a  propr i6t6  de 
mar t inga l e  r6sulte alors  des 6galit6s suivantes,  qui  uti l isent la propr i6t6  de M a r k o v  
forte des P.A.I.  et le fait que  les processus  (At) et (Bt) sont  des P.A.I. h o m o g 6 n e s  
a d m e t t a n t  m a m e  fonc t ion  de L6vy O(u): 

1 M" 1 - - - l i E ( t + ~ 1 % )  I E ( e x p i u ( C t + s - C O l ~ t ) = @ + @ + @ ;  
Mr 

oti 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

1 @= ~ .  1~, > r~' 1E(exp iu(Bt+ s _ r - B t -  r) I ~ t -  T) : l~t > r~ ; 

& "  l~t_< r~" IE(l~t+s=< r~" exp i u ( A t + ~ -  At) ] gIt); @= 

1 
@ =  s ~ "  l(t--< r l '  lE(l~t+ s > r v e x p  i u ( A r -  At)- exp iuBt+~_rlgXt) 

1 
- s O ( u  ) " l~t_<_ r~" lE(l~t +~ > r/" exp i u ( A r -  At) .  lE(exp i uB~ + s - r  1 9Xr) [ ~t)  

1 
= s 0 ( u  ) �9 lit< r/" IE(l~t +~> r~" exp iu(A r - A t ) "  IE(exp iu(At+s 

- A t )  1 9,1r) 1 9,1,) 

1 
= sO(u)" l(t < r~" IE(l~t +, > r~" exp i u ( A t + s -  & )  19,13). 

Uti l isons  m a i n t e n a n t  la carac t6r i sa t ion  (A.1) p o u r  le processus  (At): en ver tu  de 
�9 O ' " �9 7 ,  �9 �9 �9 (A.3) et (A.4), il vient  @ +  @ =  l~t __< r~, ce qul  d nne  blen p o u r  f imr 1 egahte  cherchee :  

@ +  (2)+ @ =  l~t > r~ + l~t __< r~ = 1. La  d 6 m o n s t r a t i o n  du l e m m e  (2.6) est achev6e. 
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