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Eine charakteristische Eigenschaft der doppelt stochastischen
Poissonschen Prozesse
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Summary. For every Radon measure 4 on the real line let P; denote the Poisson process
with intensity 1, i.e. with the property that the mean of the occurrences in the Borel set B
is A{B). A point process P is called a doubly stochastic Poisson process, if it can be represented
as a mixture of Poisson processes:

P = [ P,Q(dA),

where @ is a probability measure on a suitable c-algebra of subsets of the set of all Radon
measures (Cox, BarTLETT, KINGMAN).

If the occurrences of a point process P are independently selected with probability ¢, we
obtain a resulting point process Dy P. For instance we have Dy Py = Pgy;. Let II denote the
set of all point processes and consequently

Dyl = {D,P: Pell}.
It is shown, that the set
M DI
0<g<1

of point processes is identical with the set of all doubly stochastic Poisson processes.

1. Grundbegriffe

Es sei M die Menge der Radonschen Malle 1 auf der reellen Achse R. Die
kleinste ¢-Algebra von Teilmengen von M, bez. der fiir alle Borelmengen B die
Funktionen zg(1) = A(B) meBbar sind, werde durch IR bezeichnet. Ein zufilliges
Radonsches MaB A ist dann gegeben durch ein Verteilungsgesetz P auf IN. Wir
werden kiirzer von einem zufélligen Ma$ (z.M.) A sprechen.

2. Das Laplacesche Funktional

Mit % werde die Menge der beschrinkten, meBbaren, finiten Funktionen
u(z) = 0 auf R bezeichnet. (Eine Funktion heifit finit, wenn sie einen kompakten
Triger besitzt; d.h. auBerhalb eines gewissen endlichen Intervalls verschwindet.)
Jedem Verteilungsgesetz P auf It ordnen wir eine Funktion Lp auf % zu:

Lp(u) = [exp[— [u(e) A(da)] P(d2),
und nennen Lp das Laplacesche Funktional (L.F.) zu P. Durch Lp ist P ecin-
deutig bestimmt.
3. Doppelt stochastische Poissonsche Prozesse

Falls A mit Wahrscheinlichkeit 1 ein ganzzahliges MaB ist, wird A als zu-
fallige Punktfolge (z.Pf.) oder Punktprozell bezeichnet. Wir werden fiir z.Pf. im
allgemeinen das Symbol @, fiir die Realisierungen die Bezeichnung ¢ wihlen.
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Im folgenden bedeute B das System der Borelmengen von 2, B’ dagegen das
System der beschrinkten Borelmengen. Einem ganzzahligen Mall g e M 1406t
sich eine Folge von nichtnegativen ganzen Zahlen a; und eine Folge von Punkten
xr € R, die sich nirgends hdufen, zuordnen, derart, daB fiir alle B e B’ gilt

p(B)= > ag.
{k: zx< B}
Diesen Sachverhalt driicken wir formelmé@ig wie folgt aus:
@ = Z g g,
mit ’
= fs W5 (aen,

Spezielle z. Pf. sind die Poissonschen Prozesse. Ein Poissonscher ProzeB ist ein-
deutig charakterisiert durch seine Intensitétsverteilung 1€ M:

A(B)=[@(B)P(dy) (Be%®).
Das zugehorige L. ¥. ist
Lp(u) = exp[— [(1 —exp[— u(@)]) A(dx)] (ue?).

Daran kann man beispielsweise ablesen, dal die ZufallsgroBen ¢(B) (Be B)
Poissonsch verteilt sind mit dem Parameter A(B), und daB fur disjunkte
By, ..., By € B die ZufallsgroBen ¢ (Bj), ..., ¢(By) unabhingig sind. (Man setze
=1y kp () + - + ya kg, (x), wobel kg die Indikatorfunktion der Menge B
bedeutet.) Im folgenden bezeichne P, das Verteilungsgesetz des Poissonschen
Prozesses mit der Intensitdtsverteilung A.

Es gei nun A ein z.M. mit dem Verteilungsgesetz Q. Wir kénnen A eine
Mischung Poissonscher Prozesse zuordnen:

P(A)= [Py(4)Q(d1) (AeMm).

Derartige Mischungen Poissonscher Prozesse nennt man nach Cox {2], BARTLETT
[17 und Kinemax [5] doppelt stochastische Poissonsche Prozesse (d.s. P.P.). Als
L.F. zu P erhilt man:

(3.1) Lp(w)y=Lo(l —exp{—u]) ((we%).

4. Ein Auswiirfelverfahren

Gegeben sei eine z. Pf. @ mit dem Verteilungsgesetz P. Zu jeder Realisierung
(p = z 44 6$k
%

wird eine neue Realisierung
’ !
@ = z a’}&‘ aﬂ}k
)

ausgewirfelt, und zwar in folgender Weise:
Wir stellen uns vor, daf} an den Stellen z, sich a; Teilchen befinden. Fir jedes
einzelne Teilchen wird unabhéngig von den anderen mit der Wahrscheinlichkeit ¢
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ausgewiirfelt, ob es erhalten bleibt oder beseitigt wird (Wahrscheinlichkeit 1 —g).
Die Zahl der Teilchen, die jeweils von den aj Teilchen iibrig bleiben, sei a;. Auf
diese Weise erhalten wir eine neue z.Pf. @', Das Verteilungsgesetz von @’ werde
durch D, P bezeichnet. Es ist leicht einzusehen, dafl die Operationen Dj, bez.
der Hintereinanderausfithrung eine Halbgruppe bilden:

(4:1) .Dqu - qu .
Wir wollen das L.F. von D, P mit Hilfe von Lp berechnen.

Hilissatz 4.1. Fiir alle w e % und alle ¢ mit 0 < q < 1 gili
Lp,p(u) = Lp(—log[l — ¢ + ge~*]).

Beweis, Es sei Ny die (endliche) Menge der Punkte « € R, fiir die ¢ ({x}) > 0
und %(z) > 0. Dann erhélt man

Lpp)={ | [ exp[— ¢'({w}) u ()] Do P [d¢’)

zeN

=[]0l — ¢+ gev@1@D P(dgp)

2Ny
= Lp(—log[l — g+ gqe®]).

Falls @ ein d.s.P.P. war mit dem Verteilungsgesetz P und dem L.F. (3.1),
dann ist das L. F. zu D, P durch

(4-2) Lp,p(u) = Lelg(l — ™))

gegeben.
Augsgehend von @ definieren wir ein neues Verteilungsgesetz @’ auf M :

Q(4) = [kalgA)QdA) (4eM)

(k4 ... Indikatorfunktion zu A4).
Dann kann man anstelle von (4.2) schreiben:

(4.27 Lp, p(u) = Lo:(1 — e7¥).

Damit ist gezeigt, daBl auch D, P wiederein d.s.P.P. ist. Der d.s.P.P. mit dem
Verteilungsgesetz P = f P;Q(dA) geht somit durch das Auswiirfelverfahren iiber
in den d.s.P.P. mit dem Verteilungsgesetz D, P = quaQ(dl) = J'P;,Q’(dl).
Eine einfache Folgerung ist der

Satz 4.1. Zu jedem d.s.P.P. mit einem Verteilungsgesetz P und jeder Zahl q
mit 0 << g < 1 gibt es eine z. Pf. mit einem Vertetlungsgesetz P derart, daff Dy P1= P
gilt.

Bewess. Falls P = j'PlQ(dl) ist, kénnen wir P¢ = ‘[Pl/q,l Q (dA) setzen.

Das Anliegen der vorliegenden Arbeit besteht nun darin zu zeigen, dall diese
Eigenschaft fiic die d.s.P.P. charakteristisch ist. Im néchsten Abschnitt wird
némlich der folgende Satz bewiesen:

Satz 4.2. Falls 2u einer z. Pf. mit dem Verteilungsgesetz P und jeder Zakl g
mit 0<<q <1 eine 2. Pf. P existiert derart, dafy Dy P1 = P gilt, dann ist P Ver-
teilungsgesetz eines d.s. P. P.
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5. Beweis von Satz 4.2

Zunéchst wird in den folgenden beiden Hilfsséitzen nachgewiesen, dafl der

Limes lim Lp,(gu) immer existiert.
q—0

Hilfssatz 5.1. Fiir alle uw € % mit sup u(x) < 1 gilt
lim Lpe(qu) = Lp(— log [1 — «]).

¢—0

Beweis. Nach Hilfssatz 4.1 hat man ausgehend von D, P? = P fiir kleine ¢:

(6.1) Lp{gu)=Lp (—10g {1 — ;—(1 — g—qu)

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Aus der Formel (5.1) ergibt sich auBerdem, dafl das Funktional Lp,(v) fir
v € % mit sup v(x) < ¢ eindeutig durch Lp bestimmmt ist. Da bei festem ve % fiir
alle komplexen Werte z aus der rechten Halbebene Lp.(2v) analytisch ist, folgt,
dafB} das Funktional Lp, tiberhaupt und damit P2 durch P eindeutig bestimmt ist.
Zu jedem ¢ gibt es also genau ein P? mit D, P? == P. Eine Verallgemeinerung von
Hilfssatz 5.1 ist

Hilfssatz 5.2. Fiir alle v e % mit sup »(z) <1 und alle positiven b < 1 gilt
lim Lp, (q%v) = Lps(— log [1 —v]).

g—0

Beweis. Wir setzen ¢b~1 = r und erhalten

5.2) lim Lp,(gb—to) = lim Lpu(rv).

a—0 r~>0
Unter Benutzung der Halbgruppeneigenschaft (4.1) der Dy ergibt sich
Db<Derr) = Dy, Pr = P,
Da andererseits Dy P? = P ist, folgt aus der eben bewiesenen eindeutigen Be-

stimmtheit von P, daB D, Pbr = PP gilt. Somit bekommen wir aus (5.2) und
Hilfssatz 4.1:

lim Lp, (gb~1v) = lim Lp.(— log[1 —r1{1 —e17)]).

g—>0 r—>0

Daraus folgt die Behauptung.
Wir setzen

(5.3) L(w)=1lim Lp.(qu) (ne®)

g0

und zeigen, dal L (u) das L.F. zu einem Verteilungsgesetz @ auf IR darstellt.
Aus der Definition von L und Hilfssatz 5.1 folgt zunéchst:
(5.4) Lp(w) =L(l —e) (ve®).

Fir alle ue % gibt es ein positives b <1, so dal sup bu(») <1 wird. Mit (5.3) und
Hilfssatz 5.2 erhalten wir dann

(5.5) L(u)=Lps(—log[l —bu]) (sup u < b-1).
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Es sei ¥ die Menge aller endlichen halboffenen Intervalle I = [a, b) mit rationalen
Endpunkten a, b. J ist abzdhlbar. Mit # werde die Menge aller nichtnegativen
Funktionen f auf 3 bezeichnet, mit § die kleinste ¢-Algebra von Teilmengen
aus &, bez. der alle Funktionen z;(f) = f(I) (I € J) meB8bar sind.

Hilfssatz 5.3. Fiir jede Folge Iy, I, ..., I, ist
sty eovssmy L1, ooy Ipp) = f,(slkh 4 Fsmkr)
die Laplace-Transformierte eines Verteilungsgesetzes Pim) guf (Btym = [0, co)™,
Beweis. Nach (5.3) gilt

(5.6) Lse, o ssms L1, oo D) =lHmig(s1, ..., 8m; L1, o5 In)
g—>0
mit
lg(sis vy smy Lr, oo, Im) = Lpa(s1qky, + - + smaky,) -

Die I, sind Laplace-Transformierte von Verteilungsgesetzen auf (R+)m, und [ ist
bei 81 = +++ = sy = 0 stetig. Daraus folgt die Behauptung (s. Anhang).
Da fir alle k&

lq(sla ---:Sm:O: ---,OQII:---,Im’Im+la~--7Im+k):lq(sl:-'-;5m§lla ;Im)

ist, hat nach (5.6) auch ! die entsprechende Eigenschaft; d.h. die Verteilungs-
gesetze P gind untereinander vertriglich. Nach dem Konsistenztheorem von
KoLmocorov (siehe [6], 4.3 A) existiert somit ein Verteilungsgesetz @ auf § mit

(5.7) JwfIo), ... fIm)) QUEf) = [w(@1, ..., 2m) PUW (d21, ..., dom)
(w beliebige meBbare, nichtnegative Funktion auf (R+)m)

oder

Ust,ooonsmi L1, oo, Im) = [exp [~ s1f(11) =+ — sm [(Im)] Q(df) .

Mit Q-Wahrscheinlichkeit 1 sind die Mengenfunktionen f auf & endlichadditiv;
d.h. fir Iy, I3, IseJmit I1 NI =0, Iy U Iy = I3 gilt

Q{f: fIs)=f(h)+ f(I)}=1.
Damit gleichbedeutend ist ndmlich die Behauptung
sy, 82,83; L1, I, Is) = U(s1 - 53, 85 -+ s3; [1, Ip),

die ihrerseits aus der entsprechenden Beziehung fiir /; und (5.6) folgt.

Es wird nun weiter gezeigt, dafl die f € # mit @-Wahrscheinlichkeit 1 kom-
pakte Mengenfunktionen im Sinne von MarczewskI [7] und damit o-additiv
sind. Diesen Nachweis fithren wir, indem wir zeigen, dal fiir jedes I e J mit
I = [a, b) und jede Folge K, = [a, ¢,) von Intervallen aus § mit ¢y, 14 b gilt:

Q{f: limf(I—Kn)=0}= 1.
h—> 00
Fiir ein endlichadditives f € # bilden die Zahlen f(I — K,) eine monoton nicht
wachsende Folge. Das Infimum sei op. Aus ¢ (I — Ky) | 0 fir ¢ € M folgt in Ver-
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bindung mit (5.4):
1 =lim jexp [— o — Ky)] Pldy)

n—> 00

= lim Lp(k; _g.)

n—>0co

=lim L(1 —exp[— k;_g.])

n—>-00

=lmD((1 — ek _g).

n—>00

Nach Hilfssatz 5.3 und (5.7) ist das gleichbedeutend mit
1=lim [exp[— (1 —e)f(I— Kn)]Q(df)

n—>0

— J‘exp [— (1l —e 1) OCf]Q(df) .
Die Gleichung

Jexp[— (1 —eN)oy]Qf) =1
kann aber nur bestehen, wenn
Qff: oy =0;=1
ist.
Die f e & sind also mit @-Wahrscheinlichkeit 1 ¢-additiv auf J, lassen sich
daher zu MaBlen auf [R, 8] ausdehnen und kénnen somit als Elemente aus M
aufgefaBt werden. Wir konnen daher von jetzt ab @ als Verteilungsgesetz auf I

verstehen.
Aus der Konstruktion von @ ist zu ersehen, dafl

LQ(SlkII“I‘ +3mklm) :Ij(slkll"‘ ‘I‘Smklm) (I, ..., ImES)-

Infolge der Stetigkeitseigenschaften von E, die man an der Formel (5.5) ablesen
kann, ergibt sich daraus

Lo(u) = Liu)
fiir alle w e %. Nach (5.4) gilt somit
Lp(u) = Lg(l — e~#)
(vgl. (3.1)), d.h. P ist das Verteilungsgesetz eines d.s. P.P.:
P = j‘PzQ(dﬂ) .

Wir wollen zum Abschlull das Ergebnis der Arbeit noch einmal zusammenfassen
(Satz 4.1, 4.2):

Satz 5.1. Eine zufillige Punkifolge mit dem Verteilungsgesetz P ist genau dann
ein doppelt stochastischer Poissonscher Prozef3, wenn es zu jeder Zahl g mit 0 <g <1
erne zufdllige Punktfolge mit einem Verteilungsgeselz P1 gibt derart, daf3 P4 bei An-
wendung des Auswiirfelverfahrens Dy in P iibergeht: Dy P9 == P,

Anmerkungen. a) In Abschnitt 5 ist implizit der Beweis fiir die folgende
einfachere Tatsache enthalten:
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Es sei 77 die Menge der erzeugenden Funktionen v fur die Verteilung nicht-
negativer, ganzzahliger zufilliger Groflen:

v(@)= > pp2¥, |z| <1, 0Zpp <1, Dpe=1, (k=0,1,...).
k=0 k=0

Die Funktion w e ¥ habe die Eigenschaft, daB fiir alle ¢ mit 0 << ¢ <1 ein
wi € ¥ existiert mit

wi(l —q+gz)=w(z).

Dann gibt es ein Radonsches MaB A auf der positiven Halbachse [0, co) derart,
daB

w(z) =Texp [—2(1 —2)] A{dz},
0

d.h. w gehort zu einer Mischung Poissonscher Verteilungen. Umgekehrt haben
letztere immer die genannte Eigenschaft.

Die Funktion w?(l — g + ¢z) kann man folgendermaBlen deuten: Wenn
w(z) erzeugende Funktion der Verteilung einer zufélligen Anzahl 7, von Teilchen
ist, dann ist we(l — ¢ -+ ¢z) erzeugende Funktion der Verteilung einer zufélligen
Anzahl { von Teilchen, die man aus den [, Teilchen auswéhlt, indem bei jedem
Teilchen unabhéngig von den anderen mit der Wahrscheinlichkeit ¢ ausgewiirfelt
wird, ob es genommen wird.

b) Eine Satz 5.1 entsprechende Aussage 148t sich allgemein fiir Punktprozesse
auf lokalkompakten Hausdorffschen Réumen X mit zweitem Abzdhlbarkeits-
axiom gewinnen. In welcher Weise dabei die in Abschnitt 5 benutzte Beweis-
methode zu verallgemeinern ist, kann aus der Arbeit [9] entnommen werden.

In dem Fall, daB H nur aus einem Element besteht, geht der in Rede stehende
Satz in die Aussage unter a) iiber.

Anhang

Beim Beweis von Hilfssatz 5.3 benutzten wir den folgenden

Satz. Bs sei {vx} (k=1,2,...) eine Folge von Verteilungsgesetzen auf (B+t)n.
Die zugehirigen Laplace-Transformierten fi(si, ..., sn) mogen fiir k — oo gegen
eine Funkiton g{(s1, ..., sp) streben, die bet 81 = ++- = 8, = O stetig ist. Dann ist
auch g(s1, ..., sp) Laplace-Transformierte eines Verteilungsgesetzes.

Zum Beweis benotigen wir den unmittelbar einsichtigen

Hilfssatz. Q, sei das Gebiet aus (R)*, das aus den Punkten (1, ..., x,) mit
0=m=a 0=w=a,.. 0Z2,=Z0

besteht und v ein Verteilungsgesetz auf (R+)* mit der Laplace-Transformierten
f(s1, ..., 8n). Dann folgt aus v(Qs) =< K fiir alle s > 0:

f(s,8,...,8) S K+ eso.

Es werde K mit 0 << K <<1 beliebig vorgegeben. Da g im Koordinaten-
ursprung stetig und ¢(0, 0, ..., 0) = 1 ist, gibt es ein 6 > 0, mit

98,8,...,8> 1L



Charakteristische Eigenschaft der doppelt stochastischen Poissonschen Prozesse 81

Dann existiert ein kg, so daB fir alle k > kg

fk(é,é,,6)> ,,,,, 5
und wegen der Monotonie der f

fi(s,8,9)> 28 0ss<8,k> ).

Da die fi(s, s, ...,8) (i = 1, ..., ko) fiir s — O gegen 1 streben, 148t sich ein sq < §
angeben derart, dal}
1+ K
fk(SO’SO:'-'380)>M%‘~ (80>0)

fir alle k = 1, 2, ... . Wir wihlen nun a so grof}, dall e=%% < —1-'2—1{ wird. Dann

erhalten wir

1+ K 1-K
fk(80780:"'780)> _; :K+727>K+e_80a'

Mit dem obigen Hilfssatz folgt daraus
(@) >K (£=1,2,..)).

Die Folge der vy ist somit relativ kompakt (im Sinne der schwachen Konvergenz
von MaBen). Daraus folgt die Behauptung.
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