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Eine charakteristische Eigenschaft der doppelt stochastischen 
Poissonschen Prozesse 

J .  M ~ c x r  

Eingegangen am 23. Februar 1968 

Summary. For every Radon measure ,~ on the real line let Pz denote the Poisson process 
with intensity ~, i.e. with the property that the mean of the occurrences in the Borel set B 
is 2(B). A point process P is called a doubly stochastic Poisson process, if it  can be represented 
as a mixture of Poisson processes: 

P = S P;. Q (dX), 

where Q is a probability measure on a suitable a-algebra of subsets of the set of all Radon 
measures (Cox, BAI~rL~T% KI~GMA~). 

I f  the occurrences of a point process P are independently selected with probability q, we 
obtain a resulting point process Dq P. For instance we have DqP,~ ~ Pq;,. Let / /deno te  the 
set of all point processes and consequently 

JDqll= {DqP: P~H}.  
I t  is shown, that the set 

(-~ DqlI 
0<q<l 

of point processes is identical with the set of all doubly stochastic Poisson processes. 

1. Grundbegriffe 

Es sei M die Menge der  Radonschen  M a t e  ~ auf  der  reellen Achse R. Die 
kleinste  a -Algebra  von Teflmengen yon  M,  bez. der  ffir alle Bore lmengen B die 
F u n k t i o n e n  zB (~) ---- ~ (B) m e $ b a r  sind, werde durch  ~J~ bezeichnet .  E in  zuf/~lliges 
Radonsches  Mal~ A isb da im  gegeben durch  ein Verte i lungsgesetz  P au f  ~ .  Wi r  
werden  kfirzer yon  einem zuf/illigen MaI~ (z.M.) A sprechen.  

2. Das Laplacesche Funktional 

Mit ~ werde die Menge der  beschr/ inkten,  mel]baren,  f initen F u n k t i o n e n  
u (x) > 0 auf  R bezeichnet .  (Eine ~ u n k t i o n  heil]t  finit, wenn sic einen k o m p a k t e n  
Tr/iger bes i tz t ;  d .h .  aul]erhalb eines gewissen endl ichen In te rva l l s  verschwinde~.) 
J e d e m  Vertei lungsgesetz  P au f  ~ ordnen  wir  eine F u n k t i o n  Lp auf  ~ zu:  

Lp(u) = f e x p [ - -  S u(x) 2(dx)] P(d2), 

und  nennen Lp das Laplacesche  l~unkt ional  (L .F . )  zu P .  Du tch  Lp i s t  P ein- 

deut ig  bes t immt .  

3. Doppelt stochastische Poissonsche Prozesse 

Fal l s  A mi t  WahrscheinUchkei~ 1 ein ganzzahliges Mal~ ist,  wi rd  A als zu- 
f/illige Punk t fo lge  (z.Pf.) oder  PunktprozeB bezeichnet .  W i t  werden ffir z .Pf .  im 
al lgemeinen das  Symbol  ~b, ffir die Real is ierungen die Bezeichnung ~ w~hlen. 
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Im folgenden bedeute ~ das System der Borelmengen yon R, Y5' dagegen das 
System der besohr/~nkten Borelmengen. Einem g~nzzahligen MaB ~ ~ M ]~Bt 
sieh eine Folge yon nichtnegativen ganzen Zahlen a~ und eine Folge yon Punkten 
xk e R, die sich nirgends h~ufen, zuordnen, derart, dab fiir alle B e ~ '  gilt 

~(B)-- ~ ~ .  
{k: x~e B} 

Diesen Saehverhalt dr(ieken wir formelm&Big wie folgt aus: 

mit 

sonst ( B E ~ )  /0 
Spezielle z. Pf. sind die Poissonschen Prozesse. Eh~ Poissonseher ProzeB ist ein- 
deutig charakterisiert dutch seine Intensit&tsverteilung ~ ~ M: 

),(B)----- fqD(B)P(gq;) ( B e ~ ) .  

Das zugeh6rige L.F.  ist 

Le(u) = exp[--  ~(] -- exp[--  u(x)]) ~(dx)] ( u e ~ ) .  

Daran kann man beispielsweise ablesen, dab die Zufallsgr5Ben ~(B) (B e !6') 
Poissonseh verteflt sind mit dem P~r~meter ~(B), und dab ffir disjunkte 
B1 . . . . .  .Bn E ~6' die Zufallsgr6Ben ~p(B1) . . . . .  q)(Bn) un~bh/~ngig sind. (Man setze 
u = yl k i n ( x ) q - " " - k  y~ kB,(x), wobei kB die Indikatorfunktion der Menge B 
bedeutet.) Im folgenden bezeichne Pz das Verteflungsgese~z des Poissonschen 
Prozesses mit der Intensit~tsverteilung 4. 

Es sei nun A ein z.M. mit dem Verteilungsgesetz Q. Wir k6nnen A eine 
Misehung t)oissonseher Prozesse zuordnen: 

P(A)  = f Pz(A)Q(d,~) (A e ~)~). 

Derartige Misehungen Poissonseher Prozesse nennt  man naeh Cox [2], BARTLETT 
[1] und Kr~G,~IaN [5] doppelt stoeh~stisehe Poissonsche Prozesse (d.s.P.P.). Als 
L.F. zu P erh/~It man: 

(3.]) Lv(u) = LQ(I --  exp[ - -  u]) (u e~/) .  

4. Ein Auswtirfelverfahren 

Gegeben sei eine z. Pf. fi5 mit dem Verteilungsgesetz P. Zu jeder Realisierung 

~0 = ~ ak dx~ 
k 

wird eine neue Realisierung 
I 

~P' ~ ~ ak dxk 
k 

ausgewfirfelt, und zwar in folgender Weise: 
Wir stellen uns vor, dab an den Stellen x~ sieh a~ Teilehen befinden. Fiir jedes 

einzelne Teilchen wh-d unabhs yon den anderen mit tier Wahrseheinliehkeit q 
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ausgewfirfelt, ob es erhalten bleibt oder beseitigt wird (Wahrscheinlichkeit 1 - -  q). 
Die Zahl der Teilchen, die jeweils yon den a t  Teilchen fibrig bleiben, sei a~. Auf 
diese Weise erhalten wir eine neue z. Pf. fiS'. Das Verteilungsgesetz yon ~5' werde 
durch DqP bezeichnet. Es ist leicht einzusehen, dab die Operationen Dq bez. 
der Hintereinanderausffihrung eine Halbgruppe bilden: 

(4.1) DqDr :- Dqr. 

Wir wollen das L.F.  yon Dq P mi~ Hilfe yon Lp berechnen. 

IIilfssatz 4.1. Fiir alle u ~ ~[ und alle q mit 0 ~ q ~ 1 gilt 

LDqp(U ) = L p ( - -  log[1 --  q -k q e-U]). 

Bewei8. Es sei Nr die (endliche) Menge der Punkte x e R, fiir die ~v({x}) > 0 
und u (x) > 0. ])ann erh~lt man 

LD, P (u) = f ~-~ exp [--  ~'({x}) u (x)] Dq P (dqJ) 

= f F [  [1 - q + q P(d ) 
xeN~ 

= L p ( - -  log [1 -- q ~- qe-U]). 

Falls ~b ein d .s .P .P ,  war mit  dem Verteilungsgesetz P und dem L.F.  (3.1), 
dann ist das L.F.  zu Dq P durch 

(4.2) LD~p (u) = LQ (q (1 - -  e-u)) 

gegeben. 
Ausgehend yon Q definieren wir ein neues Verteilungsgesetz Q' auf M: 

Q'(A) ---- SkA(q2)Q(d2) (A ~ ~ )  

(ICA ... Indikatorfunktion zu A). 
Dann kann man anstelle yon (4.2) schreiben: 

(4.2') LD~p(U ) = LQ,(1 -- e-U). 

Damit  is6 gezeig~, dab auch Dq P wieder ein d .s .P .P ,  ist. Der d . s .P .P ,  mit  dem 
Verteilungsgesetz P ---- S P~ Q (d~) geht somit dureh das Auswfirfelverf~hren fiber 
in den d . s .P .P ,  mit  dem VerSeilungsgesetz DqP ~ ~Pq~Q(d) [ )~  ~P~Q'(d2). 
Eine einfache Folgerung ist der 

Satz 4.1. Zu jedem d . s .P .P ,  mit einem Verteilungsgesetz P und jeder Zahl q 
mit 0 ~ q ~: 1 gibt es eine z. P/. mit einem Verteilungsgesetz Pq derart, daft Dq Pq ~ P 
gilt. 

Beweis. Falls P : ~ P~ Q(d~) ist, k6nnen wir Pq : ~ P1/q~ Q (d~) setzen. 
])as Anliegen der vorliegenden Arbeit besteht nun darin zu zeigen, dab diese 

Eigenschaft ffir die d . s .P .P ,  charakteris~isch ist. I m  n/~chsten Abschnitt  wird 
n/~mlieh der folgende Satz bewiesen: 

Satz 4.2. Falls zu einer z. P/. mit dem Verteilungsgesetz P und ]eder Zahl q 
mit 0 ~ q ~: 1 eine z. P]. Pq existiert derart, daft Dq Pq : P gilt, dann ist P Ver- 
teilungsgesetz eines d.s. P. P. 
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5. Beweis yon Satz 4.2 

Zun/ichst wird in den folgenden beiden Hilfssiitzen nachgewiesen,  dab  der 
Limes lira L/,~ (q u) immer  existiert .  

q-+0 

Hilfssatz 5.1. Fiir alleu ~ ~ mit sup u(x) < 1 gilt 

lim Lp~ (q u) = Lp (-- log [1 - -  u]) .  
q-+0 

Beweis. Nach I-Iilfssatz 4.1 ha t  m a n  ausgehend yon DqPq = P ffir kleine q: 

1 

Daraus  folgt unmi t t e lba r  die Behauptung .  
Aus der Formel  (5.I) ergibt  sieh augerdem,  dal3 das Funk t iona l  Lp~(v) ffir 

v ~ ~ mi t  sup v (x) < q eindeutig dureh Lp b e s t i m m t  ist. Da  bei fes tem v E ~ fiir 
alle komplexen  Wer te  z aus der reehten Halbebene  Lp~(zv) analyt iseh ist, folgt, 
dab das Funkt iona l  Lp~ f iberhaupt  und  dami t  Pq dureh P eindeutig b e s t i m m t  ist. 
Zu jedem q gibt  es also genau ein p e  mi t  Dqpe = P. Eine Veral lgemeinerung yon 
Hilfssatz 5.1 ist  

tIil~ssatz 5,2. Fiir allev ~ ~ mit sup v (x) < 1 und alle positiven b ~ 1 gilt 

lim Lp~ ( q l v )  = Lpo(-- log [1- -  v]) . 
q-~0 

Beweis. Wir  setzen q b -1 = r und  erhal ten 

(5.2) lira Lp~ (q b -1 v) = l im Lpor (r v). 
q-+0 r-~0 

Unte r  Benutzung  der Halbgruppene igenschaf t  (4.1) der Dq ergibt  sieh 

Db (Dr p~r) = JDor p~r = p .  

Da anderersei ts  Do P~ = P ist, folgt aus der eben bewiesenen eindeutigen Be- 
s t immthe i t  yon  pb, dab Dr P br = pb gilt. Somit  b e k o m m e n  wit  aus (5.2) und 
Hilfssatz  4.1 : 

lira Lpq (qb-Zv) = l im Lp~(-- log [1 - -  r - i  (1 - -  e-"v)]). 
q-*0 r-~0 

Daraus  folgt die Behauptung .  
Wir  setzen 

(5.3) L (u) = lim Lpq (q u) (u e ~[) 
q-+0 

und  zeigen, dab s  das L .F .  zu e inem Verteilungsgesetz Q auf  ~ darstell t .  

Aus der Definition y o n / ~  und  Hilfssatz 5.1 folgt zun/~chst : 

(5.4) Lp  (v) = s  - -  e-~) (v + ~+). 

Fiir alle u e ~  gibt  es ein posi t ives b =< 1, so dab sup bu(x) < 1 wird. Mit (5.3) und 
t I i l fssatz  5.2 erhat ten  wir dann  

(5.5) /~(u) ---- Lp~(- -  log [1 - -  bu]) (sup u < b - l ) .  
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Es sei ~ die Menge aller endlichen halboffenen Intervalle I = [a, b) mit rationalen 
Endpunkten a, b. ~ ist abzs Mit o~ werde die Menge Mler nichtnegativen 
Funktionen / auf ~ bezeichnet, mit ~ die kleinste a-Algebra yon Teilmengen 
aus ~-, bez. der alle Funktionen zi(/) = / ( I )  ( I  ~ ~) meBbar sind. 

Hilfssatz 5.3. Fiir ]ede Folge 11, I2 . . . .  , Ira e ,~ ist 

l (81 . . . . .  8m ; 11 . . . .  , Ira) = L (81 ]Cli -t- " '"  -~- 8m/ t im)  

die Laplace-Trans/ormierte eines Verteilungsgesetzes p(m) au/ (R+)m = [0, c~)m. 

Beweis. Nach (5.3) gilt 

(5.6) 1 (sl . . . . .  Sm ; 11 . . . . .  Im) = lim lq (sl . . . . .  Sm; 11 . . . . .  Im) 
q-.~ O 

mit 

lq (81 . . . . .  Sm; I1 . . . . .  Im) = L pq  (81 q k i t  @ "'" @ 8m q klm ) �9 

Die lq sind Laplace-Transformierte yon Verteilungsgesetzen auf (R+) m, und I i s t  
bei Sl . . . . .  Sm ~- 0 stetig. Daraus folgt die Behauptung (s. Anhang). 

Da ftir alle k 

lq (81 . . . .  , 8m,  0 . . . . .  0 ; I 1 ,  . . . ,  I m ,  I m + l  . . . . .  I m + k )  = tq (81, . . . ,  Sm ; 11 ,  . . . ,  I m )  

ist, hat nach (5.6) aueh 1 die entsprechende Eigensehaft; d.h. die Verteilungs- 
gesetze p(m) sind untereinander vertriglieh. Nach dem I{onsistenztheorem yon 
KOT~NOGO~OV (siehe [6], 4.3A) existiert somit ein Verteilungsgesetz Q auf ~ mit 

(5.7) ~w( / ( I1 )  . . . . .  /(Ira)) Q(d/) = ~W(Xl . . . . .  xra) p(m)  (dxl  . . . .  , dx~) 

(w beliebige meBbare, nichtnegative Funktion auf (R+)m) 

oder 

l (81 . . . . .  Sm; 11, . . . ,  Ira) = f exp [-- sz / (I1) . . . . .  sm f (Ira)] Q (d/). 

Mit Q-Wahrseheinlichkeit 1 sind die Mengenfunktionen [ auf ~ endliehadditiv; 
d.h. ffir I1, I3,  I3 ~ ~ mit 11 (3 Is = 0, I1 w 12 = I3 gilt 

Q{I: f(I3)  = / ( I 1 )  + / ( h ) }  ~ 1. 

Damit gleichbedeutend ist n/~mlich die Behauptung 

l (s i ,  s2, s3 ; /1 ,  12, I3) = l (s i  + s3, s3 + s3; h ,  I2), 

die ihrerseits aus der entsprechenden Beziehung fiir lq und (5.6) folgt. 
Es wird nun weiter gezeigt, dab die / e o~ mit Q-Wahrseheinliehkeit 1 kom- 

pakte Mengenfunktionen im Sinne yon MAZ~CZ~WSKI [7] und damit a-additiv 
sind. Diesen Naehweis fiihren wit, indem wit zeigen, dag fiir jedes I e ~ mit 
I = [a, b) und jede Folge Kn ~ [a, Cn) yon Intervallen aus ~ mit cn ~n b gilt : 

1. 

Fiir ein endlichadditives [ E ~ bilden die Zahlen / ( I  - -  Kn) eine monoton nicht 
wachsende Folge. Das Infimum sei •f. Aus q~(I - -  Kn)~ 0 ffir ~0 e M folgt in Ver- 
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bindung mi t  (5.4): 

1 = l im y e x p  [--  q~(I --  Kn)] P(dqo) 
~---> r 

= lim Lp (k I_ K~) 
~t---> oo 

= lim L(1 - -  exp [ - -  k r _ K J  ) 
n---~ oo 

A 
= lira L ((1 - -  e -1) kr_K .  ) . 

% --> c~ 

Nach  Hilfssatz 5.3 und (5.7) ist das gleichbedeutend mi t  

1 : l im y e x p  [ - -  (1 - -  e - 1 ) / ( I  --  Kn)]Q(d]) 
/b--+ oo 

= y e x p  [ - -  (1 - -  e -1) gf] Q(d/) .  

Die Gleichung 

f e x p  [ - -  ( 1  - -  e - 1 )  ~ f ]  Q(d])  = 1 

kann  aber  nur  bestehen, wenn 

Q{/: ~ = 0} = 

ist. 
Die ] ~ ~ -  sind also mi t  Q-Wahrscheinl ichkeit  1 a -addi t iv  auf  ~, lassen sich 

daher  zu Mal3en auf  JR, ~ ]  ausdehnen und  k6nnen somit  als E lemente  aus M 
aufgefaBt werden. Wir  kSnnen daher  yon je tz t  ab Q als Verteilungsgesetz auf  
verstehen.  

Aus der Kons t ruk t ion  yon Q ist zu ersehen, dM3 

LQ{81]cI1 -@ "'* ~-8m]~Im ) ~--s  -~- "'" -}-8m]~i.~) (I1 . . . . .  I m ~ ) .  

Infolge der Stet igkei tseigenschaften yon/~ ,  die m a n  an der Formel  (5.5) ablesen 
kann,  ergibt  sich daraus  

LQ (~) = ~ (~) 

ffir alle u a ~ .  Nach  (5.4) gilt somit  

Lp(u)  = LQ(1 - -  e -u) 

(vgl. (3.1)), d .h.  P ist das Vertei lungsgesetz eines d . s . P . P .  : 

P = f P~ Q (d~). 

Wir  wollen zum Abschlug das Ergebnis  der Arbei t  noch einmal zusammenfassen  
(Satz 4.1, 4.2): 

Satz 5.1. Eine zu/iillige Punkqolge mit  dem Verteilungsgesetz P ist genau dann 
ein doppelt stochastischer Poissonscher Proze/3, wenn es zu jeder Zahl q mit  0 < q < 1 
eine zu]~illige Punkt/olge mit  einem Verteilungsgesetz Pq gibt derart, daft Pq bei An-  
wendung des Auswi2r/elver/ahrens Dq in P i~bergeht: Dq Pq = P.  

A n m e r k u n g e n .  a) I n  Abschni t t  5 ist implizi t  der Beweis ffir die folgende 
einfachere Ta tsache  enthal ten:  
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Es sei Sz die Menge der erzeugenden Funktionen v ffir die Verteflung nicht- 
negativer, ganzzahliger zuf~lliger GrSBen: 

o o  o o  

k=O k=0 

Die Funktion w e ~ habe die Eigensehaft, dab fiir alle q mit 0 < q < ] ein 
wq e ~" existiert mit 

wq(1 - -  q -~ qz)  --- w ( z ) .  

Dann gibt es ein Radonsches Marl ~ auf der positiven Italbacbse [0, ~ )  derart, 
dab 

w(z) = f e x p [ -  x(1 - z)] ~(dx), 
0 

d.h. w gehSrt zu einer Misehung Poissonscher Verteilungen. Umgekehrt haben 
letztere immer die genannte Eigenschaft. 

Die Funktion w q ( 1 - - q  ~-qz)  kann man folgendermal~en deuten: Wenn 
wq (z) erzeugende Funktion der Verteilung einer zufglligen Anzahl Sq yon Teilchen 
ist, dann ist wq (1 --  q ~- qz) erzeugende Funktion der Verteilung einer zufglligen 
Anzahl $ yon Teilchen, die man aus den Sq Teilchen auswghlt, indem bei jedem 
Teilchen unabhi~ngig von den anderen mit der Wahrscheinlichkeit q ausgewfirfelt 
wird, ob es genommen wird. 

b) Eine Satz 5.1 entsprechende Aussage liiBt sich allgemein ffir Punktprozesse 
auf lokalkompakten Hausdorffschen R~umen H mit zweitem Abzi~hlbarkeits- 
axiom gewinnen. In welcher Weise dabei die in Absehnitt 5 benutzte Beweis- 
methode zu verallgemeinern ist, kann aus der Arbeit [9] entnommen werden. 

In dem Fall, dab H nur aus einem Element besteht, geht der in Rede stehende 
Satz in die Aussage unter a) fiber. 

Anhang 
Beim Beweis yon tIiffssatz 5.3 benutzten wir den folgenden 

Satz. Es sei {vlc} (k : 1, 2 . . . .  ) eine Folge von Verteilungsgesetzen au/ (R+) n. 
Die zugeh6rigen Laplaee-Trans/ormierten ]k(sl . . . . .  sn) m6gen /i~r Ic--> oo gegen 
eine Funkt ion g (Sl . . . . .  sn) streben, die bei sl . . . . .  sn ---- 0 stetig ist. Dann ist 
auch g (st . . . . .  an) Laplace- Trans/ormierte eines Verteilungsgesetzes. 

Zum Beweis benStigen wir den unmittelbar einsichtigen 

Hilfssatz. Qa sei das Gebiet aus (R+)n, das aus den Punkten (xl . . . . .  xn) mit 

O ~ x l ~ a ,  O ~ x 2 ~ a  . . . . .  O ~ x n ~ a  

besteht und v e i n  Verteilungsgesetz au/ (R+) n mit der Laplace-Trans/ormierten 
/ (Sl . . . . .  Sn). Dann/olg t  aus v (Qa) <= K ]i~r alle s > 0 : 

](s, s . . . . .  s) <= K + e -sa . 

Es werde K mit 0 < K < 1 beliebig vorgegeben. Da g im Koordinaten- 
ursprung stetig und g (0, 0, . . . ,  0) = 1 ist, gibt es ein ~ > 0, mit 

I + K  
g(~,  ~ . . . . .  ~) > 2 
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D a n n  ex i s t i e r t  e in  ko ,  so dal~ ffir  a l le]c  > k0 

I + K  
/k(& ~ . . . . .  ~) > 2 

u n d  w e g e n  der  M o n o t o n i e  d e r / k  

I + K  
/~(s,s . . . .  , s ) >  2 ( O < s < ~ , l ~ > k o ) .  

Da die ], (s, s, . . . ,  s) (i ---- 1 . . . . .  /Co) ftir s -+ 0 gegen 1 streben, li~l~t sich ein so < 
angeben derart,  dal3 

I + K  
/~ (so , so , . . . , so)> 2 (so > O) 

1 - - K  
f i ir  al le  ]c ~ 1, 2 . . . . .  W i r  w/ ih len  n u n  a so groin, dal~ e - s~  ~ ~ wird.  D a n n  

e r h a l t e n  wi r  
I + K  1 - - K  

/~(so,so . . . . .  s o ) >  2 - - K +  2 > K + e - s ~  

Mit dem obigen Hilfssatz folgt daraus 

~(Q~) > K (k = 1, 2 . . . .  ). 

Die Folge der vz ist somit  relativ kom pa k t  (ira Sinne der schwachen Konvergenz  
yon  Mai3en). Daraus  folgt die Behauptung.  
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