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1. Einleitung

In der klassischen Integralgeometrie ist man in der Lage, Wahrscheinlichkeiten
der folgenden Art zu berechnen. Gegeben seien im n-dimensionalen euklidischen
Raum E" drei konvexe Korper K, L, M (konvexe, kompakte Teilmengen des E")
mit K< L. Wird nun der Korper M zufillig bewegt, so dal er L schneidet, wie
groB ist dann die Wahrscheinlichkeit, daB} er auch K schneidet? Die Frage 1406t
sich beantworten mit der kinematischen Hauptformel, die das (geeignet normierte)
Haarsche MaB ¢ auf der Bewegungsgruppe G, von der Menge

{geG,|Kng L+0}

durch geometrische Groflen, die QuermaBintegrale V; von K und L ausdriickt:

Ms

t({geG, K ng L+f)=

J

Caj - Vi(K) -V, (L). (1)
0

Die oben beschriebene (bedingte) Wahrscheinlichkeit ergibt sich dann als Quotient
solcher Summen (diese und andere Formeln, Anwendungen und Verallgemeine-
rungen sowie ein umfangreiches Literaturverzeichnis finden sich in dem Buch
von Santald [7]).

Inletzter Zeit haben sich verschiedene Autoren mit einem verwandten Problem
beschiftigt, bei dem es statt um Schnittwahrscheinlichkeiten um Berithrwahr-
scheinlichkeiten geht. Wir betrachten zwei konvexe Korper K und L und firben
jeweils eine Menge im Rand der Korper. Sodann wird einer der Korper (oder beide)
zufillig bewegt, aber so, daB} sich beide Korper berithren. Wie groB ist dann die
Wahrscheinlichkeit, dafl die Beriithrung in den gefdrbten Randmengen stattfindet ?

In dieser Form wurde das Problem zuerst von Firey gestellt. McMullen [5]
hat fiir konvexe Polytope mit gefirbten Seitenfldchen die Berithrwahrscheinlich-
keit untersucht und in speziellen Fillen auch berechnet. Er erhdlt z.B. bei zwei
Einheitswiirfeln im E® fiir die Berithrung Kante gegen Kante die Wahrschein-
lichkeit 0,54 und fiir die Berithrung Ecke gegen Seite die Wahrscheinlichkeit 0,46.
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Gleichzeitig hat Firey [2] fiir zwei beliebige konvexe K&rper K, L Beriihrwahr-
scheinlichkeiten angegeben, indem er die OberflichenmaBe, die als lokale Gegen-
stiicke der QuermabBintegrale angesehen werden kdnnen, benutzte. Da die Ober-
flichenmaBe auf der Einheitssphire Q definiert sind, handelt es sich hierbei
i.allg. aber nicht um Beriihrwahrscheinlichkeiten in vorgeschriebenen Rand-
mengen, sondern in vorgeschriebenen Richtungen (genauer: Richtungen der
trennenden Hyperebenen). Nur in speziellen Fillen (etwa bei Polytopen oder
bei glatten Korpern) ergeben sich so Berithrwahrscheinlichkeiten fiir Korper mit
gefirbten Randmengen und dann auch nur fiir solche Randmengen, die inverse
sphirische Bilder von Borelmengen in Q sind. Schneider [10] hat diesen Mangel
beseitigt, indem er statt der Oberflichenmale die KriimmungsmaBe verwendete,
die auf dem Rand 0K von K bzw. 6L von L definiert sind. Dadurch konnte er
beliebige Borelsche Randmengen von K und L zulassen und erhielt fiir das Mal
aller geG,, so daB sich K und gL in gefirbten Randpunkten beriihren, eine (1)
entsprechende Formel, in der die QuermaBintegrale durch die Kriilmmungsmale
ersetzt sind.

Alle genannten Ergebnisse sind in einer Hinsicht unvollstindig. Wiahrend
im klassischen Fall der Schnittwahrscheinlichkeiten die Interpretation des Wortes
,Zufillig” kein Problem ist, man erhilt ja mit dem Haarschen Mal ¢ ein natiir-
liches Wahrscheinlichkeitsmal fiir die beschriebene Fragestellung, ist das bei
den Beriihrwahrscheinlichkeiten anders. Die Frage, ob es auf der Menge G, (K, L)
aller Bewegungen ge G, so daB sich K und gL bertihren, cin natiirliches Beriihr-
mab gibt, das nach Normierung als Wahrscheinlichkeitsmall zugrunde gelegt
werden kann, wird durch die Ergebnisse von McMullen, Firey und Schneider
nicht beantwortet. McMullen benutzt zwar ¢in Mab fiir seine Untersuchungen,
aber nur fiir Polytope P, Q und ohne dal das MaB auf G,(P, Q) angegeben wird.
Firey und Schneider gehen so vor, daB sie statt einander beriihrende Korper K
und L solche betrachten, die einen Abstand kleiner als ¢ haben, £>0, und dann
den Grenziibergang ¢ — 0 vollziehen. So erhalten sie fiir gewisse Teilmengen A
von G,(K, L) mit dem durch ¢ dividierten MaB 7 einen Grenzwert, der sich durch
die OberflichenmaBe bzw. Kriimmungsmafe ausdriicken 148t und als das natiir-
liche MaB bzw. nach Normierung als die natiirliche Wahrscheinlichkeit der
Menge A angesehen wird, Dabei wird aber nicht gezeigt, dal3 diese Werte ein
(Wahrscheinlichkeits-)Mal auf G, (K, L) erzeugen, bzw. von einem solchen Maf3
herrithren, auch die Frage der MeBbarkeit der Mengen A4 bleibt offen.

Es soll deshalb im folgenden ein endliches BorelmaB v(K, L; -) auf G,(K, L)
angegeben werden, das als natiirliches Berithrmal3 von K und L angesehen werden
kann (bzw. nach Normierung als natiirliche Berithrwahrscheinlichkeit). Es wird
gezeigt, daB die oben erwdhnten Mengen A in der bzgl. v(K, L; -) vervollstidndigten
g-Algebra der Borelmengen auf G,(K, L) liegen und daB v(K, L; A) mit dem
von Firey bzw. Schneider erhaltenen Wert {ibereinstimmt. Weiter ergibt sich,
daB fiir Polytope P, 0 das Maf} v(P, Q; ) gerade das von McMullen benutzte
Maf ist. Damit ist einerseits der wahrscheinlichkeitstheoretische Rahmen fiir
Beriihrprobleme gegeben, andererseits ist es moglich, Berithrwahrscheinlich-
keiten mit Hilfe der Ergebnisse in [2] und [10] konkret zu berechnen (wie etwa
in [5] geschehen).

Das MaB v(K, L; ), das wir angeben, hingt, wenn wir es als MaB auf G,
ansehen, stetig (in der schwachen Topologie) von K und L ab, wenn auf der
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Menge der konvexen Korper die Hausdorff-Metrik betrachtet wird. Die Ver-
bindung mit dem MaB t ist gegeben, indem

t(4)= [ v(K+rB, L; A)dr 2)
0
fiir alle Borelmengen 4G, mit K ngL=¢ fiir alle ge 4 gilt. Dabei ist K+rB
der dullere Parallelkdrper von K (,+* Vektoraddition, B Einheitskugel). Be-
trachten wir die Funktion

frg—d(K,gl)

(d gewohnlicher Abstand der Mengen in E") und bezeichnen wir mit (K, L; -)
das auf die Menge

GI(K,L)={geG,|[KngL=0}

eingeschrankte MalB ¢, so ist die Familie v(K+7B, L; *), re(0, o), (bis auf die
Normierung) gerade das (in r schwach stetige und reguldre) bedingte MaB
(K, L;+|f) (s. z.B. [6]). Diese Eigenschaft 1403t die Wahl des BeriihrmaBes als
natiirlich erscheinen.

Zur Konstruktion von v(K, L; -) gehen wir vor wie im Fall der Beriihrung
eines konvexen Korpers durch g-dimensionale Ebenen, den wir in [ 117 behandelt
haben. Wir beweisen dazu eine lokale Steinerformel in G, (3. Abschnitt), die uns
v(K, L; -) sowie eine Integraldarstellung dieses MaBes durch Kriimmungsmafe
liefert. Dann zeigen wir im 4. Abschnitt die Zerlegungseigenschaft (2) und im
5. Abschnitt die Verbindung mit den Ergebnissen von Firey und Schneider.
Hieraus ergibt sich wegen (2) im 6. Abschnitt noch eine Integralformel fiir Funk-
tionen auf G,, die Formeln von Hadwiger [ 3,4] und Schneider [ 8] verallgemeinert
und eine Weiterentwicklung der klassischen kinematischen Hauptformel (1)
darstellt.

2. Bezeichnungen

E" sei der n-dimensionale euklidische Raum mit der Einheitssphiare 2 und der
Einheitskugel B. 1 sei das Lebesguemal in E". Fiir A(B) schreiben wir x,. Fiir
M cE” sei 6M der Rand von M. d(M, N) sei der gewdhnliche Abstand der
Mengen M, N < E". Fiir konvexe Korper K;, K bezeichne K; —» K die Konvergenz
in der Hausdorff-Metrik.

OberflichenmaBe und Kriimmungsmalie konvexer Korper konnen nach einem
Verfahren von Schneider [9] einheitlich folgendermafien eingefithrt werden. Fiir
einen konvexen Kdorper K in E” und eine Borelmenge w< @ sei B.(K; w), £>0,
die Menge aller xe E"\K, die Abstand d(x, K) kleiner als ¢ haben und fiir die
die Richtung (von K weg), in der d(x, K) angenommen wird, in o liegt. Fur
eine Borelmenge f< oM sei C,(K; f) die Menge aller xe E™\ K, die Abstand
kleiner als ¢ haben und fiir die d(x, K)=miﬁn d(x, y) gilt. Dann gelten die lokalen

ye
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Steinerformeln
AB K )= T "y (K ), ®)
UCK: B)='3 &0y (K: ), @

durch die die OberflichenmaBe u,(K;-), ..., #,_(K;*) und die Krimmungs-
mafle ¥o(K;*), ..., ¥,_,(K; -) definiert sind.

G, und SO(n) seien dic Bewegungs- und die Drehgruppe des E" mit der
iiblichen Topologie und dem Haarschen MaB t bzw. p. Es sei p(SO(n)=1.
Fiir  benutzen wir die folgende Darstellung, aus der sich auch eine geeignete
Normierung ergibt. Wir betrachten die stetige Abbildung

@: (‘95 X)‘_"gs, x

von SO(n) x E" nach G,, wobei gy , durch gg , y=38y+x, ye E”, erkldrt ist. Dann
sei t das BildmaB von p® A unter @. Flir jede Borelmenge 4 =G, gilt demnach

)= [ | Mdx)p(d9), (5)
Som) T(S)
wo T(3)={xeE"|g, ,cA} ist.

SchlieBlich sei G*(K, L) die Menge der geG,, fiir die KngL=¢ gilt, und
G,(K, L)seidie Menge der ge G,,, so daB sich K und g L berithren (d.h. Kng L+
und K und gL sind durch eine Hyperebene trennbar). (K, L; ) sei das auf
G} (K, L) eingeschriankte MaB 7.

3. Eine lokale Steinerformel in G,

Fiir zwei konvexe Korper K, L mit d(K, L)>0 bezeichne u(K, L) den Vektor
der Linge d(K, L), der KN (L+u(K, L))+ erfiillt. Fiir ¢>0 und eine Borel-
menge f<= G, sei

AS(K’ L’ ﬁ): {g:gs, s Gn|0 <d(Ka gL)<87 g&, x+u(K, gL)eﬁ} .

Die Aussagen des folgenden Satzes werden vollig analog zu Lemma 3.1-3.3
in [11] bewiesen.

Satz 1. (a) A,(K, L; p) ist eine Borelmenge.

(b) U, (K, L;-)=1(4,(K,L; ")) ist ein endliches Borelmaf} auf G,, das auf
G,(K, L) konzentriert ist.

(c) Aus K;— K, L,— L folgt U(K,, L;;*)— UK, L; *) schwach.

Nun formen wir U,(K, L; ) mit Hilfe von (5) um. Es ist

UK, L; B)= [ | idx)p(d9), (6)

SO(m) TS
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wO
T(8)={xeE"|g, . 4.(K, L, B)}
={xeE"{0<d(K,3L+x)<é& gy v ru sr.+xEP}

gilt. Wir zeigen, daB} T(9) eine Menge der Form C.(K+(—38L); A4(3)) mit
Ap(9)c E" ist (dabei ist —3L={—x|xedL}). Dazu setzen wir

Ap(9)={xe E"|g,, .0 G,(K, L)}
Dann ist 4,(8) eine Borelmenge und es gilt
Ap($)={xeE"|g, P, xed(K+(=3L))},
also
C.(K+(=9L); 45(9)
={xeE"0<d(x, K+(—I9L)<¢, d(x, K+(—9L))=yer122r(19)d(x, W}
={xeE"|0<d(K,3L+x)<e d(K,IL+x)
=min{d(x, y)|gy, ,€ N G,(K, L)}}

={xeE"|0<d(K, g5 . L)<& g5 x+u o1+ €L}
=T(9).

Mit (4) folgt daher aus (6)
UK, L; f)= | MC(K+(=9L); 44(8)) p(d9)

S0 (n)
n—1
- .Zogn*j KHSO{ ) Y (K+(—3L); A4(9) p(d9).

Wir haben somit die folgende lokale Steinerformel in G, bewiesen.

Satz 2. Fiir alle konvexen Kérper K, L, jedes >0 und jede Borelmenge 8 in G, gilt

UK, L; B) ="ios"‘f oy J UK H(BL; 4,(9) p(a9)
Jj= (n

mit
Ap()={xeE"[gs e G, (K, L)}.

Wir definieren nun das gesuchte MaBl v(K, L; ) durch den Koeffizienten
von ¢ in der obigen Summe, d.h. wir setzen

VK, L; B)=2 | ¥ y(K+(=8L); 45(9) p(d9). (™
SO{n)
Da man wegen Satz 2 das MaB v(X, L; +) durch U (K, L;-),..., UK, L; ) aus-
driicken kann (vgl. das entsprechende Vorgehen in [117), folgt aus Satz 1 sofort
der folgende Satz.
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Satz 3. (a) v(K, L;*) ist ein endliches Borelmafi auf G,, das auf G,(K,L) kon-
zentriert ist.
(b) Aus K, — K, L,— L folgt v(K;, L;; *) - v(K, L; *} schwach.

Aus der Integraldarstellung (7) sieht man, dalB} v(P, Q;-) fiir Polytope P, Q
(bis auf einen Faktor) das MaB ist, das McMullen [5] seinen Berechnungen
zugrunde legt.

4. Die Zerlegungseigenschaft

Die Eigenschaft (2) 148t sich jetzt leicht aus der Integraldarstellung (7) herleiten.
Danach ist ja

v(K+rB,L; )=2 | ¥,_(K+rB+(—9L); AL () p(d9)
mit o

AP(9)={xeE"|gy ,efn G, (K+7B,L)}.

Fiir T(3)={xe E"|g, ,€p} ergibt sich

T(8)NO(K +(—9L)+r B)={xe E"|g, . B, d(K, SL+x)=r}
:{XEEnlgs,xeﬁv g&,xe Gn(K+rB7 L)}
— A9(9).

Nach [11], Satz 4.3 (fiir g=0) gilt deshalb

2 ?Ol//,,_l(K—l—(—SL)—HB; AP(9)) dr=A(T(9)).

Also folgt mit dem Satz von Fubini und (5) fiir alle Borelmengen fc G} (K, L)

EOV(K-I—VB,L; ﬁ)drzs [ AT®) p(dH)=1(p).
0 O(n)

5. Der Zusammenhang mit den Ergebnissen von Firey und Schneider

Wir wollen zunichst das Vorgehen von Firey [2] und Schneider [10] genauer
beschreiben. Seien w,, w,=Q Borelmengen und By ;(w;,®,) die Menge aller
Bewegungen g=g, .eG,(K, L), fiir die es eine Hyperebene H gibt, die K und
gL trennt und deren duBere Normale (bzgl. K) in ;N (—3w,) liegt. Fiir >0
sei ferner

B, (w;, w,)= U BK+rB,L(w15w2)

O<r<e

und

By (0, w,)=Bg, (@, ®,).
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In [2] wird gezeigt, daB B,(w,,®,) cine Borelmenge ist, daB der Grenzwert

lim ! r(BE(col, ®,)) existiert und mit

0 e o (L o)) ®)

kO (k—i—l)

iibereinstimmt (in [2] wurde eine andere Normierung der Oberflichenmale
gewihlt). Der Wert (8) wird als das kinematische MaB} der Menge Bg(w,, ®,)
bezeichnet. Natiirlich wird durch (8) ein Mal auf @ x Q definiert, aber ob man
so auch ein MaB auf G, (K, L) erhilt, bleibt offen. Hierbei entsteht schon das
Problem, ob B, (w,, ®,) eine Borelmenge ist, denn B, (w,, w,) ist ja nur intuitiv
der ,,Grenzwert“ der Borelmengen B, (w, ®,).

Bezeichnen wir mit og(y) das sphirische Bild einer Menge y<dK und mit
o' (w) das sphirische Urbild in K einer Menge w<=Q, so kdnnen wir fiir
Mengen o,,w,=Q, die og(og (@)=, und o, (07" (w,)=w, erfiillen, die
Menge By (w;, ®,) folgendermafien umschreiben:

By (0, w,)={ge G,(K, L)|ngLmagl(a)l)ﬁgaljl(wz)zizﬂ}_

(8) kann in diesem Fall also als Mal aller Bewegungen g angesehen werden,
fiir die sich K und gL in den ausgezeichneten Mengen o '(w,) und go;i(w,)
berithren. Die Klasse der Randmengen von K und L, die man so auszeichnen
darf ist aber i.allg. nicht groB genug. Deshalb war es von Interesse, ein dhnliches
Resultat fiir beliebige Borelmengen vy, = 0K, y, =dL zu erhalten. Dies ist durch
Verwendung der KriimmungsmalBe in [10] gelungen. Sei dazu

Co(y1,72)=1{ge G, (K, L)| Kng LNy, ngy,+#}

und fiir >0

C.(y1,72)=1geG,|0<d(K, gL)<e,
KngL+u(K,gLyny,ngy,+u(K,gL)+0}.

Dann wird in [10] gezeigt, daB C,(y,,y,) in der bzgl. T vervollstindigten Borel-

o-Algebra liegt, daf} (t werde jetzt als vollstindig vorausgesetzt) hm L T(C.(71,72)
existiert und mit 0¢

n—1

Kn 1 K
ango—(n:_—fTWk(KQ YV Vn_1-i(Ls 72) ©)
k+1
ibereinstimmt (auch in [10] wurde eine andere Normierung gewéhlt). Die Kon-
stante ¢, und die Koeffizienten in (9) stimmen mit den entsprechenden GréBen
in (8) wegen ¢;(K; 0K)=p,;(K; Q),j=0, ..., n—1, liberein.

Wir setzen nun auch v(K, L; -) als vollstindig voraus und nennen die Mengen
in der Vervollstindigung meBbar. Dann gilt der folgende Satz:
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Satz 4. Seien K, L konvexe Kdrper und o, w,=Q, y, =K, y, =dL Borelmengen.
Dann sind By (0,, w,) und Cy(y,,v,) v(K, L; -)-mefSbar und es gilt

n—1

Ky 1 K
V(K) L7 BO((D1: wz)):cn Z n:_ ;+1 ,uk(Ky wl) nun—l—k(L; COZ),
k=0
(k+ 1)
n—1

Ky_r K
v(K, L; Co(y1, 72))=c¢, Z w%(K;%) V1 1(L572)
=0 (n+1)
mit k+1
n+1

c,= .
n K,

Beweis. Um die Mefibarkeit von By (w,, @,) und Cqy{y,, y,) zu erhalten, betrachten
wir zunichst die Menge B, aller ge G, (K, L), so daB3 K und gL durch mehr als
eine Hyperebene trennbar sind, und die Menge C, aller geG,(K, L), so daB
sich K und gL in mehr als einem Punkt berithren. Analog zu Lemma 5.1 und
5.4 in [11] zeigt man, daB B, und C, Borelmengen sind. Es gilt nach (7)

v(K, L; B1)=230§( ) ¥, (K+(=9L); B,(9) p(d9),
wo B, (%) die Menge aller xed(K +(—9L)) ist, in denen mehr als eine dullere
Normale existiert. Nach [11], Lemma 5.5 fiir ¢ =0, gilt yr,,_ (K +(—93L); B;(3))=0
fiir alle 3eS0(n), also ist v(K, L; B;)=0. Ferner betrachten wir die Menge
A (K, L; C,), von der in [10], Lemma 1, gezeigt wird, daB sie das t-Mal} 0 hat.
Nach Satz 2 gilt daher v(K, L; C,)=0.

Nun betrachten wir auf G,(K,L)\B; die Abbildung Vg, : g=g, ,—
(w(K,gL), =3 'v(K, gL)), wo v(K, gL) die Richtung (von K weg) der Hyper-
ebene ist, die K und gL trennt. Vi , ist stetig, folglich sind Vi }(w,, ®,) und
Vi L{wy, @;) U B, Borelmengen. Wegen

VKTII,(Q)D ®,) < By (o, CUz)CVK_,z{(C{)lvwz)UB1 (10)

ist daher B, (o, w,) v(K, L; -)-meBbar.

Analog betrachten wir auf G,(K, L)\ C, die Abbildung Ry ;: g—(y(K, gL),
g 'y(K,gL)), wo y(K,gL) den Punkt bezeichnet, in dem sich K und gL be-
riihren. Aus der Stetigkeit von Ry , und

RIZIL(?D 720 Co(y1,72)= RE,IL(% ,y2)u Cy (11)

folgt dann die MeBbarkeit von Cy(y;, 7,).
Nun folgt aus (10), daB3

A.(K, L; VKTIi(@b @)= B, (0, ;)< A (K, L; VKji(wla ®,)U By)

gilt. Nach Satz 2 konvergiert demnach %T(Bs(a)l,coz)) fiir e>0 gegen v(K,L;

By (w;, w,)), wihrend in [2] die Konvergenz gegen die Summe in (8) gezeigt
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wurde. Damit ist die erste Gleichung des Satzes bewiesen. Fiir die andere Glei-
chung beachten wir, daf§

As(Ka La CO (yh ’))2)): Ce(’yla ’))2)

gilt, woraus mit (11)

A.(K, L; RE}L(VD 1)< C.(y1, 72) = A(K, L; RE,lL(?v 72U Cy

folgt. Dann verwenden wir das Schneidersche Ergebnis und schlielen wie oben.
Um die Konstante ¢, zu berechnen, setzen wir K=L=B und y,=y,=€.
Dann ist C,(2, Q)= G, (B, B) und

v(B,B; G,(B,B)=2 | y,_1(2B;0(2B))p(d9)

SO (n)
=2y, (2B;82B)=2""'nk,.

Andererseits ist ¥, (B; @)=V, (B)= (Z) Kﬁ—, also
n—k

n—1 n—1
Kk Kii1 ”_1> Booa anmt B
DnokTRily (B OV, (B; Q)= — x2=2 2
,EO (n—l—l) VilB Q)Y 1-4(B; D) ,EO( k Jag1” ntl

k+1

Es folgt c,,=n+1.

n

Ist einer der beiden Korper glatt, so ist die im Beweis des letzten Satzes
benutzte Menge B; leer, d.h. V  ist auf ganz G,(K, L) definiert, stetig und es
gilt (nach (10)) By (w,, w,)= Vi }(wy, ®,). Satz 4 besagt in diesem Fall gerade, daB3

n—1

Ky
ango ‘(—n!‘_‘gfi (1. (K Y@y _y (L5 +))
)

das BildmaB3 von v(K, L; -} unter V | ist. Wir erhalten also das folgende Korollar.

Korollar 5. Ist K oder L glatt, so ist Vi ; stetig auf G,(K, L) und es gilt

n—1

Kn_ 1 K
Ve, Lov(K, L; )=¢, Z ok LH(,“k(K; V@t 11 (L5*))-
k=0 (”+1)
k+1

Ist einer der beiden Korper strikt konvex, so ist entsprechend die Menge C,
leer, also Ry ; auf ganz G,(K, L) definiert und stetig. Hier ergibt sich mit (11)
das folgende Korollar.

Korollar 6. Ist K oder L strikt konvex, so ist Ry | stetig auf G,(K, L) und es gilt

n—1
Ry 1ov(K, L; ) =c, ¥, 2Dl (K 9@,y (L ).

k=0 (”+1>
k+1
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6. Eine kinematische Integralformel

Die kinematische Hauptformel (1) 148t sich in der Form

ij( KgL))f(dg)—chJ HK) Y, (L) (12)

Jj=

schreiben, wo f: [0, «0) >R die durch

f(x)z{(l) f?r x=0

fiir x>0

gegebene Funktion ist. Hadwiger [3] hat (12) verallgemeinert, indem er nicht
zu stark wachsende, aber sonst beliebige, positive me3bare Funktionen f zuge-
lassen hat; in der Summe auf der rechten Seite von (12) treten dabei die Momente
von f auf. In [4] hat er dann eine noch allgemeinere Fassung angegeben, indem
er Funktionen f betrachtete, die sowohl vom Abstand d(K, g L) als auch (fiir
d(K, g L)>0) von den Richtungen

u(K,gL)

K8 L)= K oD

und (fiir g=g, ,)

. u(K,gL)

—g-1 M EH)
MR8 L=5 K D)

abhingen, und zwar so, dal3
f@(K, gL), s(K, g L), t(K, g L)=fi(d(K, g L)) fr(s(K, g L)) - f3(t(K, g L))

mit fi: [0, 00)—= R, f,, f3: Q> R gilt. Auf der rechten Seite von (12) erscheinen
dann die Momente von f;, die mit den OberflichenmaBen von K gebildeten
Integrale von f, und die mit den OberflichenmaBen von L gebildeten Integrale
von f,. Schneider [8] hat fiir diese erweiterte Fassung von (12) einen kiirzeren
Beweis gegeben.

Die Zerlegungseigenschaft (2) unseres BerithrmaBes v(K, L; -)liefert zusammen
mit Korollar 5 nun sofort eine Formel fiir beliebige Funktionen f: (0, co) x 2 x Q
— IR, die gewisse Existenzbedingungen erfiillen. Danach gilt ndmlich

[ fA(K,gL),s(K, gL),t(K,gL)t(dg)

GH(K, L)

={ | f.s(K,gL),t(K,gL)v(K+rB,L;dg)dr
0 Gn(K+rB, L)

n— 1 0

K,_3 K
=c,y. == [ 0, %, y) (K +7B; dx) g,y _(L; dy) dr
k=0 (”+1> 020
k+1
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Wegen

koim—j\ K, ;..
uk(K+rB;°)=‘Z( J>r L (K )

n—k

(['11, S. 23, mit anderer Normierung) ergibt sich daraus

| fU@(K, gL, s(K gL), t(K,gL))t(dg)

GH(K, L)
(n_J)
n—-1 k n—k

()
Kk+1K I

—kzo ZO(*)(H 1) ’Ougr""'f(nx,y)u,-(K;dX)unAluk(L;dy)dh
J

Wir erhaltenrsomit den folgenden Satz.

Satz 7. Sei f: (0, o0) X Q x £ — IR mefbar mit

O!—°8

§ TP 1%, 3) (K ),y y(Ls dy) dr < co
0 e

fiir alle ke {0, ...,n—1}, je{0, ..., k}. Dann gilt

| f@(K, gL),s(K,gL), t(K,gL))t(dg)

GH(K, L)
)
:nil Zkli(k Kir1 Ky
k=0 j=0 (”) Kn
J

Da der Integrationsbereich in (13) G¥(K, L) ist, wihrend in (12) praktisch
iber G,\ G¥ (K, L) integriert wird, kann man (13) als Gegenstiick zu (12) ansehen.
FaBt man (12) und (13) zusammen, so erhdlt man eine Verallgemeinerung der
klassischen Formel (1). Fiir f(r, x, y)=f,(r) f2(x) f5(y) ergibt sich aus (13) die
Formel 4.4 von Hadwiger [4] bzw. (3) von Schneider [8], fiir f(r, x, y)=f;(¥)
erhalten wir (zusammen mit (12)) die Formel (2) von Hadwiger [3].

Da in den zitierten Arbeiten meist eine andere Normierung der Oberflichen-

maflle zugrunde gelegt wird, soll zum Schlufl (13) entsprechend umformuliert
werden. Wir setzen fiir einen konvexen Korper K und je{0,...,n—1}

g

(13)

Bt o 5 T2, ) (K5 ) 1oL dy) dr.
00N

S,(K; ="

(K ).
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Dann erhilt (13) die Gestalt

| fU(K gL),s(K, gL), t(K, g L)) t(dg)

G1(K, L)

1 "=bE m—1\ (k\© _ ' .
:nknkgoj;o( f )(j)ojgfé[rk Sl x, y) S{(K; dx) S, _y _(L; dy)dr.
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