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fiber mittlere Riickkehrzeit 
unter einer mal3treuen StrSmung 

GILBERT HELMBERG 

Summary. Let T be a one-parameter semigroup of measure preserving transformations of a 
probability space. The theorem of Kac on mean recurrence time of the points x in a measurable subset E 
under a discrete semigroup is carried over to the case of a flow T with continuous time parameter 
t > 0. Recurrence time is defined as the infimum of these parameter values t > 0 for which the orbit of x 
has returned to E after having temporarily left the set E. The results are first formulated for a probability 
space without any topological structure; they are then applied to the case of a continuous flow in a 
compact metric space. 

Ausgehend von einer invertierbaren ergodischen magtreuen Transformation T 
eines Wahrscheinlichkeitsraumes (X, N, p) hat Kac [-4] einen Satz fiber die mittlere 
Riickkehrzeit der Punkte einer meBbaren Teilmenge E yon X unter wiederholter 
Ausiibung der Transformation T bewiesen. Dieser Satz wurde yon mehreren 
Autoren [2, 3, 8 - 1 3 ]  in verschiedener Weise verallgemeinert. Das Ziel der vor- 
liegenden Arbeit ist es, eine analoge Aussage fiber mittlere Rtickkehrzeit unter 
einer kontinuierlichen maBtreuen StrSmung {Tt}t_ 0 abzuleiten. 

Es liegt nahe, auch in diesem Falle die Rtickkehrzeit als Infimum jener Zeiten 
zu definieren, ffir die der gegebene Punkt yon E auf seiner Bahn wieder in E 
zuriickkehrt. Allerdings hat diese Definition zur Folge, dab die Riickkehrzeit f'fir 
alle Punkte im ,,Inneren" yon E verschwindet, w~ihrend die restliche ,,Randmenge" 
yon E durchaus das MaB 0 haben kann. Als mittlere Riickkehrzeit der Punkte 
yon E ergibt sich in diesem Falle Null. Um eine sinnvolle Aussage zu erhalten, 
die im diskreten Falle dem Satz yon Kac entspricht, mtissen der Begriff ,,Riick- 
kehrzeit" und der Mittelungsvorgang deshalb in geeigneter Weise modifiziert 
werden. (Ein entsprechender Gedankengang findet sich bereits in [4], 4, wo die 
yon Smoluchowski vorgeschlagene Definition der mittleren Riickkehrzeit dis- 
kutiert wird.) 

Im ersten Abschnitt dieser Arbeit wird die rein mal3theoretische Situation 
behandelt. Die Resultate werden im zweiten Abschnitt auf eine stetige maBtreue 
StrSmung und eine abgeschlossene Teilmenge E in einem kompakten metrischen 
Raum X angewendet. Herrn H. FSllmer danke ich t'fir seine wertvollen Hinweise 
auf Verbindungen zur Theorie der station~iren Markovprozesse, die ich leider 
nicht mehr berticksichtigen konnte. 

l* 

Soferne keine weiteren Voraussetzungen angeftihrt werden, verstehen wir 
ktinftig unter der Str6mung {Tt}t>=o eine ein-parametrige Halbgruppe von meB- 
baren maBtreuen Transformationen des Wahrscheinlichkeitsraumes (X, N,/z). 
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(Diese Definition ist allgemeiner als Definition 3 in [1], da die Transformationen T t 
nicht invertierbar zu sein brauchen; vgl. [5, 6].) Ftir eine (nicht notwendigerweise 
megbare) Untermenge E c X  und t > 0  definieren wir U = X \ E  und T tE= 
{x: T, xeE}. 

Definition 1. Ftir E c X und t > 0 sei die Menge Et definiert durch 

E,= U ( T - , E n T - ~ c )  . 
O<=r<s<=t 

Die Menge E, formt einen ,,Austritts-Streifen von der Breite t ftir E": einerseits 
besteht sie aus allen Punkten von X, deren Bahn (unter der StrSmung {T~}s=>o) 
innerhalb des Zeitintervalles [0, t] aus der Menge E austritt; andrerseits verbleibt 
die Bahn eines Punktes, sobald sie in die Menge E, eintritt, mindestens ein Zeit- 
intervall yon der L~inge t in E t. Ftir 0 < s =< t gilt offenbar E~ c E r 

Hilfssatz 1. Es sei O<s< t. Dann gilt T_ r EscEt fiir O<-r<-t- s. 

Beweis. Es sei x e  T r E s. Dann gilt y = T~ xeEs und daher T~, yeE, T~, yeE ~ ftir 
' " 5 '  ' <  "" gewisse r', s , d l e 0 _ r  < s  _ s erftillen. Es folgt T , + / x e E ,  T~+ s, EeUundO<r .+r '<  

r + s' <r + s<t, also xEE r 

Hilfssatz 2. Es sei 0 <  s < t und x eEt \E  ~ gegeben. Dann existiert ein r derart, 
daft O<r<__t-s und T~x~E~. 

Beweis. Es sei T~,xeE, T~,xeE ~ und 0__<r'<s'____t. Ohne Beschr/inkung der 
Allgemeinheit k6nnen wir O < s ' - r ' < s  voraussetzen. Wegen xCE~ mug s'>s 
gelten. Wir setzen r = s ' - s  und erhalten O<r<__t-s und O<r<r'. Aus T , , r  T~ x =  
T~, x e E, T~ T~ x = T~, x e E c und 0 < r' - r = s - (s' - r') < s folgern wir T~ x ~ E~. 

Definition 2. Ftir E c X sei die Ri,ickkehrzeit r E als Funktion auf X definiert 
durch 

r~(x)=inf{s>O:xe ~ ( T _ , U n T _ ~ E ) }  
O<r<s 

fiiralle x~ ~ ~ (T_rECnT_~E), 
0 < s <  oo O<=r<s 

r r (x)=oo ftiralle xr U U (T_,Uc~T_~E). 
0 < s < o o  O<r<s 

Ftir jeden Punkt x e X ,  dessen Bahn tiber E c in E ftihrt, ist rE(x )das Infimum 
der flit eine solche ,,Rtickkehr" benStigten Zeit. Die Menge {x: rE(x)<t}= 

U ( T ,  E c c~ T ~  E) forint einen ,,Eintritts-Streifen v o n d e r  Breite t ftir E". 
O<=r<s<t 

Hilfssatz 3. Es sei t > 0  und Etch.  Dann gilt rE(x)< ~ fiir p-fast alle x~ E t. 

Beweis. Nach dem Poincar6schen Rtickkehrsatz kehren /~-fast alle Punkte 
von Et auf ihrer Bahn unter wiederholter Austibung der Transformation T t (sogar 
unendlich oft) in E t zurtick. F(ir #-fast alle x~E t existiert daher eine natiirliche 
Zahl k (abh~ingig von x) derart, dab rtkx=rktx~Et. Ftir jedes solche xeE  r 
existieren dann weitere Zahlen r, s, die O<=r<t, O<s<=t und T~ xeE  ~, Tkt+, x eE  
erftillen. Hieraus folgt r E (x)_-< k t + r < co. 
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Definition 3. Fiir E c X ,  t > 0  und x e  ~) T_kt E sei rE,t(x ) definiert durch 
k = l  

rE,,(x ) = m i n  {k: Tk, x~E, k eine natiirliche Zahl}. 

Nach  dem Poincar6schen Riickkehrsatz  ist rE, t(x) sicher fiir #-fast alle x~E  
definiert, falls E mel3bar ist. Wir werden derartige diskrete Rtickkehrzei ten ver- 
wenden, um die kontinuierl iche Riickkehrzeit  rE(x ) zu approximieren.  Der  
folgende Hilfssatz besagt unter  anderem, dab rEt ,t(x) sicher dann  definiert ist, wenn 
die Bahn yon x (unter der StrSmung {T~}s>_0 ) nach dem Zei tpunkt  t aus E her- 
ausfiihrt. 

Hilfssatz 4. Es sei t> O,j eine nicht negative ganze Zahl und Tit x ~ E,, To+l) t x g? E. 
Dann gilt T~ x~E fi~rj t < s < ( j +  1) t. 

Beweis. Aus T~xEE und j t < _ s < ( j + l ) t  wiirde folgen T~_jtTitx=T~x~E, 
T~ Tj~ x= T(j + I)t x ~ E c und O < s - j  t< t, also Tj, x e E, entgegen der Voraussetzung. 

Satz 1. Es sei t > 0 ,  xeE ,  und t < r ~ ( x ) <  oe. Dann ist rE~a,~(x ) definiert und 

I r~ (x )  _ . .  , ~ ,  < ,  

Beweis. Nach  Definit ion yon r e (x) existiert eine Zahl  s derart ,  dab r E (x)< s < 
r e (x) + t und T~ x e E. Fiir j t <- s < (j + 1) t erhalten wir nach Hilfssatz 4 entweder 
T~t xeE ,  oder T(j+~), xeE,  also r~a , t ( x )< j+  1. Wir  unterscheiden zwei F~ille. 

a) r e ~  ,* (x) = 1. Dann  gilt T t x e E u E t und es existiert ein r derart,  dab 0 < r < t 
und T t +~ x e E. Andrerseits  folgt aus x e E t die Existenz eines s derart ,  dab 0 < s < t 

und T~ x e E ~. Wir erhalten r E (x)__< t + r < 2 t und daher  -re ( x ) <  2. 
t 

b) re~e,,,(x)=k> 1. Insbesondere gilt dann  Tit x ~ E u E  t fiir 1 < j < k - 1  und 
nach Hilfssatz4 T~x~E fiir t < s < ( k - 1 ) t .  Wir unterscheiden bier wieder zwei 
F~ille. 

b 1) Tk, x e E. Die Voraussetzung r e (x) > t hat dann ( k -  1) t < r~ (x)_-< k t zur 
Folge und damit  

re(x) - k <- 1. 
t 

b 2) Tkt X ~ Et\E.  Nach  Hilfssatz 4 gilt dann  T~ x ~ E sogar fiir t_< s _< k t. Andrer-  
seits existiert ein r derart ,  dab 0<=r< t und Tkt+, xeE.  Die Voraussetzung re(x)>= t 
hat nun  k t <= r e (x) < (k + 1) t zur Folge und damit  wieder 

r~(x)t -k  <1. 

Im Rest des Abschnittes 1 beschri~nken wir uns auf die Betrachtung einer Menge 
E E l ,  fiir die auch die Mengen 

E,= U (T-,E~T-~E~), 
O--<_r<s~t 

{x: r~(x)<t}= U (T-,F~nT-~ E) 
O<=r<s<t 
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fiir alle t >0  mefibar sind (d. h. zu N gehOren; genau genommen geniigt es, dies 
ftir alle t < 6  bei festem aber willktirlich kleinem positiven ~ zu verlangen). Ins- 
besondere sind dann die Funktionen r e und rE~Et, t meBbar'. 

Satz 2. Es sei t > O. Dann gilt 

t Et Etn lx:  rE(x)>t} 

wobei I0[ < 1. 

Beweis. Nach Hilfssatz 3 und Satz 1 sind die Integranden auf den Mengen, 
tiber welche integriert wird, p-fast tiberall definiert und endlich. 

Die Behauptung folgt aus Satz 1 und der Zerlegung 

_ r (x) r (x) 
1 ~r~(x)d#(x)= ~ dp(x)+ ~ dp(x) 
t Et Eto lx:  rE(x)<t} t Etn{x:  rE(x)>t} t 

=01#(Etc~{x: r~(x)<t})+ ~ rE~ , t (x )dp(x  ) 
Errs{x: rE(x)>=t} 

 (E,n {x: 
= 5 

Et n {x + rE (X) "> t} 

Hierbei ist 0<  0, < 1, r021~ 1 und daher [01 < 1. 

Definition 4. Fiir E c X und t > 0 sei die Menge E (t) definiert durch 

E ( t ) = E t n  {x: rE(x)<t}. 

Offenbar gilt E (s) c E (t) fiir 0 < s < t. 

Hilfssatz 5. Es seien l, n natiirliche Zahlen und t > O. Die folgenden Aussagen 
sind gtquivalent : 

a) Tit xeEt .  
b) Es existiert eine ganze Zahl m derart, daft 0 < m <_ n -  1 und T t x ~ Et .  

l t + m ~  

Beweis. a)=>b) Es sei Tlt+,xeE, Tn+sxeE c und O < r < s < t .  Ohne Beschr/in- 
kung der Allgemeinheit k6nnen wir annehmen, dab 

mt<=r<s<= (re+l)  t 
n n 

ftir eine geeignete ganze Zahl m, 0 < m < n -  1. Es folgt T +,, t__ x s E~. 

b)=*- a) Aus T t eE t  und O < m < n -  1 folgt T~t xe  T t Et c E t  nach Hilfs- 
satz 1. l t  +m-ff ~ --m-~ -n 

1. Herr H. F611mer hat  mich darauf  aufmerksam gemacht, dab dies sicher dann f'tir alle E e N  der 
Fall ist, wenn die Abbildung (t, x ) ~  T t x yon [0, + oo Ix X in X meBbar ist; vgl. [7] IV, 5 2 - 5 3 .  
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Hilfssatz 6. Es seien I, n natiirliche und k, m ganze Zahlen, 0 < k < n -  1, 0 <2-m < 
n - 1 ,  t > 0 und r t ( T t  x )= n I+ m. Dann gilt rE~,t(x ) = 1 oder re,,t (x)= l+ 1. Ins- 

Et~n, ~ k ~  

besondere gilt rE~ ,t(x) = I fftr k = O. 

Beweis. Die Voraussetzung impliziert T , xEE t, O<_m+k <2n. Wir 
unterscheiden zun~ichst zwei F~ille. ~t+(m+k)~ ~ - 

a) m + k < n .  (Dies ist insbesondere fiir k = 0  der Fall.) Hilfssatz 1 hat 
Ttt x ~ T t E~ ~ E t zur Folge und damit re, t (x)< 1. 

-- (m + k)-ff 

b) n < m + k < 2 n .  Hilfssatz 1 hat n u n  T( l+l ) txET(m+k_n) tEt~E t _ _ ~  zur Folge 
und damit r~, t (x) < l + 1. 

Wit setzen nun rE~,~(x)=/'. Aus Tr~x~E ~ erhalten wir nach Hilfssatz5 
T t xEEt  fi.ir eine gewisse ganze Zahl m', O < m ' < n -  1. Es folgt 

l '  t + m '  ~ 

l n + m = r  t ( r  tx)<_l' n + m ' - k ,  
Et /n ,  ~ k-ff - -  

- n < m + k - m ' < = n ( l ' - l ) ,  

l<-l'=r~,t(x). 

Hilfssatz 7. Es seien l, n natiirIiche und k, k', m, m' ganze Zahlen, 0 <- k <- n -  1, 
O<_k' <_n- 1, O<_m<_n- 1, O<_m' <_n- 1 und t>0 .  FOr (k, m)+(k', m') gilt 

T_k [E(t)n{ x: 1 

Beweis. Wir nehmen an, die betrachtete Durchschnittsmenge wiire nicht leer, 
sondern enthielte ein Element y. Wir unterscheiden ohne Einschr~inkung der 
Allgemeinheit zwei F~ille. 

a) O<__k<k'<=n-1. Wir erhalten einerseits rE~/,,~(T~y)=nl+m>n,,o andrer- 

< seits T(k, - k) ~' T,k ~ y = T, ~ y ~ E und daher r~/~, ~t (Ttk ~ Y)= k - k < n, also einen 

WidersprucE 

b) k=k' ,  m#m' .  Wit erhalten n l + m = r  t (T  t y ) = r  ~ ( T , ~ y ) = n l + m ' ,  
also wieder einen Widerspruch. ~t/,, ~ %- ~/ , , -  - 

Satz3. Essei t>Ound l i m n # ( E (  t ~ = O .  Dann gilt 
n.-,  oo \\hi/ 

lim ~ r t(x) d#(x)=0.  
n--*~x3 / t  ~ E t /n ,  ~ 

E U 

Beweis. Allgemein gilt 
co 
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t 
ffir alle s > 0. Insbesondere erhalten wir fiirs----- 

n 

t "-' ( ( D  /) = 2 (n l+m)#  E n{x: nl+m 
1=0 m = 0  

= 2 n l ~ #  E n { x : r / . , ~ ( x ) = n l + m  
/=1 m=0 

((D 1) ~o ~m/x E n{x:  l+m . 
- l - l=  m = l  

Wir betrachten jeden der beiden zuletzt erhaltenen Ausdrticke f'tir sich. 
a) Wir setzen 

at,.= ~ nl~ E n { x : r  (x)=nl+m 
m = 0 Etln, ~ 

a.= ~ lat, n 
/=1  

und haben zu beweisen lira a. = 0. Wir bemerken zun~ichst n--+ oD 
n - 1  n - 1  

U mUOL ~[E(~-)(-~{X: Y E ~(x)=nl-~m}] k= 0 = k t/n, 

c [E(t) n {x: r~,, t(x)= 1}] w [E(t) n {x: r~,,,(x)= 1+ 1}]. 

Inder Tat, fiir yeT_k_~E(t)CT_k_~E~erhaltenwir__ y~EtnachHilfssatzl und 

r~(T~ y)<! 'n  Dies hat rE(y )<t+k t<tn  n zur Folge und daher yeE(t). Wir 
d 

erhalten 

Andrerseits liefert Hilfssatz 6 die Inklusion 

T_~ {x: r / . ,  ~(x)--n l-t-m} c {x: r~, t(x)= l} u {x: re,, t(x)= l+ 1}. 

Unter Verwendung von Hilfssatz 7 und der Mal3treue von T~ erhalten wir 
n 

a,,.= ~,nbt E n { x : r  t(x)=nl+m} 
m =  0 ~ t / n ,  

n--1 n--1 ( Z  [ (~-) t (x) :  }]) 
= 2 2/x k{- E n { x : r  nl+m 

rn= 0 k = 0 E t / n ,  - -  

(n~n-1 L \ n /  

<#(E(t)n {x: rE~,t(x)=l})+tt(E(t)n {x: rE,,,(x)=l+ 1})=b,, 
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gleichm~iBig in n. Ferner gilt 

c0 c~ 

Z Ib,= ~, l#(E(t) c~ {x: rE, ,,(x)=l})+ ~ Ip(E(t) c~ {x: re, , , (x)=l+ 1}) 
l = l  / = 1  l = l  

oO 

<2 • ll~(E(t)~ {x: re, , ,(x)=/}) 
/ = 1  

=2 ~ r~t,,(x)d~(x) 
E(t) 

<2 5 rz~,t(x)d#(x) 
Et 

( ~ ) T _  ")<2 =2p  k, E, 
\ k =  0 z 

(beim (Jbergang zur letzten Zeile wurde der verallgemeinerte Satz von Kac ver- 
wendet [-3, 12, 13]). SchlieBlich gilt ffir jedes feste l 

/) t c~ x: nl+m lim az,. = lim n p { r / . . _  

< ,-~lim nP (E ( t ) )  =0" 

Unter Verwendung des (fiir Reihen formutierten) Satzes von Lebesgue fiber 
dominierte Konvergenz erhalten wir 

folgt 

b) Aus 

oO oO 

l ima ,=  lim ~=lla, , =  2 / ( l im at.,)=0. 
n+oo n--+oo l =  ' / = 1  n~oo  

"-'( ) 
l=O m = l  

L){~: ~t+m} 

Unser n~ichstes Ziel ist eine Versch~irfung der Aussage von Satz 3, bei der tin 
durch eine kontinuierlich nach 0 strebende Variable s ersetzt wird. 

Hilfssatz 8. Ffir 0<s  < t  und x~ U T_kt E t gilt x ~ U T_ks E s und 
k = l  k = l  

,'~,,(x)<tr~, ,(x)+ t 
' S 
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Beweis. Es sei r~t,t(x)= k und daher Tk, xeE t. Wir unterscheiden zwei F~ille: 
a) Tkt xeE~. Es sei Tkt+,, xeE, Tkt+~, xeE c und O<r' <s'<=s. Ohne Beschr~in- 

kung der Allgemeinheit kSnnen wir m s <= k t + r' < k t + s' <= (m + 1) s (m ganz) an- 
t t 

nehmen. Esfolgtm>l,  Tm~XeEsundrEs~(x)<_m<k--+l<k t -~  . 
' - -  S S S 

b) TktXEEt\E s. Nach Hilfssatz 2 existiert ein r, fiir welches 0 < r < t - s  und 
Tkt+, xeE~ zutrifft. Wie in a) schlieBen wir Tkt+,+,, xeE, Tkt+,+~, xeE cund, ohne 
Einschr~inkung der Allgemeinheit, m s =< k t + r + r' < k t + r + s' < (m + 1) s. Wieder 

fo lgtm>l ,  Tm~xeE~ und rEs,~(x)<m<k t +  r+s <k t___~ t 
S S S S 

Satz 4. Es sei t > O und ,-~| n # (E ( t ))=O" Dann gilt 

a) ~olim 1 # (E (s)) = 0, 

b) lim I r~s,~(x) d#(x) = 0, 
s--, 0 E(s) 

c) lim j" rE~s,~(x)d#(x)=O. 
s ~  0 E(s)  

Beweis. Fiir jedes gegebene s sei n (als Funktion von s) derart bestimmt, dag 

_ t < s < t .  Dann hat s --. 0 zur Folge n --} oe. Die Behauptungen a), b), c) lassen 
n + l  = n 
sich nun wie angegeben ableiten: 

a) ~-~olimls #(E(s))<=~im t # E =0. 

b) Aus ~t---<ns n+ln = 1 + 1  und Hilfssatz 8 n  folgt fiir #-fast alle x~E ( t )  

r~s~(x)_<-~t (rE ,(x)+ l)__<(l + l ]  ( r  t(x)+l) 
�9 gl S t / . ,  K \ n ] ~ t / n ,  

und daher nach Satz 3 

lira S r~, ~(x)d#(x)<=lim ( 1 +  1 ' )  j" r ,(x)d#(x) 
s- .o  E(~) ' . - ~ , ,  n " E ( ~ )  " ' ~  

+lira (1 + nl---) # (E ( ~ - ) )  =0.  

c) Fiir #-fast alle xeE(s) gilt rE~,~(x)<=rzs,~(x ). Die Behauptung folgt dann 
aus b). 

Die bereits im Beweis yon Satz 3 angefiihrte Verallgemeinerung des Riick- 
kehrsatzes yon Kac werden wir im Beweis yon Satz 5 noch einmal anwenden, 
und zwar in folgender Form" 

r,~g,,~(x)d#(x)=# k~(EuE~ . 
E w E s  k =  0 
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Wir identifizieren zun~ichst die letztgenannte Menge im Zusammenhang mit der 
StriSmung { Tt}t >__ o . 

Hiifssatz 9. Es sei s > O. Dann gilt 

k=O t > O  

Beweis. Offenbar gilt ~)T_I, sEC ~ T_tE. Es sei nun xeT_k~E s gegeben, 
k=O t>_-O 

also Tk,xeE s und Tk,+rxeE fiir ein bestimmtes r>0 .  Es folgt x ~  T_tE und 
daher t _>_ o 

k=O t>O 

Umgekehrt setzen wir nun xeT_~E und t > 0  voraus. Falls T, xeE fiir alle 
u > t, dann gilt insbesondere Tk~ x e E sobald k s > t erftiltt ist, also auch x e T_ k ~ E. 
Andernfalls existiert ein v > t  derart, dab T~xeU. Ohne Beschr~inkung der All- 
gemeinheit kOnnen wir T, x e E, T~ x e E ~ und k s N u < v < (k + 1) s annehmen 
(k ganz). Es folgt Tksx~E ~, k>O und x s  T_k,E ~. Damit ist auch 

T-tE~ ~J T-k~(EwE~) 
t>O k=O 

bewiesen. 

SatzS. Esseit>Ound2im#(E~)=]imn#(E(t))=O. Danngilt 

lim 1 I re(x) d#(x )=#(  U T-r E ) - # f E ) .  
s--*O S Es r>O 

Beweis. 

lim I f rE (x) d# (x) = lim 
s ~ O  S Es s ~ O  

rEuE~, s (X) d# (x) (nach Satz 2) 
Est.{x: r~(x) >=s} 

- l i r a  S rEuE~,s(X)d#(x) (nach Satz 4c)) 
s-,.O Es 

=lim [ S rEu~,s(x)d#(x ) -  ~ rr:,m,,s(x)d,u(x)] 
s--* 0 EuE~ E\Es 

= # ( U  T - r E ) - ! i m  ~ ld#(x)  (nach Hilfssatz9 und 4) 
r > 0 E\Es 

:#([_) 
r>O 

Die Menge ~ ) T  rE ist modulo # invariant unter der Str6mung {T,}r>=o. 
k>O 

Im Falle einer ergodischen Str6mung und einer Menge E von positivem MaB 
gilt daher #(Q) T rE)=  1. 

r>_-O 
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Die Analogie zwischen Satz 5 und dem verallgemeinerten Satz von Kac tritt 
etwas deutlicher hervor, wenn man im Falle einer durch eine magtreue Trans- 
formation T erzeugten ,,diskreten Str6mung" ST k/oo t ~k=l = {Tk}k=l sinngem/iB E 1= 
E c ~ T - 1 E  r und rE(x)=re, l ( x ) - I  ftir xeE~ setzt. Die angeftihrte Version des 
Satzes von Kac 1/iBt sich dann folgendermaflen formulieren: 

rE(x)du(x)= ~ (rE, l(x)--l)d~(x) 
E1 E n  T -  1Ee 

= ~ rE, l(X)dlA(x)-#(Ec5 T - 1 E ) - # ( E ~  T - 1 E  c) 
E 

=U T - k E  -t~(E) . 
\ k =  1 / 

An Stelle der Limesgleichung in Satz 5 ergibt sich also Gleichheit beider Seiten 
ftir s = l .  

, 

Im folgenden zweiten Abschnitt sei X ein kompakter metrischer Raum, N die 
a-Algebra der Borelmengen in X und {T~}ta o eine einparametrige Halbgruppe 
yon maBtreuen Transformationen des Raumes X auf sich selbst, ftir die die 
Abbildung (p: (t, x) ---, ~o (t, x) = T~ x yon R + x X auf X stetig ist (R + = Menge der 
nicht negativen reellen Zahlen; vgl. [1] Definition 13, Satz 5). Insbesondere ist 
dann jede Transformation T~ (t > 0) stetig und somit meBbar, und jede Bahnkurve 
{Ttx: t_>0} stetig in X. Als weitere Folge ist die Menge T~F kompakt, soferne 
F kompakt ist, und o--kompakt, soferne F often ist. 

Hilfssatz 10. Es sei F eine a-kompakte Teilmenge yon X und I eines der Inter- 
valle [0, t], ]0, t], [0, t[, ]0, t[. Dann sind die Mengen ~) T~F und U T-sF  a-kom- 
pakt und daher meflbar. ~ i  s~1 

0[3 

Beweis. Wir betrachten zun~ichst den Fall I = [0, t] und setzen F =  U F (k), 
k = l  

wobei F (k) fiJr 1 ~ k< ~ eine kompakte Teilmenge yon X sei. Dann ist I x F (k) 
kompakt in R + x X und die Menge 

oo 

U T~ F = ~o (I • F) = U q~ (I • F tk)) 
s e l  k ~ l  

ist o--kompakt in X. Weiter ist T t F =  U T _ t F  (k) o-kompakt in X und nach 
k = l  

dem eben bewiesenen daher auch die Menge U T s F =  U T~(T-zF)" 
s e I  s e I  

Ein halboffenes oder offenes Intervall I i s t  die Vereinigung abz~hlbar vieler 
abgeschlossener Teilintervalle. Daher sind die betrachteten Vereinigungsmengen 
auch in diesem Falle a-kompakt. 

Wir betrachten im weiteren stets eine abgeschlossene Menge E. In diesem 
Falle lassen sich fiir die in Abschnitt 1 beschriebenen Mengen E~ und {x: r e (x)< t} 
besondere Darstellungen und MeBbarkeitsbedingungen angeben. Mit Q bezeich- 
nen wit die Menge der rationalen Zahlen. 
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Definition 5. Ftir eine abgeschlossene Menge E c X seien die Mengen ex E und 
in E definiert durch 

e x E = E <  (~ U T-q Ec' 
m=l i 0 < q < ~  

qeQ 

i n E = E ~  (~ ~ TqE ~. 
m=l 0 < q < l  

qeQ 

Wie aus dem Beweis des n~ichsten Hilfssatzes hervorgeht, sind ex E und in E 
die Mengen aller jener Punkte yon E, in denen StrSmungslinien (= Bahnkurven) 
aus E heraus- bzw. in E eintreten. Offenbar ist ex E eine Ga-Menge und in E eine 
F~a-Menge. Beide Mengen gehSren daher der a-Algebra ~ an. Mit ~E bezeichnen 
wir den Rand yon E. 

Hilfssatz 11. Es sei E abgeschlossen. Dann gilt (ex E w in E)~  0E. 

Beweis. a) Es sei xe  ex E gegeben. Dann existiert eine Folge {q,}~= 1 ~ Q derart, 
1 

dab 0 < % < - -  und Tqx~E  ~ fiir alle n > l  gilt. Wegen lira Tq x = x  folgt xeOE. 

~ C b) Es sei x~ in E gegeben. Dann existieren Folgen {q,}~= 1 c Q und {x,},= 1 E 
1 

derart, dab 0 < q , < - -  und Tq, x , = x  ftir alle n>__ 1 gilt. Ohne Einschr~inkung 
fl 

k5nnen wit annehmen, dab die Folge {x,},~ 1 in X konvergiert. Wegen der 
Stetigkeit der Str5mung {Tt}t_>_o schliegen wir 

lira x, = lim Tq. x, = x. 

Hieraus folgt wieder x e (?E. 

Satz 6. Es sei E abgeschlossen und t>0 .  Dann gilt Et = U r-r(ex E). 
O<r<t  

Beweis. a) Es sei xeE  t gegeben und T~, xeE, T~, x~E ~, O<=r' <s' <t. Wie deft- 
nieren r = s u p { r ' :  r'<s',  T~,, xeE}. Dann gilt O<=r<s'<t und wegen der Stetig- 
keit der Bahnkurve {T~ x},==~< 

T~x~Ec~ U r-q Ec f i i ra l lem=>l ,  
O<q< 1 

qeQ 

also x ~ T_ r (ex E). 
b) Es sei 

T ~ x e E c ~  U T-q E~ und O<r<t.  
m=l 0 < q < l  

qsQ 

Dann existiert ein q6 Q derart, dab 0 < q ___ t - r  und T~ x E T_q E c gilt. Wir schlieBen 
daraus T~ x6E, rr+qxEE c, 0_<__r<r+q<t und daher xeE,.  

Satz 7. Es sei E abgeschlossen, t > 0 und T , ( i n  E)c U T-r Ec fiir alle s> O. 
Dann gilt o-<,<~ 

{x: re(x)<t}= ~ T_s(inE ). 
O<s<t 
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Beweis. Die Behauptung folgt aus der noch zu beweisenden Identit~it 

( T _ , U c ~ T ~ E ) =  U [T~(inE)c~ U T , U ] .  
0 < r < s < t  O < s < t  O~r<s 

Es sei T~, x s E c, T~, x ~ E und 0 __< r' < s '< t. Wir definieren s -- inf {s": s" > r', T~,, x ~ E }. 
Dann gilt r '< s__< s '< t und wegen der Stetigkeit der Bahnkurve { T~ X}o ==_r =<s 

T~x~En ~ TqE c fiiralle m > l .  
0 < q <  1 

q~Q 

Es folgt x~T_s(inE)~T_r, EC~T_s(inE)~ (j T rE ~. Die Inklusion in der 
anderen Richtung ist trivial, o__<~ < 

Die Forderung T_~(in E ) c  U T-r Ec ftir alle s > 0  ist bereits erffillt, wenn 
O<r<s 

die Inklusion fiir alle s = s, aus emer gegen Null konvergierenden Folge {s,},~ 1 
gilt. Sie besagt, dab die Bahnkurve eines Punktes nicht in die Menge (in E) fiihren 
kann, ohne vorher U durchlaufen zu haben. Dies ist automatisch ftir jede abge- 
schlossene Menge E erftillt, falls die Transformationen T~ eineindeutig und deshalb 
Hom6omorphismen sind. 

Soferne E abgeschlossen, die angegebene Forderung erfiillt ist und beide 
Mengen ex E und in E a-kompakt sind (z. B. aus abz~ihlbar vielen stetigen Bogen- 
stricken bestehen), sind nach Hilfssatz 10, Satz 6 und 7 auch die Mengen E tund 
{x: rr(x)< t} a-kompakt. Die Menge E~ und die Funktion r r sind dann sicher 
Borel-meBbar. 

Im Rest dieses Abschnittes wird untersucht, unter welchen hinreichend all- 
gemeinen Voraussetzungen die in Satz 5 angefiihrten Bedingungen erfiillt find. 

Satz 8. Es sei E abgeschlossen. Dann gilt ex E = ~ El. Ist insbesondere ex E 
n = l  n 

a-kompakt, dann sind die beiden Aussagen # (ex E)= 0 und limo #(Et)= 0 fiquivalent. 

Beweis. Die letzte Behauptung ergibt sich aus der Beziehung 

# ( e x E ) = p  E~ = #(E =lim#(E,) .  
n = l  n n t--*0 

Die Inklusion exE ~ ~ E~ folgt aus Satz 6. Umgekehrt sei 
n~J. n 

x ~ E I :  ~ ~ T , ( e x E )  
n = l  n n = l  0<r<~- 

1 
E gegeben. Dann existiert eine Folge { ,},= ~ derart, dab 0 < r, < - -  und Tr, x e ex E ~ E 

n 1 
"n  oo ftir allen > 1 gilt. Dann existiert auch el e Folge {q,},= 1 c Q derart, dal3 r, < q, < - -  

und Tq, x ~ E c fiir al len > 1 gilt. AuBerdem folgt aus der Stetigkeit der Str6mung 
{ Tt}t_>_ o die Beziehung x = lirn T~. x s E. Wir schlieBen daraus 

x ~ E n ~  ~ T_qE~=exE. 
n ~ l  0 < q < ~ -  

q~Q 
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Hil~satz 12. Es sei E abgeschlossen, t > 0, T~ (in E) c U T_ ~ U ffir alle s > 0 
O~r<s 

und ex E ~ ~ T r (in E \ex  E) = 0. F erner sei ffir n ~ 1 die M eng e F n definiert dur ch 
O < r < t  

Dann gilt 

n--1 

F"= U T k t [  U T,( inE)r~ U T~(exE)].  
k = o  " 

U T_ ~ (in E c~ ex E) = (] F" = lim inf F" = lim sup F". 
O<--_r<t ?~=l rt~oo n~o~ 

Beweis. Die Inklusionen 

U T-r(in Ec~ ex E)c  (~ F"~lim infF"mlim sup F" 
O < r < t  n= l n ~  n ~ o ~  

U F " c  U T-,0nE)c~ U T_~(exE) 
n = l  O < r < t  O < s < t  

sind klar. Es sei nun xs  lira sup F" \  ~ T_r0n E c~ ex E) gegeben und daher auch 
n--,c~ O < r <  t 

x~[ Q) T , ( i n E ) ~  ~ T_~(exE)]\ ~ T , ( inEc~exE) .  
O < r < t  O < s < t  O < r < t  

Dann existieren r, s derart, daB T~ x e (in E\ex  E), T~ x e ex E und 0 =< r < t, 0 =< s < t, 
r+s gilt. Aus der Voraussetzung exE c~ U T - , ( i n E \ e x E ) = 0  folgt noch r<s.  

O < g < L  Wir zeigen nun 
T~,xr ffir O<r'<t, r':#r, 

T~,xCexE ffir 0 = s < t ,  s'4:s. 

• _ •  ! t t  - .  �9 r t  In der Tat, aus T~, x~ exE, T~,, x ~ e x E  und 0 _ s  <s  < t  wurde die Existenz eines 
folgen derart, dab s'<r'<s" und T~, x~(in E \ex  E). Dann wiirde die Beziehung 
T~, xeex Er~ T (,, ~,)(in E\ex  E) auf einen Widerspruch fiihren. Ebenso wiirde 
aus T,, xe(in E\exE),  Tr,, xE(in E\ex  E) und O<r'<r"<t  die Existenz eines s' 
folgen derart, dab r'<s'<r" und T~,xeexE gilt. Hier wiirde die Beziehung 
T~, x~ ex E r~ T (r,,_~,)(in E \ex  E) auf einen Widerspruch fiihren. 

Bei gegebenem n > 1 kann also x in hSchstens einer der Mengen 

T_k_t [ ~j T_.(inE)c~ U T_~(exE)] (0_<k_<n-l) 
" o__<.<. ' -  

enthalten sein. Dies wird aber unmbglich, sobald n so grog gew~ihlt wird, dab 
t 

- -  < s -  r. Damit ist gezeigt, dab jedes Element von lim sup F" auch in 
r~ n ~ c o  

U T_,(in E c~ ex E) 
O < r < t  

enthalten sein mug. 
12 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. G e b .  Bd. 13 
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Die Voraussetzung e x E n  U T_,(in E\ex  E)=0 besagt, dab die aus E aus- 
0 < r < t  

tretenden StrSmungslinien mindestens eine Zeitspanne vonder  L~inge t aul3er- 
halb E verbleiben, bevor sie ftir eine positive Zeitspanne in E zuriickkehren. Fiir 
~-kompakte Mengen inE und ex E ist die Menge U T~(in E n  ex E) wieder 
Borel-mel3bar (sogar o'-kompakt), o_~ ~ < t 

Satz 9. Ffir eine abgeschlossene Menge E und eine Zahl t > 0 seien folgende 
Bedingungen erffillt : 

a) Die Mengen in E und ex E seien a-kompakte Nullmengen; 

b) T_~ (in E) ~ U T_, E c fiir alle s > 0; 
O < r < s  

c) e x E n  ~ T_~( inE\exE)=O;  
0 < r < t  

d) /~( U T~(inEnexE))--0 .  
O < r < t  

Dann sind die Funktion r E und die Mengen E S (s > O) meflbar, es gilt 

und 

!im/~ (E~)= .~o~lim n # (E ( t ) )  =0  

lira 1 ~ re (x) d/~ (x) = it( U 7' ,  E) -/~ (E). 
s--,O S Es r>O 

Beweis. Nach Satz 5 und 8 geniigt es, die Beziehung ,-.~lim n/L (E ( ~ - ) ) = 0  zu 

beweisen. Wir zeigen zun~ichst, dab bei gegebenen n > 1 und fiir 0 < k < k' <= n -  1 

/ (Tk_t U T-.(inE)nT_k,• U T_., (in E)) = 0 
" " 

und die entsprechende Beziehung gilt, in der die Menge in E durch ex E er- 
setzt ist. 

In der Tat, es sei 

T_~ (in E) n T U T_,, (in E) 
Ye T-k~ o~rU<~ -k'-tn o=<r' <Ln 

�9 t 0 < r' < t und daher gegeben. Dann gilt T ~+ y~inE, T ~_+,,yem E, 0_<r<-- ,  = 
- ' - -  n n 

k t + r < k ' t + r  '. Im Beweis von Hilfssatz12 wurde gezeigt, dab dann 
V/ n 

T ~ y ~in E n ex E gelten mug. Es folgt 
k'  ~ - + r '  

T k• U T-~( inE)nTk,  ~ U T_~,(inE)~ U T ~ ( i n E n e x E )  

und damit die erste der beiden oben angeftihrten Behauptungen. Die entsprechende 
Behauptung ftir exE wird iihnlich bewiesen. 
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Unter Beniitzung des soeben bewiesenen und unter Verwendung von Hilfs- 
satz 12 schliegen wir 

0 = / 2 ( [ )  T_r(inEr~exE)) 
O < = r < t  

("-=U~T_k~ t T-~(ex E)]) = l i m #  [ U T,( inE/c~ U 
n ~  k 0 < _ r < t  0 < s < ~  

= n 0 r_,(in E) 0 r_,(ex 
o<~<~- o__<s<~ 

=limn#(E( t )) 

Die in Satz 9 angeffihrten Bedingungen und Aussagen lassen sich leicht an 
Hand des folgenden Beispieles veranschaulichen, in dem sie alle zutreffen: es sei 
T t die Drehung der Ebene um einen festen Punkt 0 in positiver Richtung um den 
Winkel t und E eine abgeschlossene Kreisscheibe, die 0 nicht enth~ilt. 

DaB die Bedingung limnl~(E(ff-~=O in Satz5 nicht einfach iibergangen 
n--+ oo \ \ n i l  oo 

werden kann, zeigt bei der gleichen Str6mung { Tt} t => o die Menge F = D w U T ~ D, 

wobei D der auf einem Strahl durch 0 liegende Durchmesser der Kreisscheibe E ist. 
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