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Fast positive Operatoren 
Von 

WILHELM VON WALDENFELS 

Sei A ein linearer Operator, dessen Definitions- und Wertebereieh aus reell- 
wertigen Funktionen fiber einer Grundmenge X besteht. Wir nennen A fast positiv, 
wenn aus / >= 0 und /(x) = 0 folgt, dag A/(x) >= 0 ist. Ein Differentialoperator 
auf der Geraden R der Form 

d 1 d 2 
c(x) + m(x)~  + ~a(x) dx2 

mit a(x) >= 0 ist fast positiv. Umgekehrt konnte FELLE~ [3] (S. a. DYNKIN [2]) 
unter sehr schwaehen Voraussetzungen zeigen, dab jeder fast positiver Operator 
auf R vom lokalen Typ ein Differentialoperator zweiter Ordnung ist. Lokaler Typ 
bedeutet, dag A [ (x) nnr vom Verhalten yon / in einer beliebig kleinen Umgebung 
von x abhi~ngt. 

Unser Thema ist tells weiter, tells enger als das von F]~LL~R. Wir interessieren 
uns nur ffir Operatoren, deren Definitionsbereich aus zweimal stetig differenzier- 
baren Funktionen besteht, lassen aber nichtlokale Operatoren zu und betraehten 
als Grundmengen offene Teilmengen des R n, n >= 1. 

Der Darste]lungssatz Satz 1 zeigt, dab ein fast positiver Operator die Snmme 
eines elliptisehen Differentialoperators zweiter Ordnnng und eines Integralterms 
ist, in dem ebenfalls zweite AbMtungen vorkommen. Satz 2 zeigt, wie stark die 
Eigenschaft der Fastpositiviti~t ist. Aus schwachen Voraussetznngen folgt, dab 
ein fast positiver Operator stetig oder eine Familie fast positiver Operatoren 
gleiehgradig stetig ist. Der Satz zeigt weiter, dab ein fast positiver Operator, dessen 
Definitionsbereieh aus q-mal stetig differenzierbaren Funktionen (q __> 2) besteht, 
eindeutig auf zweimal stetig differenzierbare Funktionen ausgedehnt werden kann. 
Die Ordnung zwei h~ngt demnach der Fastpositivit/~t wesentlich an und ist nicht 
erst dureh die Wahl des Definitionsbereiches erzwungen. 

Die erzeugenden infinitesimalen Operatoren yon Markow-Halbgruppen sind 
fast positiv. Das Studium dieser t talbgruppen ffihrte reich deshalb dazu, mich mit 
fast positiven Operatoren zu beseh~ftigen. Diese Arbeit ist der analytische Kern 
meiner Untersuchungen [7] und [8]. Die Darstellungen des Satzes 1 ffir fast positive 
Operatoren sind mehr oder weniger auch aus andern VerSffentliehungen fiber 
Markow-Halbgruppen bekannt (YosI])A [9], Hv~T [4], NEVEU [5]). 

Den Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf einer Menge X bezeiehnen 
wir mit F(X).  Eine Funktion auf X heigt positiv oder >--0, wenn alle ihre Funk- 
tionswerte ~ 0 sind. 

Sei/~ ein Funktional, das ffir reellwertige Funktionen auf X erkl/~rt ist. Wir 
nennen # 2)ositiv, wenn ( #, [ } ~ 0 ist ffir alle positiven ] aus dem Definitions- 
bereich yon #. Ein Fnnktional # heiBt/ast positiv im Punkt  x ~ X, wenn ( #, / } => 0 
ist fiir alle / des Definitionsbereiehes, die positiv sind und im Punkt  x versehwinden. 
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Sei Y eine zweite Menge, G c F (X) ein linearer Teilraum und T :G->  F(Y)  
ein linearer Operator. T heil]t positiv, wenn er positive Funktionen in positive 
Funktionen fiberffihrt. 8ei nun Y c X, G c F(X) ,  T: G --> F(Y) ,  so nennen wir T 
/ast positiv, wenn (T]) (y) >~ 0 ist ffir alle positiven ] ~ G, die in y versehwinden. 

Bezeiehnen wit mit  T(y) das Funktional / e G -> (T/)(y) so ist T genau dann 
positiv, wenn alle T (y) positiv sind und genau dann fast positiv, wenn T (y) fiir 
jedes y e Y fast positiv im Punkt  y ist. 

Sei A eine Teilmenge yon X und / ~ F (X), so setzen wir 

II/11 (A)  = snp I / (x ) l  
und z eA 

II !11 = III l[ ( z ) .  
Sei X ein topologischer Raum, so bezeichnen wir mit  C(X) den Vektorraum 

aller stetigen reellwertigen Funktionen auf X. Wir versehen C(X) mit  der Topo- 
logie der gleichm/iBigen Konvergenz auf kompakten  Teilmengen. 

Die Topologie yon C(X) wird beschrieben durch die Halbnormen Jl/ll (K), wo 
K alle kompakten Teilmengen yon X durch]/~uft. Falls X ein lokal kompakter  
Hausdorffraum ist, ist C (X) ein vollst~ndiger, lokal konvexer Vektorraum. 

Sei ] ~ C (X), so bezeiehnen wir mit  dem Trgger v o n / ,  in Symbolen T r / ,  den 
Absehlul3 der Punktmenge, anf der / nieht versehwindet. C, (X) sei der Teilraum 
yon C (X), der aus den Funktionen mit  kompaktem Tr~Lger besteht. 

Sei Y2 c R n often, so bezeichen wir mit  Cq(Q)(q ~ O, 1, 2, ...) die Menge des 
stetigen und q-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf f2 und mit  C. q (~Q) den 
Teflraum der Funktionen mit  kompaktem Trgger. Die Topologie von Cq (~Q) wird 
gegeben dureh die Halbnormen 

l [ l [ l~(g) = Hill (K)  + ~. I[ ad]l (K)  + 
i 

1 1 

i,/~ zl . . . . .  i~ 

wo K alle kompakten Teilmengen von f2 durehl~uft. Dabei ist ~i/(x) = a//axt (x) 
gesetzt. Cq (Y2) ist ein vollstgndiger, lokal konvexer Vektorraum. 

Sei / ~ C, (Y2) und U eine Umgebung yon Tr ] und s > 0, so gibt es ein g ~ C. q (t9) 
mit  Tr / c U und ]1/-- g 11 < ~(s. r63 s. 22). 

Es gilt 

] l lgJ[q(K) <= i l l l lq(K)  l lg] lq(K) �9 

Sei X ein kompakter  t~ausdorffraum, der eine offene Teilmenge Q des Rn ent- 
halt. Sei Q often in X und stimme die yon X in /2  induzierte Topologie mi t  der 
tibliehen fiberein. Sei U c /2  often. Wir bezeichnen mit  E(U) den Raum aller 
stetigen Funktionen auf X, die in U zweimal stetig differenzierbar sind. I s t  U 
leer, so ist E(U) = C(X). Die Topologie yon E (U) ist gegeben dutch die IIalb- 
normen II/]l = II [ II (x)  und Ii/J12 (g),  wo g alle kompakten Teilmengen yon V dureh- 
lguft. Wir setzen zur Abkiirzung 

]I 11I-~ = m a x  (I[/ll, II I ] I2 (K))  �9 

Mit dJeser Topologie ist E(U) ein lokal konvexer vollstgndiger Hausdorffraum. 
Der l%aum E (Q) ist nieht leer. Denn offensiehtlieh ist 1 e E (Q). Sei au6erdem 
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[ E C, 2 (f2) und  setzen wir f auf  X - -  ~2 durch Null fort, so erhalten wir eine Funk-  
t ion bus E (D). Wir  werden diese Bemerkung in den kommenden  Beweisen fort- 
laufend verwenden. 

I s t  V eine oftene Teilmenge yon  U, so ist E ( U ) c  E(V)  und die In jekt ion 
./e E (U) -~ / e E (V) stetig. 

Sei U c ~Q often, so bezeichnen wir mi t  Eq (U) den R a u m  aller auf  X stetigen 
Funkt ionen,  die in U stetig und  q-ma] stetig differenzierbar sind. Es ist E 2 (U) 
=-- E (U) und  Eq (U) c E (U) fiir q => 2. 

Hilfssatz 1. Seien U und V o~ene Teilmengen von ~ ,  sei V c U und ~] c 
kompakt. Sei q >= 2. Dann ist Eq ( U) dicht in E ( V). 

Beweis: Sei ] s E(V),  s ~ 0 und K c V kompakt .  Wir  zeigen, dal~ es ein 
g s E q ( U )  gibt  mit  [ I / - -  gll ~ e und  [ ] / - -  g]12(K) =< e. 

Es gibt eine offene Teilmenge W yon ~2, so dal~ 

K c W c $ c V c U c O c ~ Q  

ist. Man kann  eine Fnnk t ion  hi ~ E (Q) mit  kompakten  Trgger in V finden, die 
auf  I~ gleieh 1 ist, ebenso eine Funkt ion  h~ ~ C (X) mi t  kompak tem Trigger in ~ ,  
die auf  U gleich 1 ist. Wir  zerlegen 

] = / h i  + / ( 1  - -  hi)h2 + / ( 1  - -  h2). 

Weft /h i  in Q zweimal stetig differenzierbar ist und  einen kompakten  Tr&ger in 
V besitzt, gibt  es eine Funkt ion  gl ~ Eq (Q) mit  kompak tem Tr~ger in V, so dab 
i t ] h i  - -  gl]] ~< e/2 ist (s. [6] S. 22 und 24). D~ T r / ( 1  - -  hi)h2 c ~  -- K liegt, gibt  
es ein g2 eEq(,C2), dessen Tr&ger in ~ - -  g liegt, mi t  ]1/(1 --  h~)h2 -- g2]l ~ s/2. 
Die Fnnk~ion 

g = g~ + g2 + / ( 1  - -  h2) 

erftillt die zu Beginn des Beweises erhobenen Forderungen.  

Folgerung 1. Seien U und V o~ene Teilmengen yon ~,  sei V c U und C c ~2 
lcompakt. Sei ] ~ E(V)  und K c V kompakt. Dann gibt es zu jedem e > 0 ein 
g ~ E (U) mit !] / -- g ]] <= e, das a u / K  mit / i~bereinstimmt. 

Beweis: Man setze im Beweis des letzten Hilfss~tzes gl ~ ]hi. 

Folgerung 2. Sei U eine o~ene Teilmenge yon f2 und 0 c Q kompakt. Dann ist 
E (U) dieht in C (X). 

Beweis: Man setze im letzten Hilfssatz V ----- 0 und im Beweis K = W ~ W ~ 0 
und hi ---- 0 .  

Sei x ~ ,Q, sei U eine oftene Umgebung  yon  x und  ~Px ~ E(U). Wir nennen ~x  
eine Majoranten/unktion im Punk te  x, wenn ~/Ix die fo]genden Bedingungen 
erffillt: 

~(x) 0, 
~ i T x ( x ) = 0  fiir i - - 1  . . . . .  n ,  

T x ( y ) > O  ffir y ~ X , y  *- x ,  

die Matrix (~i ~ }Px (x)),, ~=1 ..... n ist positiv definit. 
Die Bezeichnung Majorantenfunkt ion wird durch den folgenden Hilfssatz 

erkl&rt. 



162 W I L ~ L ~  v o ~ W A L D E ~ F E L S :  

]]ilfssatz 2. Sei K c ~  kompalct, U c ~  eine o~ene Umgebung von K,  (~1x)~t; 
eine 2'amilie yon Funlctionen aus E(U) .  Die Funkt ion  ~ x  sei eine Majoranten- 
]unlction im Punlct x und die Abbildung 

x E K - >  T x e E ( U )  
sei stetig. 

Dann  gibt es zu jeder kompakten Umgebung L yon K,  L c U, ein ~ ~ O, so daft 

I / I  < , ~  II/Ir,: 
ist /iir alle x ~ K u n d /  ~ E (U) ,  die den Bedingu~len /(x)  ---- O, a~l(x) = O, 
(i = 1 . . . .  , n) , geni~gen. 

Beweis: Sei L 0 das Innere  yon  L und  c~ der Abs tand  yon • - -  Lo und K. I s t  
also x e K und y es mi t  ]y - -  x I ~ ~, so gehSrt y zu L ~ I s t  f e r n e r y  e ~ mit  
I Y - -  x l ~ ~, so gehSrt y wenigstens noch zu L. 

Sei / e E2(U),  x ~ K ,  y ~ s und l Y - -  x[ ~ c$, so liefert der Taylorsche Satz 

/ (y)  = / ( x )  ~- ~ ad(x)(y~ - -  x~) + 

1 

+ ~(~ - u) ~ ~. (y~ - x,) (yk - x~) a, akl(x + u (y - x) )d~.  
0 

Sei [(x) = O, a d ( x  ) = 0, so erh/ilt man  
1 

I!(y) l =< ~ 7. I(y, - x~) (y~ - x~) l II a,o~!l[ (L) ~ (~ --  u) ~u.  
0 

Man wendet  auf  die Summe die Schwarzsche Ungleichung an und  erh/~It nach 
kurzer l~echnung 

(~) I I (y) l < ly - xl~ 11 III~(L) 
f f i r x e K ,  ye~J ,  l y - -  x ] ~ .  

Offensichtlich gilt 

(2) l l(y) l < ll/ll 
ffir a l l e y  ~ X. 

Die Taylorsche Formel  liefert weiterhin ffir x E K,  y ~ s [ y - -  x ] ~ c~, dag 

~'~ (y) = ~/~ ~ ~ (y~ - x~) (y~ - z~) o~ a~ T~ (~) + 

1 
~- ] (1  - -  u) ~ ~ (yi - -  x~)(y~ - -  x~). (a~a~T~(x + u(y  - -  x)) - -  a~a~T~(x))du 

0 

ist. 
Weil die ~unkt ion  

x e K--> azae T~(x)  
stetig ist, is~ auch 

stetig. Da  der letzte Ausclruck ffir u 4= 0 streng positiv ist, gibt  es ein e > 0, so dab 
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ist fiir x ~ K und  u ~ R n, I u l • 1. Endlich erh~lt man  

~ (yf - -  xd (y~ --  xk) 0i ak T x  (x) ~ 4 s I Y --  x l ~ 

ffir x e K ,  y e  R n. 
Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung finder man  

--< I y - x 1~ ( ~ ~ @ ~ T ~  (x + ~ (y - ~)) - ~ ~ T x  (x)V) -~ .  

Weft die Funkt ion  
x E K ,  y E L - + 0 t O ~ x ( y )  

gleichmii$ig stetig ist, gibt  es ein 5', 0 < (~' --< ~, so da$ der letzte Ausdruck 
~ s / 2 ] y - -  xl2 ist fiir x E g ,  y e ~ 2  , l y -  zl  ~ ' u n d 0 _ < _ u - - _ < l .  

Es gibt somit ein s > 0 und ein (~', 0 < ~' g 6, so dal3 

(3) Tx(Y)  ~ s ly  --  x[ 2 

ist ffir x e K ,  y e $ 2 , 1 y -  x ] <=~'. 
Wir w~hlen eine stetige Funk t ion  ~ auf  dem R n mit  den Eigensehaften 

0 ~ ~0 ~ 1, ~9(y) ---- 1 ffir [y[ ~ 5'/2, ~0(y) ---- 0 f~r [y[ > 5'. Sei x e K, so setzen 
wir 

~ o ~ ( y ) = { ~ ( 0  y - x )  fiir y ~ L  
f/Jr y e Y2 -- L .  

Die Abbildung 
x e K,  y e X---> q~x(y) 

ist stetig. Die Abbildung 

x e K,  y ~ X --> m a x  (~x(y) ,  q~x(Y) ) 

ist stetig und  fiberall > 0. Somit  gibt es ein s' > 0, so daI~ 

max  (Wx(y), q~x(y)) >= s' 

ist ffir alle x e K und y e X. Folglieh gilt 

(4) Tx  (y) >= s' > 0 

fiir x e K ,  y ~ X -- K~x ', wo wir 

gesetzt  haben. 
Aus den Gleichungen (1) bis (4) folgt sofort die Behauptung.  

(~)i=~ ..... Sei x~zg ,  sei U eine offene Umgebung yon U und sei ~ eine 
$i eine Familie yon Familie yon Funkt ionen  ~us E(U) .  Wir nennen ( ~)s=~ ..... 

Koordinatenlunktionen im P u n k t  x, wenn sie den folgenden Bedingungen genfigt: 

$~(z) = o ,  

i X ~k~x( ) = ~lk, 
0~ 0k ~ (X) = 0 

fiir i, j ,  k =- 1 . . . . .  n . 
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Sei Wx e E (U )  eine Majorantenfunkt ion im P u n k t  x, so definieren wir f~ir 
/ e E (U)  den Operator  Ax] dureh 

{ ~ Y ) - f ( x ) - Z a i f ( x ) ~ ( y ) - { Z E ~ i a k f ( x ) ' ~ ' ~ ( y ) ~ ( y ) f f i r y 4 :  x 

Ax / (y )  ffir y = x .  Tx(y) 

I s t  die Dimension n = 1, also Q ein offenes Teilst/ick der Geraden, so gibt es 
nu t  eine Koordinatenfunkt ion  Sx und  ~ ist durch Wx teilbar. Wir  fiihren den 
Operator  ~ z  ein: 

{ f(y)--f(x)--f '(X)~x(y) ftir y # x 
~ x  / (y) = ~'x (y) 

1" ( x ) [ T "  (x) fiir y = x 

Hfllssatz 3. Sei K c [2 kompalct, U c ~ eine ogene Umgebung yon K,  ( ~ x ) ~ K  
uncl (~i)x~K,i=l ..... ~ Familien yon Funlctionen aus E(U) .  Dabei sei ~Ix eine 
Majoranten/unktion in Punlct x und sei (~,)i = 1 ..... neine Familie von Koordinaten- 
/unlctionen in Punlct x. Ferner seien die Abbildungen 

xeK-~  TxeE(U) 

xeK--~$~ eE(U) 
]i~r i ~ 1 . . . .  , n stetig. 

Dann liegt A x /  e C(X)  /iir x e K und die Abbildung x e K --> zJx] e C(X)  ist 
stetig ]iir jedes /este / ~ E (U). Die Ax  bilden /iir x ~ K eine gleichgradig stetige Familie 
von Operatoren yon E ( U) in C ( X) .  Genauer gilt: Sei L c U eine kompal~te Umgebung 
von K,  so gibt es eine Konstante C, so daft 1[ zJ x/II <~ C tl/ II List  ]i~r alle ] e E ( U). 

Sei ~2 eine ogene Teilmenge der Geraden R, so lassen sich alle ]i~r zJ x gemachten 
A ussagen au/ ~x  i~bertragen. 

Beweis: S e i / ~  E(U) .  Wir zeigen, dal3 die Abbildung 

(x, y) e K • X - +  Ax/ (y )  

stetig ist. Daraus  folgt unmit telbar ,  dal~ A x ] e  C(X)  ist und  die Abbildung 
x e K -+ Ax[ e C(X)  stetig ist. Ffir die Punk te  (x, y) e K •  mit  x ~: y ist die 
Stetigkeit  klar. Es bleibt zu beweisen, dal~ Ax/ (y )  gegen Null geht, wenn (x, y) 
gegen einen P u n k t  (z, z) strebt. 

Sei L c U eine kompakte  Umgebung  yon  K und  (~ der Abs tand  yon  K und 
f2 --  L 0. Wir  erinnern an Gleiehung (3) aus dem Beweis des letzten Hilfssatzes. 
Demnaeh gibt es ein e > 0 und  ein ~', 0 < (~' =< ~, so dalt 

~'~ (y) >= ~ l y  - x l ~  

ist ffir x e K ,  y e ~ 2 , 1 y - -  x] <= ~'. 
Sei nun z e K rest, seien x e K u n d  y �9 ~9 , n i t  Ix  - -  z ] =< ~' /2 ,  I Y - -  z [ <= 4 ' /2  

und x 4 y. Mit Iiilfe der Taylorsehen Formel  erh/ilt man  

Az / ( y )  = ~ (y~ -- x~) (y~ -- x~) 
Tx(y) 

1 

Od(x)OlO.,~A + u(y-- x))-- 
0 i 

- ~ (~  ~)  (x + u (y - x))]  du. 
i,k 
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Der erste Fak to r  unter  der Summe bleibt fiir Ix --  y[ g 8' beschr~nkt,  der 
In tegrand  konvergier t  fiir (y, x) -~ (z, z) gleichma$ig in 0 ~ u ~ 1 gegen Null. 
Somit konvergier t  LJx/(y) gegen Null fiir (x, y) -~ (z, z). 

Die Absch~ttzung iI Ax/]] ~ c ll/IlL folgt sofort aus dem le~zten Hilfssatz. Die 
Aussagen ffir ~x  werden wie die ftir Ax bewiesen. 

IIilfssatz 4. Sei K c [2 kompakt. Dann gibt es Familien (~x)x ~: und 
(~)xs~;,i=l ..... n yon Funktionen aus E(zg), die im Punkte x Majoranten- bzw. 
Koordinaten/unktionen sind und /iir die die Abbildungen 

x-+ TxeE(P.) 

x - + ~  eE(9) 
stetig sind. 

Beweis: Es gibt eine Funkt ion  p e E(Y2), 0 g p ~ 1 mit  kompakten  Tr~ger in 
tg, die auf  einer Umgebung yon K gleich 1 ist. Wir setzen 

~ ( y )  = ] y - x [ ~ ( y )  + 1 - ~(y) 

~'~ (Y) = (Y/-- x/) e (Y). 

Satz 1. Sei K c [2 kompakt, U eine o~ene Umgebung yon K und U c Y2 kompakt. 
Seien (Tx)~K und (~ix)x~;,i = 1 ..... n Familien aus E(U).  Fiir jedes /este x ~ K sei [Px 
eine Majoranten/unktion und i (~'x)i=l ..... n eine Familie yon Koordinaten/unktionen 
in Punkt  x. Ferner seien die Abbildungen 

x~K--> ~ x e E ( U )  

x e K - - ~  e E ( U )  

/iir i ~- 1 . . . . .  n stetig. Sei A eiu linearer Operator, der E(U) in F(K)  abbildet. 
Dann sind die/olgenden drei Aussagen iiquivalent: 

(i) A ist ein stetiger, /ast positiver Operator von E ( U) in C ( K). 
(ii) Fiir alle x ~ K und ] e E (U) gilt 

A/(x) = c(x)/(x) + ~ mi(x)Od(x) + 

§ ~ ~ ~ a i ~ ( x ) ~ / ( x )  -t- (QAx/)(x) .  

Dabei sind e (x), mi (x), (~i~ (x) /iir i, k ~ 1 . . . . .  n reelle Zahlen, die stetig yon x 
abMingen. Die Matrix (ai~ (x))i, ~ = ~,...,n ist positiv semidefinit. Q ist ein positiver, 
stetiger Operator yon C (X) in C (K). Fi~r jedes x ~ K ist also 

Q (x): /e  C(X) -+ (Q (x) , /}  = Q/(x) 

ein positives Radonsches Marl au] X.  Die Matrix 

[ �9 " x ' - -  s dy)] 

ist positiv semidefinit. 
(iii) A ist ein stetiger Operator von E(U) in C(K) und [iir jedes / e  E(U) und 

x ~ K gilt 

A/(x) = e(x) /(x) + ~ ~(x)  a~/(x) + 
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Die Matrix (si~ (x))i,k= 1,...,n ist positiv semidefinit. P(x) ist ~in positives Marl 
a~,~] X - -  {x), ~Z~- d ~  j~dv Yunktion ] aus Y~ ( U) mit 

l(x) -- o, ad(~) ~- o~ (i = 1 . . . . .  .~), 
integrierbar ist. 

Ist Q eine offene Teilmenge der Geradtn R, so sind (i), (it) and (iii) 5quivalent mit 
(iv) Fiir alle / ~ E (U) und x ~ K gilt 

A / ( x )  = c(x)/(x)  + .~(x )r  (x) + ( Q ~ I ) ( ~ ) ,  

wo c (x) und m (x) st~ti 9 yon x abhgngende ~ahlen und Q ein ~'tetiger, positiver Operator 
yon C(X) i~ C(K) i~t. 

Ferner /olgen au~ (i), (ii), (iii) un~ (iv) die folgenden Zushtze: 
Zusatz zu (it) : Die Gr6fien c (x), m~ (x) and at~ (x) sind yon A eindeutig /estgelegt. 

Und zwar gilt 
c (x) = ( A  (~), 1)  

(~ ~ (x) = ( A  (~:), ~ ~ .  

Das .Marl Q(~) i~t dutch A his au/ einen Summa.m~e~z der Farm a(x)c~x ~estimmt, 
wo a (x) eine stetig yon x abhi~ngende Zahl und (Sx:] ~ C(X) --+ ~Ox,/) = /(x) das 
Diracma[3 ist, und zwar gilt 

(Q(x), 1) ~- (A(x) ,  Tx] )  

]iir alle ] ~ E ( U) mit ] (x) --~ O. Das Marl Q (x) lcann jedoch so 9ewiihlt werden, daft 

( A  (x), ~q'~ I) = (Q (x), 1) 

[iir al[e / ~ E(U) ist. Dutch J, iese zustitztiche Forde'z'u~g ist dann Q(x) ei%~e~tig be. 
etimmt. 

Zusatz zu (iii): Die Gr6[3en c(x), m~(x), s~(x) und P(x) zind yon A eindeutig 
bestimmt. Es gilt 

c(x) ~_ ( A  (x), 1 ) ,  

(P(x) ,  1) ~- (A  (x), 1) 

fi~r ] e E(U) (~ C , (X  -- (x)). Nei r die Menye aller q~  E(U), 0 ~ T ~ I,  die au/ 
einer Umgebung yon x gleich 1 sind und einen kompakten Trhger besitzen. Bezi~glich 
der Relation ~ ~ildet q~ ein ]allendes Netz undes gilt 

8~ (x) = lim (A (x), (y~ -- x~) (y~ -- x~) 95.  
ep e ~) 

Das Marl P{x) and die Matrix s~i (x) h5ngen demnach nicht vonder Wahl der 

Zusat2 zu (~v): Die GrO~en e (_z}, ra(x) und ~ .s~nd eindeutig dutch A 5est~mmt. Es 
gilt 

c(x) -= (A (x), 1) ,  

m (x) = ( A  (~), ~ ) ,  

( Q (x), t )  = (A  (x), T x / )  
]i~r alle ] ~ E ( U) 
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Beweis: Wir zeigen den Satz in der folgenden Reihenfolge: (i) ~ (ii) ~ (iii) ~ (i), 
(ii) ~ Zusatz (ii), (iii) ~ Zusatz (hi), (ii) mi t  Zusatz ~ (iv) ~ (i), (iv) ~ Zusatz (iv). 

(i) > (ii) : Wi t  zerlegen f ~ E (U) in 

l= / (x)  1 + ~ ~,/(x);~ + ~ ~ ~o, Okl(x);~;~+ ~xA~l 

und wenden A an : 

A/(x)  = ( A ( x ) , / )  = / ( x )  iA(x ) ,  1) + 

Wir setzen 
c (x) = (A (x), 1) ,  

(1) m/(x) = (A (x), ~ } ,  

DaB diese Zahlen stetig yon x abhgngen, ist leicht einzusehen. 
Seien at, i ~ 1 . . . . .  n reelle Zahlen, so ist ( ~ a~ ~)2 eine Funkt ion  aus E (U), 

die => 0 ist und  in x verschwindet.  Folglich gilt 

0 ~ (A(x) , (Sa,~ix)2}= ~ E a ,  akG, k(x). 

Das besagt aber, dab die Matrix Gl~ (x) positiv semidefinit ist. 
Durch die Formeln.  

I e E(U) ~ (Q (x), 1} = (A (x), T~I} 
(2) 

Ql(x) = (Q(x), 1) 

definieren wir einen positiven, stetigen Operator  Q yon E (U) in C (K). Sei [  e E (U), 
II/[I ~ 1, so ist !] Q/]I (K) < max  (A(x), Tx)  <c~. 

Also ist Q stetig beziiglich der yon C(X) in E(U) induzierten Topologie. D~ 
E(U) dicht  in C (X) ist, kann  Q eindeutig zu einem stetigen, positiven Operator  
yon C (X) in C (K) fortgesetzt  werden, den wir wieder mi t  Q bezeiehnen. 

Wir  mfissen zeigen, dab 

(3) ( Q (x) , Az/)  : (A (x) , TxLJx]} 

ist ffir alle / e E(U). Sei / E E(U) und s > 0, so gibt es ein g ~ E(U) mit  

1]1-  gll < ~ .  

Es ist 

[(Q(x), a~l} - {A (x), ~zA~l} I = [ {Q(x), ~ 1 )  - {Q(x), e}l + 

+ j (A (~), ~ g) -- ~A (~), ~ A ~ 1) J ----< ~ (1[ Q (~) Ii + ~A (x), ~ ) ) .  

Dabei  haben wir die Fastposi t ivi tgt  yon A (x) ausgenutzt .  Gleichung (3) folgt 
unmit te lbar .  

Wir  zerlegen 

(4) Q (x) ~- Q (x)0 + b (x) ~x 

Z. Wahrschein l ichkei t s theor ie  verw.  Geb., Bd. 4 12 
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WO 

(5) (Q (x)o, ]) : ~ ] (y) Q (x, dy) 
X -  {x} 

ist. Well Ax/ (x )  = 0 ist, gilt  

(Q (x), Axl) = (Q (x)0, A d } .  

Sei ~ das im Zusatz  zu (iii) definierte Netz  und  sei ~ e ~5 so gilt 

(6) ( A  (x), (Yi - -  x~) (yg --  xk) q~) 

G G  
= (r~(x) + (Q(x)o,  (yi-:c~)(y~-x~)qJ~x - ~ ~ ) 

(y, - x~) (y~ - zk) - Gr 
+ (Q(x)o, q~ ~ 

Man schliel~t daraus,  ~hnlieh wie oben ffir alk (x) dab die Matr ix  

f ? -~  e , ~ (Y) ~, (Y) a ~  (x) - -  ~ (y) Q (x, dy) 
X-  {x} 

posi t iv semidefinit ist. 
(ii) ~ (iii). DaB A ein stetiger Opera tor  ist, folgt aus t t i l fssatz 3. 
Sei ~ ~ C (X), so bezeichnen wit  die Res t r ik t ion  yon / au f  X - -  {x} wieder m i t / .  

Sei umgekehr t  ] ~ C, (X - -  {x}), so setzen wit  I auf  x durch I (x) ---- 0 fort  und  er- 
ha l ten  eine stetige Funk t ion  a u f X ,  die wir wieder mi t  ] bezeichnen. 

Wi t  definieren das posit ive MaB P (x) auf  X --  {x} indem wir fiir / ~ C, (X - -  {x}) 
setzen: 

( P  (x) , /~ = (Q ( x ) , / / T x ) .  

A~s 1 ~ C , ( X  --  {x}),  Ill <-- ~ folgt 

I ( P ( x ) , l } l  ~ I ( P ( x ) , l ) l  ___ (Q(x) ,  1 ) .  

Somit  ist ~ ,  integrierbar  bezfiglich P (x). Sei 

l e E ( U ) , l ( x ) = O ,  3 j ( x ) = 0  fiir i = l , . . . , n  

so ist Ill ~ C T x  (Hilfssatz 2) und  dami t  ebenfalls P(x)- integr ierbar .  Sei ~ das im 
Zusatz  zu (iii) definierte Netz,  so gilt 

( P  (x), l> = l im ( P  (x), (1 - -  ~) l~-  

Man schlieBt daraus  

( P ( x ) , / )  -~ ( Q ( x ) o , / / ~ z ) .  

Setzen wir noch 

s~k (x) = ~ (x) - -  (Q (x)0, $~ ~ / T x ) ,  

so erhal ten wir nach kurzer  l~echnung die Behauptung .  
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(iii) ~ (i). Wir  mfissen noch zeigen, dab A fast  posi t iv ist. Das  folgt aus der 
Bemerkung,  dab / ~  E ( U ) , / ( x )  = 0 , / >  0 das Verschwinden der Ablei tungen 
ai/(x) nach sich zieht. 

Zusatz  zu (ii). Die ersten drei Gleichungen kSnnen unmi t t e lba r  verifiziert 
werden, ebenso 

<Q(x),/> = <A (x), T~/> 

f~r / ~ E (U), / (x) = 0. Sei nun  g e C (X), g (x) = 0 dann  gibt  es nach der Folge- 
rung 2 aus Hilfssatz 1 ein ]1 e E (U) mi t  II/1 - -  g iI < e. Setzen wit  / = / 1  - - / 1  (x), 
so ist ](x) = 0 und  I ] / - -  gll ~ 2 e. Daraus  folgt, dab <Q(x),/> durch A(x)  ein- 
deutig be s t immt  ist fiir alle / e C (X) mi t  /(x) = 0. Sei nun  / eine beliebige Funk-  
t ion aus C (X), so zerlegen wir 

1 = (1 - l(x) 1) + l(x) 1 

und erhal ten 

<Q(x) , l>  = < Q ( x ) , / - / ( x )  1> ~ - / ( x ) < Q ( x ) ,  1>. 

Sei Q' ein anderer  posi t iver  stet iger Opera tor  C (X) -+ C (K) mi t  

<Q' (x), 1> - -  <A (x), Tx />  

f f i r / e E ( U ) ,  l(x) = 0, so gilt  ffir l e  C(X) 

<Q (x) - Q' (x), 1> = /(x) <Q (x) - Q' (x), 1> = a (x) <~x, 1} 

mi t  a(x) = <Q(x) - Q'(x) ,  1>. 
Well wit  gezeigt haben,  dab (i) und  (ii)/~quivalent sind, kSnnen wir auch Q (x) 

gem~B dem Beweis yon (i) so w/ihlen (Gleichung (2)), dab 

<A (x), T~/> = <Q(x),/> 

ist fiir alle / e E (U). DaB dadurch  Q (x) eindeutig be s t immt  ist, folgt daraus,  dab 
E(U)  dicht  in C(X) ist. 

Zusatz  zu (iii). Die ersten beiden Gleichungen sind klar,  ebenso dab 

<A (x) , /> = < P ( x ) , / }  

ist ftir / e C . ( X  -- {x}) r~ E(U) .  Sei nun g e C . ( X  -- {x}), so ist 

V---= U n ( X - - T r g )  

eine offene Umgebung  von x und g e E (V). Sei K '  c V eine k o m p a k t e  Umgebung  
yon x und s > 0, so folgt aus der Folgerung 1 des I t i l fssatzes 1, dab es ein / e E (U) 
m i t t [ / - - g  ][ ----< e gibt,  das auf  K '  mi t  go f ibereinst immt,  d . h .  verschwindet .  
Somit  Tr  / c X - -  K ~ Daraus  schlieBt man,  dab P(x)  durch die Wer te  <A (x),/> 
mi t  / e E(U)  (~ C, (X  -- {x}) eindeutig festgelegt ist. DaB s ~  (x) sich in der ange- 
gebenen F o r m  durch A (x) ausdrfickt,  rechnet  m a n  unmi t t e lba r  aus. 

(ii) m i t  Zusatz  ~ (iv). Wir  denken uns Q (x) so gewahlt ,  dab 

<A (x), Tx l> = <Q(x), t> 

ist ffir alle ] ~ E(U).  Daraus  schlieBt man / ihn l i ch  wie oben beim Beweis (i) ~ (ii), 

12" 
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d~B 

is//fir alle / e E (U). Aus 

A x I =  ~ 1 -  ~ " 1 (x) ~ / ~ , ,  

folgt nach kurzer gechnung die Behauptung. 

(iv) , (i) trivial 

(iv) ~ Zusatz (iv). ~hnlich wie (ii) ~ Zusatz (ii). 

B e i s p i e l .  Wir betraehten unter den Voraussetzungen von Satz 1 den folgen- 
den fast positiven Operator: 

A/(x) = :,(x)/(x) + ~3~(x)a~/(z) + ~ ~ ~ ( x ) a ~ k l ( x )  + Tl(x) 

wo ~(x),/5~ (x), 7t~(x) stetige reellwertige Funktionen yon x, die Matrix yt~(x) 
positiv semidefinit und T ein positiver Operator yon C (X) in C (K) is/. 

Wir bereehnen die in den Darstellungen (ii) und (iii) vorkommenden GrSBen. 

c (x) = ~ (x) -t- ( T (x) , 1) , 

mi(x)  = ill(x) + ( T ( x ) ,  ~ )  , 

, $ Z ~ ) ,  

/fir / e E (U), falls Q (x) so gewi~hlt wird, dab (Q (x) , / )  -- (A (x), Tx / )  is/ft ir  alle 
/eE(U), 

s ~  (x) = ~ k  (x) , 

( P ( x ) ,  I )  =- ( T ( x ) ,  1) 

fiir [ e C, (X -- {x}). 

Satz 2. Sei K c U Icompalct, U c Y2 eine o~ene Umgebung von K und H c E (U) 
ein linearer dichter Teilraum. Sei (A ~) aeA eine Famil ie  yon last positiven Operatoren 
yon H in C(K)  und sei /i~r jedes /este ] e H die Zahlenmenge 

{ll A~/II (g): ~ ~ A} 

beschriinlct. Dann is/[i~r jede tcompalcte Umgebung L c U von K die Zahlenmenge 

{1] A~/][ ( K ) : 2 e A , / E H ,  []1]]~ ~< 1} 

beschr~nkt. Die A z  sind also gleichgradig stetig bezi~glich der von E (U) in H indu- 
zierten Topologie. 

Beweis: Es geniigt offensichtlieh die folgende Behauptung (.) zu zeigen: 
(.) Sei x ~ K ein /ester Punlct, sei L c U eine lcompalae Umgebung vou K .  Dann  

gibt es ein ~ > 0 und ein C ~ 0, so daft 

IA~I(y)I < Cll/ll~ 

is/[i~r alle / e l l  , y e K , [ y - -  x] ~ ~ , ,~ ~ A . 
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Wi r  beweisen zun/ichst  die 

Hi l fsbehauptung 1. Es gibt zwei Zahlen ~1 >= 0 und B >= 0 und zu jedem y ~ K 
mit  ] y x I ~ ~1 eine Famil ie  i - -  (~v)i = o.1 ..,n aus H,  so daft 

V~(Y) = 8~o, 

a i 
k %(Y) = 5 ~ ,  

[, ~ I{L <= B,  

Ii &v~ ~:, I{ (K) <= B 

ist /iir y ~ K ; ] y - -  x I <= 51;i = O, 1 . . . . .  n ; k  : 1 . . . . .  n und ),~ A .  
Seien /o , /1  . . . .  , [n F u n k t i o n e n  aus E(U) ,  so setzen wir  <iox l) i:o(x)) 

S fro, h ,  . . . ,  I~ ;x) = 

(x) ~1 ~ (x) . . .  ~ /~  (x) 

Sei ($Oi=l,...,n ein Satz  yon  Koord ina t en funk t ionen  aus E ( U )  im P u n k t  x. 
Wi r  setzen ~0 ~ l .  

Dann  is t  
S($  o . . . . .  Sn;x) -~ E 

die E inhe i t sma t r ix .  Sei T eine Matr ix ,  so definieren wir IIT ]] = m a x  ~ ] Tik I" Es 
i k 

gib t  ein dl > 0, so dab  

Ii s ( r  . . . ,  r  - Eli  _-<. } 

i s t f / i r y e K ,  l y - - x l  <=~1. 
Weil  H d ich t  in E ( U )  ist,  g ib t  es F u n k t i o n e n  $~*, i ---- 0, 1 . . . .  , n aus H m i t  

If S($o*, . . . ,  Sn*;y) __ S($o . . . .  , Sn;y) l I <= 

f f i r y e K ,  l y - x ]  =<5 i .  
Es is t  also 

f f i r y e K , [ y - -  x! <--_81. 
W i t  setzen 

!r S($~ ~ * ; y )  - -  Eli ~ �89 

T(y)  = S($O*, . . . ,  Sn*;y) - :  . 

Es is t  

Jl T ( y )  - -  Ell  _-< 1/2/(~ - -  1/2) _ 

und 
II T (y)II =< 2 .  

VVir setzen fiir y ~ K ,  ] Y - -  x l <~ 81 
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und finden 
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S(U~ = T(y)S(~O*, . .  ~n*;y) = E ,  

II ~ ]lL <= ~ l Ti~(y) II ~k* HL <= 2max  ]1 ~l* HL, 
i 

]I A~U~ H (K) g 2 max ]] A~ ~** il (K).  
i 

ttflfsbehauptung 2. Sei (Tx)xeK eine Familie yon Funlctionen aus E (U), wo ~[! x 
Majoranten/unktion im PunIct x und x e K -* ~ ,  e E ( U) stetig ist. Dann gibt es ein 

> 0, 0 <: ~ ~ 81 und eine Konstante C1 und zu jedem y e K mit ]y -- x! ~ 
eine Funktion ~v e H mit 

~(y) = o, 

T~ ~ 2 ~ ,  

(A~(y), ~y} g C~ !/~r ~e  A.  

Zu jedem e ~ 0 gibt es eine Zahl ~ (e) ~ 0, so dz~ 

(s) = t~, 

I ~(U)l-<-~, 

ist ffir y e K ,  lY - -  xl ~ (5(s). 
Wir wi~hlen T* e: H,  so dal~ 

ist und setzen fiir y e K,  I Y -- x I ~ • (s) 

Es ist ~y (y) ~ 0 und O~ ~u (Y) - 0 .  
Man rechnet aus 

II Ty  -- q~y[IL <= 2~(I -~ (n ~- 1) B) 

und folgert daraus nach Hilfssatz 2 

I T y - - c f y l  g 2 s ~ ( i  + ( n - ~  l ) B ) . T y  

Wir w~hlen nun s so klein, dal~ der Faktor  von Ty auf der rechten Seite ~ �89 
wird und setzen ~ (e) gleich ~ fiir dieses e. Man erh~lt 

fiir y e K ,  [y -- x I ~ ~. Der Rest der Hilfsbehauptung folgt dutch einfache Ab- 
sch~tzung. 

Wit vollenden nun den Beweis von (,). 
Sei ] e H, so zerlegen wir 

! = !(y)v ~ + ~ 0,!(y)v~ + Fy. 
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Aus der Ungleichung 

][Fy[]L <= I[/[]L(1 + (n + 1)B) 

gewinnt man mittels des ttilfssatzes 2, dab 

=< 2~(1 + (n + 1) B)]I/I]~y 
ist. 

Somit 
]<A~(y),Fy>[ < C12~(1 + (n + 1)B)][/[IL. 

Der Rest der Behauptung (,) folgt aus Hilfsbehauptung 1. 

Folgerung 1. Sei U c [2 ogen, H ein linearer diehter Teilraum von E(U) und 
(A~)~zA eine Familie fast positiver Operatoren yon H in C(U). Dann sind die 
/olgenden vier Aussagen 5quivalent. 

(i) Die Zahlenmenge 

{[] Az/][ (g):~. e A} 

ist /iir jedes /este / ~ H und fiir jedes Kompaktum K c U beschriinkt. 

(ii) Sei K c U kompakt, L c U eine kompakte Umgebung yon K, so ist die Zahlen- 
menge 

{]]A~f] 1 (K):,~e A , / e H ,  II/]IL ~ 1) 

besehr~nkt. 

(iii) Die Az sind gleichgradig stetig bezi~glich der yon E(U) in H induzierten 
Topologie. 

(iv) Die A~ lassen sich eindeutig zu stetigen, fast positiven Operatoren A*~ yon 
E (U) in C (U) ausdehnen und die Familie (A*~)~e A ist gleiehgradig stetig. 

Folgerung 2. Sei U c [2 o]en, H ein linearer diehter Teilraum vo~ E(U) und 
A :H -+ C(U) ein/ast  positiver Operator. Dann gibt es genau einen fast positiven 
Operator A* : E ( U) -+ C ( U), der A [ortsetzt und A* ist dari~ber hinaus stetig. 

Folgerung 3. Seien U, V c [2 o~en, U c [2 kompakt und V c U. Sei A ein fast 
positiver Operator E (U) --> C (U), dann gibt es genau einen fast positiven Operator 
A v : E ( V )  -> C(V), so daft A v f  ---- A/]  V/i~r alle f e E ( U )  ist, wo I V die Restriktion 
au] V bedeutet. 

Zum Beweis betrachte m~n Hilfssatz 1. 

Folgerung 4. Sei U c [2 o~en und 0 c [2 kompakt. Sei A ein fast positiver 
Operator von Eq (U), q > 2, in C ( U). Dann gibt es genau einen fast positiven OperatorA * 
yon E ( U) in C ( U), der A/ortsetzt, und A* ist dari~ber hinaus stetlg, besitzt also die in 
Satz 1 genannten Darstellungen. 

In A gehen also auch in diesem Fall nur Ableitungen h6ehstens zweiter Ord- 
nung ein, wie wir es in der Einleitung bemerkten. 

Folgerung 5. Sei x ~ [2, seien U, V c [2 o~en und U c [2 kompakt. Sei x ~ V c U 
und o: ein in x fast positives Funktional i~ber E (U). Dann gibt es genau ein in x fast 
positives Funktional o:* i~ber E (V), das ~ fortsetzt, und ~* ist stetiff, 
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Folgerung 6. Sei U c Q o~en und H ein linearer dichter Teilraum von E ( U). Sei 
Ai eine Folge /ast positiver Operatoren yon E(U)  in C(U) und bilde A j  /iir jedes 
/ ~ Heine  Cauchy/olge in C(U). Dann lconvergiert A J  ]i~r jedes ]este / ~ E (U) gegen 
A / E C(U) und A ist ein 8tetiger, last positiver Operator von E(U)  in C(U). 

Beweis: Die Folge A J  ist fiir jedes / ~ H beschriinkt. Somi~ sind die Ai gleich- 
gradig stetig. Durch / e H -> lira Ai ]  wird ein fas~ positiver Operator A 0: H --> C (U) 
definiert, der sich eindeutig zu einem stetigen, fast positiven Operator A : E ( U )  
-> C(U) ausdehnen l ~ t .  Die A~ konvergieren gegen A ffir jedes / e  H. Da  sie 
fiberdies gleichgradig stetig sind, konvergieren sie auch gegen A ffir jedes feste 
/ ~ E(U)  ja so sogar gleichms ffir jede kompakte  Teilmenge yon E(U).  (Siehe 
[1] S. 23) 
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