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Fast positive Operatoren
Von

WILHELM VON WALDENFELS

Sei A ein linearer Operator, dessen Definitions- und Wertebereich aus reell-
wertigen Funktionen iiber einer Grundmenge X besteht. Wir nennen 4 fast positiv,
wenn aus f = 0 und f(z) = 0 folgt, dall 4f(x) = 0 ist. Ein Differentialoperator
auf der Geraden E der Form

2
0@) + m(@) o + 5 0@ oy
mit o(x) = 0 ist fast positiv. Umgekehrt konnte FELLER [3] (s. a. DYNKIN [2])
unter sehr schwachen Voraussetzungen zeigen, dall jeder fast positiver Operator
auf R vom lokalen Typ ein Differentialoperator zweiter Ordnung ist. Lokaler Typ
bedeutet, dal A4 f(x) nur vom Verhalten von f in einer beliebig kleinen Umgebung
von x abhéngt.

Unser Thema ist teils weiter, teils enger als das von FELLER. Wir interessieren
uns nur fiir Operatoren, deren Definitionsbereich aus zweimal stetig differenzier-
baren Funktionen besteht, lassen aber nichtlokale Operatoren zu und betrachten
als Grundmengen offene Teilmengen des B7, n = 1.

Der Darstellungssatz Satz 1 zeigt, daB ein fast positiver Operator die Summe
eines elliptischen Differentialoperators zweiter Ordnung und eines Integralterms
ist, in dem ebenfalls zweite Ableitungen vorkommen. Satz 2 zeigt, wie stark die
Eigenschaft der Fastpositivitdt ist. Aus schwachen Voraussetzungen folgt, dal3
ein fast positiver Operator stetig oder eine Familie fast positiver Operatoren
gleichgradig stetig ist. Der Satz zeigt weiter, dal} ein fast positiver Operator, dessen
Definitionsbereich aus ¢g-mal stetig differenzierbaren Funktionen (¢ = 2) besteht,
eindeutig auf zweimal stetig differenzierbare Funktionen ausgedehnt werden kann.
Die Ordnung zwei hingt demnach der Fastpositivitédt wesentlich an und ist nicht
erst durch die Wahl des Definitionsbereiches erzwungen.

Die erzeugenden infinitesimalen Operatoren von Markow-Halbgruppen sind
fast positiv. Das Studium dieser Halbgruppen fithrte mich deshalb dazu, mich mit
fast positiven Operatoren zu beschéftigen. Diese Arbeit ist der analytische Kern
meiner Untersuchungen [7] und [8]. Die Darstellungen des Satzes 1 fiir fast positive
Operatoren sind mehr oder weniger auch aus andern Verdffentlichungen tber
Markow-Halbgruppen bekannt (Yosina [9], Huxt [4], NEVEU [5]).

Den Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf einer Menge X bezeichnen
wir mit F(X). Eine Funktion auf X heillt positiv oder =0, wenn alle ihre Funk-
tionswerte =0 sind.

Sei y ein Funktional, das fiir reellwertige Funktionen auf X erklirt ist. Wir
nennen 4 positiv, wenn { u, f > =0 ist fir alle positiven f aus dem Definitions-
bereich von y. Ein Funktional x4 heillt fast positiv im Punkt x e X, wenn { p, f> =0
ist fitr alle f des Definitionsbereiches, die positiv sind und im Punkt « verschwinden.
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Sei Y eine zweite Menge, G c F(X) ein linearer Teilraum und 7:G — F(Y)
ein linearer Operator. 7' heilit positiv, wenn er positive Funktionen in positive
Funktionen tiberfihrt. Sei nun ¥ c X, G c F(X), T: G — F(Y), so nennen wir T
fast positiv, wenn (T'f) (y) = 0 ist fiir alle positiven f € G, die in ¥ verschwinden.

Bezeichnen wir mit 7'(y) das Funktional f e G — (T'f) (y) so ist 7' genau dann
positiv, wenn alle 7' (y) positiv sind und genau dann fast positiv, wenn 7'(y) fiir
jedes y € Y fast positiv im Punkt y ist.

Sei A eine Teilmenge von X und f € F'(X), so setzen wir

171 (4) = sup |f(2)]
zed

L =141X).

Sei X ein topologischer Raum, so bezeichnen wir mit C(X) den Vektorraum
aller stetigen reellwertigen Funktionen auf X. Wir versehen C'(X) mit der Topo-
logie der gleichméafligen Konvergenz auf kompakten Teilmengen.

Die Topologie von C(X) wird beschrieben durch die Halbnormen | | (K), wo
K alle kompakten Teilmengen von X durchliuft. Falls X ein lokal kompakter
Hausdorffraum ist, ist C'(X) ein vollstdndiger, lokal konvexer Vektorraum.

Sei f € C(X), so bezeichnen wir mit dem Triger von f, in Symbolen Tr f, den
Abschlufl der Punktmenge, auf der f nicht verschwindet. C«(X) sei der Teilraum
von C'(X), der aus den Funktionen mit kompaktem Triger besteht.

Sei £2 ¢ R» offen, so bezeichen wir mit C¢(2)(q = 0,1, 2, ...) die Menge des
stetigen und ¢-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf £ und mit C4(£2) den
Teilraum der Funktionen mit kompaktem Trager. Die Topologie von C¢(£2) wird
gegeben durch die Halbnormen

1718 = [ 1K) + 3 1 241 (K) -+

und

tor S1AB K+t S 1oud.. 20,0 (),
&k 2 iq

wo K alle kompakten Teilmengen von 2 durchlauft. Dabei ist 0;f (z) = 0f/0x; ()
gesetzt. 02() ist ein vollstdndiger, lokal konvexer Vektorraum.
Sei f € C+(£2) und U eine Umgebung von Tr f und & > 0, so gibt es ein g € C1(2)
mitTrfcUund |f — g| = e(s. [6]8. 22).
Es gilt
192K < 1 10(K) 19l (K) -

Sei X ein kompakter Hausdorffraum, der eine offene Teilmenge £ des R* ent-
hilt. Sei 2 offen in X und stimme die von X in £ induzierte Topologie mit der
tiblichen iiberein. Sei U c £ offen. Wir bezeichnen mit E(U) den Raum aller
stetigen Funktionen auf X, die in U zweimal stetig differenzierbar sind. Ist U
leer, so ist E(U) = C(X). Die Topologie von E(U) ist gegeben durch die Halb-
normen | {| =] f] (X)und || f|2(K), wo K alle kompakten Teilmengen von U durch-
lauft. Wir setzen zur Abkiirzung

1z =max ([£], | f]2(K)) -

Mit dieser Topologie ist E (I7) ein lokal konvexer vollstindiger Hausdorffraum.
Der Raum E (£2) ist nicht leer. Denn offensichtlich ist 1 € H(£2). Sei auBerdem
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f € O%(Q) und setzen wir f auf X — Q durch Null fort, so erhalten wir eine Funk-
tion aus E (). Wir werden diese Bemerkung in den kommenden Beweisen fort-
laufend verwenden.

Ist V eine offene Teilmenge von U, so ist E(U) c E(V) und die Injektion
fe BE(U)—feE(V) stetig.

Sei U c 2 offen, so bezeichnen wir mit £2(U) den Raum aller auf X stetigen
Funktionen, die in U stetig und g-mal stetig differenzierbar sind. Es ist E2(U)
= B (U) und B4(U) c E(U) fur ¢ = 2.

Hilfssatz 1. Seien U und V offene Teilmengen von 2, sei Vc U und U cQ
kompakt. Set ¢ = 2. Dann ist E2(U) dicht in E(V).

Beweis: Sei fe E(V), ¢ >0 und K c V kompakt. Wir zeigen, dall es ein
g & Ba(U) gibt mit |f — g < & und |f — glo(K) < o.

Es gibt eine offene Teilmenge W von £, so dafi

KcWecWecVcUcUcQ

ist. Man kann eine Funktion £ € B (£2) mit kompakten Triger in V finden, die
auf W gleich 1 ist, ebenso eine Funktion kg € C(X) mit kompaktem Triger in O,
die auf U gleich 1 ist. Wir zerlegen

f=1hi+ (A — hi)hz + (1 — he).

Weil fh; in Q zweimal stetig differenzierbar ist und einen kompakten Triger in
V besitzt, gibt es eine Funktion g, € £7({2) mit kompaktem Tréiger in V, so daf
[ fh1 — g1] = &/2ist (s. [6]S. 22 und 24). Da Tr f(1 — h1)he c 2 — K liegt, gibt
es ein go & B2(), dessen Triger in 02 — K liegt, mit [f(1 — h1)he — g2 = /2.
Die Funktion
g=g1+ g2+ (1 —hs)

erfiillt die zu Beginn des Beweises erhobenen Forderungen.

Folgerung 1. Seien U und V offene Teilmengen von 2, sei Vc U und UcQ
kompakt. Sei fe E(V) und K cV kompaki. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein
g e BE(O)mit|f — g| < ¢, das auf K mit | dibereinstimmd.

Beweis: Man setze im Beweis des letzten Hilfssatzes g = fh;.

Folgerung 2. Sei U eine offene Teilmenge von Q und U c Q kompakt. Dann ist
E(U) dichtin C(X).

Beweis: Man setze im letzten Hilfssatz V == fundim Beweis K = W = W =@
und Ay = 0.

Sei w € £2, sei U eine offene Umgebung von # und ¥, € B (U). Wir nennen ¥,
eine Majorantenfunktion im Punkte x, wenn ¥, die folgenden Bedingungen
erfiillt:

Yi(x) =0,
0;We(®) =0 fur ¢=1,...,n,
Y:y)>0 fir yeX,y +x,
die Matrix (930 g ()i, k-1, .., , n ist positiv definit.

Die Bezeichnung Majorantenfunktion wird durch den folgenden Hilfssatz
erklart.
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Hilfssatz 2. Set K c Q2 kompakt, U c Q eine offene Umgebung von K, (Pyplwex
eine Familie von Funktionen aus E(U). Die Funktion ¥y sei eine Majoranien-
funktion im Punkt z und die Abbildung

ze K>V, cE(U)
sei stelig.
Dann gibt es zu jeder kompakten Umgebung L von K, Lc U, ein 1 = 0, so daf
N =201

ist fiir alle x € K und f e E(U), die den Bedingungen f(z) = 0, 0;f(z) = 0,
(t=1,...,n), geniigen.

Beweis: Sei L0 das Innere von L und § der Abstand von 2 — L9 und K. Ist
also x € K und y €2 mit |y — x| < 8, so gehort y zu L0. Ist ferner y € Q mit
|y — x| = 6, so gehort y wenigstens noch zu L.

Seife B2(U),ze K,y Qund |y — z| < 9, so liefert der Taylorsche Satz

fy) =1@) + > af (@) (i — @) +
1
+ A=) 2 > (g — =) (yr — 2x) %dnf (@ + uly — @) du
0
Sei f(x) = 0, ¢;f(x) = 0, so erhilt man

W] =2 > [ — x0) (yx — 2x) | | 9:0xf | L)f 1 — u)du

Man wendet auf die Summe die Schwarzsche Ungleichung an und erhilt nach
kurzer Rechnung

(M )] <y —=[2] fl=(L)
firzeK,yeQ, |y —z| <0.
Offensichtlich gilt
(2) || = 11l
fur alle ye X.

Die Taylorsche Formel liefert weiterhin fir x € K, y € 2, |y — x| < 4, daB
=1/2> > (yi — ;) (yx — wx) 00 P () +

fl—u)zz i — 1) (g — @) - (0094 P lo + uly — @) — 883 Vo (@) du

ist.
Weil die Funktion
xe K — 0; 05V (x)
stetig ist, ist auch
uweRr,xc K — Z Zuzukazakqfﬁ(x)

stetig. Da der letzte Ausdruck fiir # + 0 streng positiv ist, gibt es ein ¢ > 0, so daB3

Z Zuiukaiak‘l’x(m) >4e
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ist fiir z € K und u € R”, |u| = 1. Endlich erhilt man

> > i — ) (yx — xx) 010k P (@) Z 4|y — 2|2

fuirxe K, ye B,
Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung findet man

| > > (e — @) (yx — @) (3:0k Pl 4 wly — x)) — 0:0; ¥ (@) |
<y —2[2(2 > (305 Polx + wly — @) — 0:0: Pz (2))2)V2.
Weil die Funktion
xeK,yeL - 0,0, ¥ (y)

gleichmiBig stetig ist, gibt es ein §’, 0 < ¢’ = 0, so dall der letzte Ausdruck
<e¢2|y—z|istfirzeK,yel, |y—2| < und 0w < 1.
Es gibt somit ein ¢ > 0 und ein §', 0 < §" < 4, so dafl

(3) Yuly) Z ely — 2

istfirzeK,yef, |ly—=x| =4

Wir wihlen eine stetige Funktion ¢ auf dem R” mit den Eigenschaften
0=<g=1, g =1fir |y| <2, py) =0 fir |y]| > &' Sei z € K, so setzen
wir

ply—=) fir yelL
%(y)z{ 0 fir yef— L.
Die Abbildung
zeK,ye X —» @y (y)

ist stetig. Die Abbildung

ze K, ye X —max (P (y), pz(¥))
ist stetig und iiberall > 0. Somit gibt es ein &’ > 0, so daf

max (P2 (y), gz () = ¢
ist fiir alle z € K und y € X. Folglich gilt
(4) Yaly) =& >0
firze K, ye X — K2, wo wir
K ={ye:ly—z| <6}

gesetzt haben.
Aus den Gleichungen (1) bis (4) folgt sofort die Behauptung.

Sei e, sei U eine offene Umgebung von U und sei ({l);~ ... , eine
Familie von Funktionen aus E(U). Wir nennen ({%);—, .
Koordinatenfunktionen im Punkt 2, wenn sie den folgenden Bedingungen gentigt:

li(z) =0,
0k i (@) = dur,

00k L5(%) =0
firi,j,k=1,...,n.



164 WILHELM VON WALDENFELS:

Sei ¥, E(U) eine Majorantenfunktion im Punkt z, so definieren wir fiir
{ € E(U) den Operator Agzf durch
f) — flo) — 2 0:f(2) Lo(y) — § T X 9:0uf (@) - E1y) LE(y)

=) 0 fir y==.

fir y £z,

Ist die Dimension n = 1, also £ ein offenes Teilstiick der Geraden, so gibt es
nur eine Koordinatenfunktion ¢, und (2 ist durch ¥, teilbar. Wir fithren den
Operator Dy ein:

Fy) —flx) —f (%) a(y)
Dof(y) = =)
)| P (@) fir y=u

fir y+2

Hilissatz 3. Sei K c 2 kompakt, U c 2 eine offene Umgebung von K, (Vz)ye r
und ((o)pex,i=1,...,n Lamilien von Funktionen aus E(U). Dabei sei Y, eine
Majorantenfunktion in Punkt x und sei ((3);—1,... , eine Familie von Koordinaten-

funktionen in Punkt x. Ferner seien die Abbildungen
ze K >V, E(U)

zre K- e B(U)
firi=1,...,n stetig.

Dann liegt Arf € C(X) fiir xe K und die Abbildung x € K — Axf € C(X) ist
stetig fiir jedes feste f € E(U). Die Ay bilden fiir x € K eine gleichgradig stetige Familie
von Operatoren von B (U) in C(X). Genauer gilt: Sei L c U eine kompakte Umgebunyg
von K, so gibt es eine Konstante C, so dof | Azf| < C|f|xist fiir alle f € B(U)

Sei 2 eine offene Teilmenge der Geraden R, so lassen sich alle fiir A, gemachten
Aussagen auf Dy iibertragen.

Beweis: Sei fe E(U). Wir zeigen, dab die Abbildung

(®, ) e KX X = Af(y)

stetig ist. Daraus folgt unmittelbar, dal A.fe C(X) ist und die Abbildung
ze K — Azf € C(X) stetig ist. Fur die Punkte (z,y) e KX X mit 2 + y ist die
Stetigkeit klar. Es bleibt zu beweisen, daBl A;f(y) gegen Null geht, wenn (x, )
gegen einen Punkt (z, ) strebt.

Sei Lc U eine kompakte Umgebung von K und  der Abstand von K und
2 — L0, Wir erinnern an Gleichung (3) aus dem Beweis des letzten Hilfssatzes.
Demnach gibt es ein ¢ > O und ein §’, 0 < §' < §, so daB

Y (y) gely—x|2

istfirzeK,yel, |[y—x| <4
Sei nun z € K fest, seien x € K und y € Q mit |z — 2] = §'/2, |y — 2| = ¢'[2
und z # y. Mit Hilfe der Taylorschen Formel erhéit man

A _ S =) m— )
=1 () % T, (y) .

1 N
{1 — ) [0:0mf (2 + uly — =) zaf Y010 CE (2w (y — x))—
0
Mézaiakf(w)alam(CQCﬁ)(W—F“(y*x))]du-
ik
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Der erste Faktor unter der Summe bleibt fir [x — y[ < ¢’ beschrinkt, der
Integrand konvergiert fiir (y, ) —> (z, 2) gleichméfBig in 0 < u < 1 gegen Null
Somit konvergiert A, (y) gegen Null fiir (z, y) — (2, 2).

Die Abschitzung | Azf] = C|f| 1 folgt sofort aus dem letzten Hilfssatz. Die
Aussagen fir D, werden wie die fiir 4, bewiesen.

Hilfssatz 4. Sei K ¢ £ kompakt. Dann gibt es Familien (¥y)y ex und
(C)seg im1... n von Funktionen aus E(Q), die im Punkte » Majoranten- bzw.
Koordinatenfunktionen sind und fir die die Abbildungen

z—>YVY,eH(Q)
=0 cE(Q)
stetig sind.
Beweis: Es gibt eine Funktion ¢ € E (), 0 = ¢ = 1 mit kompakten Triger in
£, die auf einer Umgebung von K gleich 1ist. Wir setzen
Paly)= |y —z|?e@) +1—0)
& (y) = (5 —z)ely) -

Satz 1. Sei K c Q kompakt, U eine offene Umgebung von K und U c  kompalkt.
Seien (Wo)pex und ({)peg i=1,...n Familien aus E(U). Fiir jedes feste x € K sei ¥,
eine Majorantenfunktion und (Z%); 1,...n &tne Familie von Koordinatenfunktionen
in Punkt x. Ferner seien die Abbildungen

zeK -V, eE{U)

rxe K- eB(U)
fir i =1,...,n stetig. Set A ein linearer Operator, der E(U) in F(K) abbildet,
Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) A st ein stetiger, fast positiver Operator von E (U) in C(K).
(ii) Fiirallex € Kund f e E(U) gilt

Af(x) = c(@)f (@) + 2, mi()d;
+ 42 2 0w (%) %:0uf (@) + (Q4:/) (2)

Dabei sind ¢ (x), mq(x), oy () fir i, k=1, ..., n reelle Zahlen, die stetig von z
abhingen. Die Matrix (o5 () p<1,..n St positiv semidefinit. Q ist ein positiver,
stetiger Operator von C(X) in C(K). Fiir jedes x € K ist also

Qx):fe C(X) > <(Q@), > = Qf (x)
ein positives Radonsches Mafi auf X. Die Matrix
G
{"“ﬂ / P Q)
wk=1,..n
ist positiv semidefinis.

(iii) 4 ist ein stetiger Operator von E(U) in O(K) und fir jedes fe B(U) und
x e K gilt

Af(@) = c@)f @)+ > my(x) dif (2) +
+4 zzm )8:0kf () + <P (), f — Fa) — > dif(x) C0> .
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Die Matriz (s;x(2)); g=1,..,n St positiv semidefinit. P (x) ist ein positives Mafs
auf X — {3, jur das jede Funktion | aus E(U) mit
.f(x):()y abl(z) :0; (i: 1::”)1
integrierbar ist.
Ist  eine offene Teilmenge der Geraden R, so sind (i), (i) und (iii) dquivalent mit
(iv) Fiiralle f ¢ E(U) und x € K gilt
Af(x) = c(@)f (@) + m(2)f (@) + (@ Daf) (),
wo ¢ (x) und m (x) stetig von x abhdngende Zaklen und @ ein stetiger, positiver Operalor
vor O(X} in C{K) ist.
Ferner folgen aus (1), (ii), (iil) und (iv) die folgenden Zusatze:
Zusatz zu (ii): Die Grofen c(x), mq(x) und o (x) sind van A eindeutig festgelegt.
Und zwar gilt
c(x) = (4 (), 1)
m (x) = (4 (2), b
cin(®) = (A (@), (LLh .
Das Mafi ¢(z} ist durch A bis auf einen Summanden der Form a(x) 0y bestimmi,
wo o (x) eine stetig von x abhingende Zahl und 8z:f € C(X) — {3y, f> = f(x) das
Diracmaf ist, und zwar gilt

Q@), [ =A@, Paf>
fiir alle f € E(U) mst f(x) = 0. Das Ma Q(x) kann jedoch so gewihlt werden, daf

(A@), Waf> =<Q@). 1>
fir alle { € E{U} ist. Durch diese zusételicke Forderung 18t dann @{z) eindeutig be-
stimmi.

Zusatz zu (iil): Die Grifen c(x), m;(x), sz (x) und P(x) sind von 4 eindeutig
bestimmdt. Es gilt
c(x) = (A=), 1>,
mi(x) = <A (), &by,

(P, f> = CA@), 1>
fir f € B(U) " C(X — {x}). Sei & die Menge aller pe E(U), ¢ < ¢ < 1, die auf
einer Umgebung von x gleich 1 sind und einen kompakien Trager besitzen. Beziiglich
der Relation < bildet @ ein fallendes Netz und es gilt

sip (@) = lim (A (@), (ys — @) (yx — 2x) 9> .

gped

Das Maf P(x) wnd die Matriz s;x (x) hingen demnach nicht von der Wahl der
Familien (WPa)ye x wnd (08)per,t =1, ..., nab.
Zusats 2u (iv): Die Griffen ¢(z), m(x} und @G sind esndeutiy durch A Gestimmt. Bs

gilt
c(x) =<4 (x),1),
m(x) = (A (%), e,

Q). > = A=), ¥sf>
fiir alle fe E(U) .
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Beweis: Wir zeigen den Satz in der folgenden Reihenfolge: (i) = (ii) = (iii) = (i),
(il) = Zusatz (ii), (iii) = Zusatz (iii), (ii) mit Zusatz = (iv) = (i), (iv) = Zusatz (iv).
(i) = (ii): Wir zerlegen f € E(U) in

=1 1—!—28; Cz*{‘zzzazakf(x CxCx—l‘Tx f
und wenden 4 an:

Af(@) = A (), [ =) <A (=), 1> +
+ 2, 0:f (%) <A (@), CD—I— 2. 2. 010kf () (A (@), LLLE + (A (@), Padaf .
Wir setzen
¢(x) =<4 (x), 1>,
() mi(@) = {A(2), 55>,
oir (@) = (4 (), 58 -
Daf} diese Zahlen stetig von x abhéngen, ist leicht einzusehen.

Seien a5, 4 = 1, ..., n reelle Zahlen, so ist (Z a; Z;)z eine Funktion aus E(U),
die =0 ist und in 2 verschwindet. Folglich gilt

0 =<A@), (Zmll)® = > > aiapoig(@) .

Das besagt aber, dall die Matrix ¢;z () positiv semidefinit ist.
Durch die Formeln.

feB(U) ><Q @), = <{4(),¥zf>
Qf (@) =<Q), >

definieren wir einen positiven stetigen Operator ) von E (U)in C(K). Seife E(U),
[#] = 1, soist | QF] (K) = max (A(z), Py) <oo.
zeK

(2)

Also ist @ stetig bezughch der von C(X) in E(U) induzierten Topologie. Da
E(U) dicht in C(X) ist, kann @ eindeutig zu einem stetigen, positiven Operator
von C(X) in C(K) fortgesetzt werden, den wir wieder mit @ bezeichnen.
Wir miissen zeigen, daf

(3) (@), Azf> = (A (), Ppdsf>
ist fiir alle f e E(U). Sei f € E(U)und ¢ > 0, so gibt es ein g € £ (U) mit
li—gl=e.
Es ist

Q@), Azf) — (A (), Puduf>| = |<Q @), dsf> — {Q(x), 9> | -
+|<A x),Txg>—<A( ), ¥ d xf>]§8 ” ()| + <A (), o).

Dabei haben wir die Fastpositivitdt von 4 (x) ausgenutzt. Gleichung (3) folgt
unmittelbar.
Wir zerlegen

(4) Q(x) = Q(x)o + b(z) bz

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 4 12
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wo

(5) (@@)o.f> = [ {(y) Q(=, dy)

X {2}
ist. Weil A f (x) = 0ist, gilt
{Q (@), dsf) = {Q(x)o, Auf> .
Sei @ das im Zusatz zu (iii) definierte Netz und sei ¢ € @, so gilt

(6) {A(w), (ys — o) (yr — ox) @
= o (@) + <Q(@)o, (y1 — ;) (yk;xwk)sv* Ltk S

= our (@) — <Q(@)o, (1 — @) LLLEI P>
Q@0 @ (i — =) (yky;; xr) — £50h S
— 01k () — <Q ®)0, L4 Th Py -
Man schlieB3t daraus, dhnlich wie oben fiir o5 (x) dall die Matrix

i x
o) — [ =2 E 90, ay)

X {x}

positiv semidefinit ist.

(ii) =- (iii). DaB 4 ein stetiger Operator ist, folgt aus Hilfssatz 3.

Sei f € C(X), so bezeichnen wir die Restriktion von f auf X — {«} wieder mit f.
Sei umgekehrt f € C« (X — {x}), so setzen wir f auf « durch f(z) = 0 fort und er-
halten eine stetige Funktion auf X, die wir wieder mit f bezeichnen.

Wir definieren das positive Ma3 P(x) auf X — {z} indem wir fiir fe0«(X — {x})
setzen:

P@), ) =<{Q), [Pz .
Aus fe O+ (X — {z}), [f] =¥, folgt
[<P@), | < [<P@), ] =<Q@), 1.
Somit ist ¥, integrierbar beziiglich P (x). Sei
feB(U),f(x)=0, &fx)=0 fir i=1,...,n

soist | f| £ CP, (Hilfssatz 2) und damit ebenfalls P (x)-integrierbar. Sei @ das im
Zusatz zu (iii) definierte Netz, so gilt

P@). =£13<P(x), I=a) .
Man schlieBt daraus
(Px), [y ={Q@)o,f| V.
Setzen wir noch
sik (%) = 0k (1) — <Q(@)o, (L1 W)

so erhalten wir nach kurzer Rechnung die Behauptung.
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(iii) = (i). Wir miissen noch zeigen, dafl A fast positiv ist. Das folgt aus der
Bemerkung, dall fe E(U),f(x)=0,f = 0 das Verschwinden der Ableitungen
0; f (%) nach sich zieht.

Zusatz zu (ii). Die ersten drei Gleichungen konnen unmittelbar verifiziert
werden, ebenso

Q@), ) =<4 ), Yuf>

fur fe B(U), f(x) = 0. Sei nun g € C(X), g(x) = 0 dann gibt es nach der Folge-
rung 2 aus Hilfssatz 1 ein f; e E(U) mit ||f1 — 9| = e Setzen wir f = fr — f1(%),
50 ist f(x) = 0 und || — g| = 2 e. Daraus folgt, daB {@Q(x), f> durch 4 (x) ein-
deutig bestimmt ist fiir alle f € C(X) mit f(x) = 0. Sei nun f eine beliebige Funk-
tion aus C(X), so zerlegen wir

f=—1=@)1)+f=x)1
und erhalten

z),[) =<Q@),f — @) 1>+ f(= ), 1>
Sei @' ein anderer positiver stetiger Operator O(X) — O(K) mit

Q @), > = (A@), Pal>
fiir fe B(U), f(x) = 0, so gilt fiir fe O'(X
Q@) — @), =[x){Qx) — @ @),1>=a@){ds >
mit a(z) = <{Q(x) — ¢ (x), 1>.

Weil wir gezeigt haben, dal} (i) und (ii) 4quivalent sind, kénnen wir auch ¢ (z)
gemil dem Beweis von (i) so wihlen (Gleichung (2)}, daf

ist fiir alle f € E(U). DaB dadurch @ (x) eindeutig bestimmt ist, folgt daraus, daB
E(U) dicht in C’( ) ist.
Zusatz zu (iii). Die ersten beiden Gleichungen sind klar, ebenso daf3

x), > =<{(Px),[>
ist fiir f € O+(X — {2}) " E(U). Sei nun g € O+(X — {x}), so ist
V=Un(X —Try)
eine offene Umgebung von x und g € (V). Sei K’ c V eine kompakte Umgebung
von z und ¢ > 0, so folgt aus der Folgerung 1 des Hilfssatzes 1, daB es ein f € E(U)
mit |f — g|| = e gibt, das auf K’ mit gy iibereinstimmt, d.h. verschwindet,
Somit Tr f ¢ X ~— K9. Daraus schlieft man, dall P(x) durch die Werte {4 (x), />
mit f € B(U) N C+(X — {x}) eindeutig festgelegt ist. Dab s;; () sich in der ange-

gebenen Form durch A (x) ausdriickt, rechnet man unmittelbar aus.
(ii) mit Zusatz = (iv). Wir denken uns § (x) so gewdhlt, dall

A@), Vo> =<Q ). >
ist fiir alle f € £ (U). Daraus schlieBt man ahnlich wie oben beim Beweis (i) = (ji),

12%*
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daB
(A @), PeDzf) = <Q (), Daf>

ist fiiralle f € E(U). Aus
Agf = DVaf — 31" (@) 5 Pa
folgt nach kurzer Rechnung die Behauptung.
(iv) = (i) trivial
(iv) = Zusatz (iv). Ahnlich wie (i) = Zusatz (ii).

Beispiel. Wir betrachten unter den Voraussetzungen von Satz 1 den folgen-
den fast positiven Operator:

Af(x) = @)+ 2 i) 0f (@) - § > > yir(w) 20k f () + Tf(x)

), Bi(x), yix (x) stetige reellwertige Funktionen von xz, die Matrix p ()
pos1t1v sem1deﬁmt und 7' ein positiver Operator von 0(X) in C(K) ist.
Wir berechnen die in den Darstellungen (ii) und (iii) vorkommenden GroBen.

c(@) =afx) + {T(x), 1),

i(@) = Bi@) +<T'@), 5,

o (@) = yix (@) + (T (@), LLL5

Q) fr =11 > yir) 28 Pu(@) + (T(x), s>

fiir f € E(U), falls @ (x) so gewihlt wird, daBl {(Q (2}, > = (A (%), P f) ist fir alle
feBW),

3

sik (®) = ik (@) ,
x), [ =<T@).f
fiir fe O« (X — {x}).
Satz 2. Sei K c U kompakt, U c Q eine offene Umgebung von K und H c E(U)

ein linearer dichter Teilraum. Sei (A4,),c4 eine Familie von fast positiven Operatoren
von H in C(K) und sei fiir jedes feste f € H die Zahlenmenge

{l daf[ (K):2e A}
beschriinkt. Dann ist fiir jede kompakte Umgebung L c U von K die Zahlenmenge
{l 21| (K):2e A, feH, [f], =1}
beschrinkt, Die A; sind also gleichgradig stetig beziiglich der von E(U) in H indu-
zierten Topologie.
Beweis: Es geniigt offensichtlich die folgende Behauptung () zu zeigen:

(%) Sei z € K ein fester Punkt, sei L c U eine kompakte Umgebung von K. Dann
gibt es ein 6 > 0 und ein C = 0, so daf3

|af@)| = Clflz
ist firalle fe H, ye K, |y —x| =6, e .
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Wir beweisen zunéchst die

Hilfshehauptung 1. Es gibt zwei Zahlen §1 = 0 und B = 0 und zu jedem y € K
mit |y — x| < 61 eine Familie ()i~ o 1, aus H, so daf8

i (y) = o,
i (y) = O,
Il < B,

| Azmy| () = B

ist firye K|y —a| <0130 =0,1,...,mk=1,...,nund Jed.
Seien fo, f1, ..., fn Funktionen aus £ (U), so setzen wir

fo(@) d1fo(@) ... dufo(e)
Sfo.fis.. i fn;2) = . ' .

(@) 2170 (@) ... Fnfa ()

Sei ({%);—1,..n ein Satz von Koordinatenfunktionen aus F(U) im Punkt .
Wir setzen £0 = 1.

Dann ist

S(E9, ..., En5e) = B
die Einheitsmatrix. Sei 7' eine Matrix, so definieren wir | 7'] = max >'| T |. Es
i k
gibt ein 1 > 0, so daB
180, ....¢my) — Bl =4

istfirye K, |y — z| < 6.
Weil H dicht in B (U) ist, gibt es Funktionen *,7=0,1,...,n aus H mit

firyeK, |y — x| < 01.
Es ist also

IS@EO%, ..., tv¥4sy) — B < 4

firyeK,|y — x| <4;.

Wir setzen
Ty) = 8(L0%, ..., fn¥y)~L.
Es ist
i T — B =12/(1 —1) =1
und

‘ 7@l =2.
Wir setzen fiir ye K, |y — x| < 6y
my= > Tun(y) C*
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und finden
S, ....1py) = T(y) SECO*...tn%;y) =
hmple < 2| Taly) | 0% | < 2max | *| 1,

[ Aay| () < 2max | 4;27% | (K).

Hiltsbehauptung 2. Sei (V). x eine Familie von Funktionen aus E(U), wo ¥y
Majorantenfunktion im Punkt x und x € K — ¥y € E(U) stetig ist. Dann gibt es ein
6> 0,0 <0 =< 81 und eine Konstante C1 und zw jedem y< K mit Iy —_ w] =6
eine Funktion @y ¢ H mit

py(y) =0,
Yy =29y,

Aay), > < Cy fiir Zed.
Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Zahl 8 () > 0, so daB3

d(e) = 01,
[¥z —~Pylr=e,
|Pa()] <,
[ailpx(:’/”é&‘
istfirye K, |y —a| <d(e).
Wir wahlen ¥* e H, so da
1Yo — ¥ r=¢

ist und setzen fir ye K, [y — 2| < d(e)
gy =" =P )y — 2 %Y ()7}, -

Es ist py(y) =0 und ;¢4 (y) = 0.
Man rechnet aus

[Py — gyz =2&(1 + (n + 1) B)
und folgert daraus nach Hilfssatz 2
|y — gyl <2621+ (n+1)B)- P,

Wir wihlen nun ¢ so klein, dafl der Faktor von ¥, auf der rechten Seite <1
wird und setzen 8 (¢) gleich 6 fiir dieses e. Man erhélt

$¥y =< gy

fir y e K, |y — «| < 6. Der Rest der Hilfsbehauptung folgt durch einfache Ab- .
schatzung.
Wir vollenden nun den Beweis von (%).
Seif € H, so zerlegen wir

F=1w)md + S 0f)n, + Fy.
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Aus der Ungleichung
[ Fyle =[f]z(l + (» + 1) B)
gewinnt man mittels des Hilfssatzes 2, da8
[Fy| =21+ (n+ 1) B)[ ¥y

=241 +(n 1) B)|fz oy
ist.
Somit
[<4:®), Fy>| < C124(1+ (0 4+ 1) B) | f] 5.

Der Rest der Behauptung (x) folgt aus Hilfshehauptung 1.

Folgerung 1. Sei U c Q offen, H ein linearer dichter Teilraum von E(U) und
(A2)zea eine Familie fast positiver Operatoren von H in C(U). Dann sind die
folgenden vier Aussagen dquivalent.

(i) Die Zaklenmenge
{1 427 (K):2e A}

ust fiir jedes feste f € H und fiir jedes Kompaktum K c U beschrinkt.

(i) Sei K c U kompakt, L c U eine kompakte Umgebung von K, so ist die Zahlen-
menge

{4:f [ (K):ded, fed,|f|r =1}
beschrdnkt.

(iii) Die A; sind gleichgradig stetig beziiglich der von E(U) in H induzierten
Topologie.

(iv) Die A; lassen sich eindeutiq zu stetigen, fast positiven Operatoren A5 von
E(U)in C(U) ausdehnen und die Familie (A3),. 4 ist gleichgradig stetig.

Folgerung 2. Sei U c Q offen, H ein linearer dichter Teilrawm von E(U) und
A:H — C(U) ein fast positiver Operator. Dann gibt es genau einen fast positiven
Operator A*: E(U) — C(U), der A fortsetzt und A* ist dariiber hinaus stetig.

Folgerung 3. Seien U, V c 2 offen, U c Q kompakt und V c U. Sei A ein fast
positiver Operator E(U) — C(U), dann gibt es genau einen fast positiven Operator
Av:E(V) = C(V), sodap Ayf = Af|V fir alle f ¢ E(U) ist, wo | V die Restriktion
auf V bedeutet.

Zum Beweis betrachte man Hilfssatz 1.

Folgerung 4. Sei U c Q offen und U c Q kompakt. Sei A ein fast positiver
Operator von E4(U), g = 2,in C(U). Dann gibt es genau einen fast positiven Operator A*
von B (U) in O(U), der A forisetzt, und A* ist dariiber hinaus stetig, besitzt also die in
Satz 1 genannten Darstellungen.

In 4 gehen also auch in diesem Fall nur Ableitungen héchstens zweiter Ord-
nung ein, wie wir es in der Einleitung bemerkten.

Folgerung 5. Sei x € 2, seien U, V c Q offen und U c Q kompakt. Sei xcV cU
und o ein in @ fast positives Funktional iiber E(U). Dann gibt es genau ein in x fast
positives Funktional «* iiber E(V), das o fortselzt, und o* ist stetig.
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Tolgerung 6. Sei U c Q2 offen und H ein linearer dichter Teilraum von E (U). Sei
Ay eine Folge fast positiver Operatoren von E(U) in C(U) und bilde A;f fir jedes
f € H eine Cauchyfolge tn C(U). Dann konvergiert A;f fiir jedes feste f € E (U) gegen
Af e C(U)und A ist ein stetiger, fast positiver Operator von E (U) in C(U).

Beweis: Die Folge 4;f ist fir jedes f € H beschrankt. Somit sind die 4; gleich-
gradig stetig. Durch f € H — lim 4;f wird ein fast positiver Operator 4o: H — C(U)
definiert, der sich eindeutig zu einem stetigen, fast positiven Operator A:E(U)
— C(U) ausdehnen laBt. Die 4; konvergieren gegen A4 fiir jedes fe H. Da sie
iiberdies gleichgradig stetig sind, konvergieren sie auch gegen A fiir jedes feste
fe E(U) ja so sogar gleichmifBig fiir jede kompakte Teilmenge von E(U). (Siche
[1718S. 23)
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