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Eine Diskrepanzabschitzung fiir stetige Funktionen

Wilhelm Fleischer

Im Jahre 1970 erschien zur Theorie der C-Gleichverteilung eine Arbeit von
Hlawka [2], in der als Hilfssatz 6 eine Ungleichung bewiesen wurde, welche sich
auch fiir Diskrepanzabschitzungen auswerten 1dt. Beziiglich der hier beniitzten
Definitionen aus der Theorie der Gleichverteilung sei der Bericht von Cigler-
Helmberg [1] angefiihrt, fiir Sitze iiber das Wiener-Integral das Buch von Ito-
McKean [3].

Gegeben sei der Raum W der reellwertigen und stetigen Funktionen x(t),
definiert iiber dem Intervall I* =[0, 4+ o0). Weiters sei W mit dem Wienerschen
MafB u,, ausgestattet. Es gilt dann die oben erwdhnte Ungleichung
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Dabei ist m eine beliebige ganze Zahl ungleich Null und n eine natiirliche Zahl.
Mit Hilfe von (1) soll die Diskrepanz

D(x, T)= SI}p
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abgeschiitzt werden, wobei I ein Teilintervall [«, §) von [0, 11, ¢, die charakteri-
stische Funktion von I, {x(t)}=x(t)—[x(¢)] und 1 das Lebesguesche Maf auf
[0, 1] bedeutet.

Ist nun w(T) eine reeliwertige Funktion auf I* mit

1 T
w(T) log T
gleichmdBig stetig fiir hinreichend groBes T, dann gilt der folgende

Tlim o(T)=+ow und

Satz. Fiir . -fast alle x aus W ist

TD(x, T)=0()/ T log T w(T)).

Hilfssatz 1. Es seien ¢(T) und y(T) zwei reellwertige Funktionen auf I,
so daf e(T)|ET, Y(T) beschrinkt und ¢(T) sowie TY(T) gleichmifig stetig
Sfiir hinreichend grofes T ist. Dann ist auch die Funktion @(T)y(T) gleichmdifis
stetig fiir hinreichend grofies T.

Beweis. Wegen
le(T) Y (T)— @ (T") y(T")|
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ist schon alles gezeigt. Jetzt bilde man den Raum P der reellwertigen und stetigen

Funktionen f iiber dem R' mit Periode Eins sowie von beschrinkter Schwankung

und normiere P durch || fi|= sup |f(&)]. Fiir festes x aus W ist dann durch
0<es1

L(x,71f)=§f(x(t))dt—T§f(Z§)d€ )

ein beschrinktes lineares Funktional tiber P definiert.

Hilfssatz 2. Es ist fiir jedes x aus W
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Beweis. Es sei faus P, || || =1 und x aus W. Die Fourierreihe von f konvergiert
gleichmiBig gegen f; somit

Lix, T,f)= Y a, jTeZ”i"’x(’)dt, daa,= jlf(f)dé. ®)
0
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Dabei seien a,, die Fourierkoeffizienten von f.
Wegen der Schwarzschen und der Besselschen Ungleichung (aus || /]| <1

1
folgt | f2(¢)d&=1) kann (5) durch den letzten Ausdruck in (4) nach oben abge-
0

schitzt werden. Da dieser Ausdruck von f unabhéngig ist, folgt schon die rechte
Seite von (4). Anderseits kann die charakteristische Funktion eines Intervalles
I<[0, 1] (periodisch fortgesetzt) durch Funktionen f aus P mit | f|| =1 punkt-
weise approximiert werden. Das ergibt aber unmittelbar auch die linke Seite
von (4).

Hilfssatz 3. Fiir festes x aus W ist die Funktion T— ||L(x, T)| gleichmdfig
stetig fiir T >0,

Beweis. Aus (3) erhidlt man fiir | f|| <1

|L(x, T, /)= L{x, T', H=2|T-T"]
und somit
LG, T =L, TS I L(x, T)—Lx, T)| £2|T—T'].

Im folgenden Hilfssatz soll nun die Ungleichung (1) ausgeniitzt werden.

Hilfssatz 4. Ist 6>0 beliebig und m=+0 ganz, so gilt
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T
Beweis. Setzt man y, (x)= f e?mimx gy so folgt fiir beliebiges ¢>0 aus (1)

>25}) <2~ 02mmAT, (6)
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und daher a2
u[eelym(x)l du,(x)<2¢° T/2n2m? (7)

Mit reellem p sei jetzt die Menge
A= {xe W|etlym® > gp E gt lm(®| d,“w(x)}
gebildet. Aus "
femldu,ze [ el dp, - p,(4) folgt p,(A)<e™".
w w

Wegen (7) ist die Menge
1
{erHym(x)|>—8—(p+1og 2462 T/2n7 mZ)} ®)

in A enthalten und folglich auch deren MaB kleiner oder gleich e™”. Wird jetzt
in (8) e=62n*m?/T und p=25622n2m*/T~log2 gesetzt, dann hat man schon
die Ungleichung (6).

Hilfssatz 5. Wird y =272 6% gesetzt, dann ist
s 2 2
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m=*0

Beweis. Ersetzt man in (6) die GroBe 6 durch 5]/71"_ /\m|%, so wird die linke
Seite von (9) nach oben abgeschitzt durch
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1
was aber (9) bedeutet.
Beweis des Satzes. Wegen der Hilfssdtze 2 und 5 ist mit C=1/8(@3)

n,(fxe W ||Lix, T)| > C YT Sde™? (1+-1—+ 514)

Es sei nun # >0 beliebig und d=#/log T (T). Somit ist
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Wegen Tlim w(T)= +oo ist fiir T=T(n) die Funktion w?*(T) groBer oder gleich

14y 1 1
—7— und <1+—5T+§1-_) §2

I Lx, D
V' Tlog T w(T)

p({xeW|d(x, T)>n C)<38

Mit &(x, T)= gilt daher fiir alle T = T(n)

T1+n :
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Somit ist
Ji({Té T@m)|®(x, T)>n C})du,(x)
0 a0 1
= | p,({xeW|d(x, T)>n C})dT<8 | T dT< + oo
T(n) T
und daher fiir p -fast alle x aus W
AM{T|®(x, T)>n})< + 0. (10)

L4Bt man # eine Nullfolge durchlaufen, so folgt fiir u -fast alle x die Beziehung
(10) fiir jedes 5 >0. Beachtet man jetzt die Voraussetzungen iiber w(7T) sowie
die Hilfssdtze 3 und 1, dann folgt aus der gleichm&Bigen Stetigkeit von @(x, T)
fir hinreichend groBes T die Beziehung Tlim @(x, T)=0 fiir u,-fast alle x aus W.

Nun liefert aber Hilfssatz 2 schon die Behauptung und alles ist gezeigt.
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