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f i b e r  die C - G l e i c h v e r t e i l u n g  v o n  M a B e n  

KLAUS SCHMIDT 

w 1. Grundbegriffe und Bezeichnungen 
Ist X eine lokalkompakte, additiv geschriebene, abelsche Gruppe, so bezeich- 

nen wir mit 2 die Gruppe der Charaktere in der tiblichen Topologie. Erfiillt X 
das zweite Abz~ihlbarkeitsaxiom, so gilt das auch far X. 

Ffir ye2 und xeX werden wir statt y(x) immer (x, y) schreiben. Mit R bzw. 
Z bezeichnen wir die additive Gruppe tier reellen bzw. ganzen Zahlen. T sei die 
Torusgruppe R/Z. 

Die Menge der stetigen, komplexwertigen, beschr~inkten Funktionen auf X, 
versehen mit der Maximumsnorm, nennen wir C(X), die Menge der positiven, 
normierten Radonmage auf X in der schwachen Topologie M(X). X ist hom/5o- 
morph zur Menge aller degenerierten Mage Px in M(X). Ist #~M(X), so bezeich- 
hen wit mit ~t alas dutch ft(f)=~f(-x)d#(x) definierte Mag und mit/~(') die 
Fouriertransformierte von #. Fiir die Faltung zweier Mage # und v schreiben 
wir # �9 v. 

Erfiillt X das zweite Abz~ihlbarkeitsaxiom, und ist l/r(-) eine Funktion in 
1 

C(X) mit r(0)= 1, l=<r(y)< 0% und lim - - = 0 ,  so wird dutch 

1]~1 (Y) -- ~2 (Y) I Definition 1. dr(#1, #2)=sup , eine Metrik in M(X) definiert, 
r(y) 

die die schwache Topologie induziert, und bezfiglich der M(X) vollst~ndig ist 
(s. Es]). 

w 2. C-Gleiehverteilung und Diskrepanz 
X und G seien im folgenden immer lokalkompakte abelsche Gruppen, X 

erfiille das zweite Abz~ihlbarkeitsaxiom, und G sei a-kompakt. (Viele der folgen- 
den S~itze werden auch unter schw~icheren Voraussetzungen richtig sein, ohne 
dab jedoch darauf hingewiesen werden wird.) 

I sei eine nach oben gerichtete Indexmenge. 
Es sei welter ein ,,Summierungsverfahren" C = {v~, cr ~ I} c M(G) gegeben. 
{#g, geG} sei eine meBbare Funktion yon G in M(X). 

Definition 2. 6~ = ~ #g dye(g). 

Das Integral ist als Lebesgue-Integral in der schwachen Topologie aufzufassen. 
Offensichtlich gilt: a~M(X). 
In Verallgemeinerung der klassischen Definition (s. [-2]) sagen wir: 

Definition 3. Besitzt {as} einen H~ufungspunkt #, so heiBt # C-H~iufungsmaB 
yon {#g}. Gilt sogar lira o-~= #, so heiBt # C-VerteilungsmaB yon {#g}. 
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Ist X kompakt und 2 das C-VerteilungsmaB von {#g}, so heiBt {#g} C-gleich- 
verteilt. 

Als vorl~iufige Antwort auf die Frage nach der Existenz von C-H~iufungs- 
magen erhalten wir: 

Satz 1. Ist {#g} relativ kompakt, so auch {o-~}. 

Beweis. Aus der gleichm~il3igen Straffheit der #g folgt die gleichm~iBige Straff- 
heit der a~ und damit ihre relative Kompaktheit. 

Definition 4. Unter der Diskrepanz d,(e, #) von {#g} in bezug auf # verstehen 
wir d, (a, #) = d, (a~, #). 

Satz 2. lim dr(a, #)= 0 gilt genau dann, wenn # das C-Verteilungsmafl yon {#g} 
I 

ist (s. [51). 
Folgende S~itze lassen sich zum Teil unmittelbar, und zum Teil wie in [5] 

zeigen: 

Satz 3. Hat {#g} das C-Verteilungsmafi # und ist p~M(X),  so hat {p * #g} das 
C-Verteilungsmafl p * #, und fiir die Diskrepanzen gilt: 

d~(~, #) > d~ (a, p �9 #). 

Satz4. Hat {#g} das C-Verteilungsmafi # und die Diskrepanz d~, so hat die 
Folge der zugehdrigen Poissonmafie expn(pg) (H ist eine kompakte Untergruppe 
yon X )  das C-Verteilungsmafl expH(#), und fiir d~, die Diskrepanz dieser Folge, 
silt: 

c1" d~(a, #)<d2(a, exp,/(#))_< d~(e, #)- c2 ffir geeignetes cl, c2>0.  

Satz 5. Ist fiir alle g e G dr (#(gl), #~2))< e, und sind d~ bzw. d 2 die entsprechenden 
Diskrepanzen, so ist fiir jedes # e M ( X )  auch 

Ida(a, #) - d~ (a, #)1 < ~ . 

Satz 6. Ist lim v~(K)=O fiir alle kompakten Mengen K in G, und sind {#~1)} und 
I 

{#~2)} zwei Funktionen mit lim (1) (2) g-~ ~o (#g - #g ) = O, so folgt fiir die zugeh6rigen Diskre- 
panzen: 

l ip  (d~ (c~, # ) -  d~ (c~, #))= 0. 

Satz 7. Ist a ein beliebiges, komplexes Radonmafi auf X und f = 8 seine Fourier- 
transJormierte, so erhalten wir fiir jede Funktion {#g} mit der Diskrepanz dr(a, #) 

l a ~ ( f ) - # ( f ) ]  _-<dr( c~, #)" S r(y) d lal (Y). 

Dieser Satz entspricht dem Satz yon Koksma in der klassischen Gleichver- 
teilung. 

Korollar. Erfiillt auch Gdas  zweite Abziihlbarkeitsaxiom, und ist R( ' )  eine 
Funktion auf G, die die Bedingungen yon Definition 1 erfiillt, so k6nnen wir, JF~r 
gegebenes OeM(G), dR(a, O)=dR(Va, O) bilden. 

Es sei (fig ( ~ -  [l (y))fiir jedes y ~ X Fouriertransybrmierte eines komplexen Radon- 
mafles ay auf G. 
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Dann ist 
I ~ (y ) - / ) (y ) l  <dR(C~, 0). ~ R(7) d layl (~), 

und daher: 
1 

d~(a,#)<dR(a,O).sup ~ R(7)dlayl(7). 

I~ ist definiert dutch: # = ~ #g d0(g). 

w 3. Reguliire Summierungsverfahren 
Definition 5. C = {v~: e s I}  heil3t schwach regul~ir, wenn fiir alle f s  C(G) und 

gEG lim [v~(f)--pg * v~(f)] = 0  ist. 

Satz 8. Ist C schwach reguliir, so gilt: 

1. F~r jede kompakte Menge K in G ist lim v~(K)= O. 
2. Ffir jede auf G definierte stetige, fastperiodische Funktion h(') ist 

lim ~ h(g) dye(g)= M(h) (M = Mittelwert). 

Beweis. 1. Sei f6C(G) mit 0___<f=l, f = l  auf K und f = 0  augerhalb einer 
offenen Menge L, die K enth~ilt, und deren AbschluB kompakt  ist. 

1 6 
Sei nun l imsupv,(K)=6>O. Wir w~ihlen n mit --~<-~- und gl...gn mit 

{gi+L}c~ { g j + L } =  0 ftir i~-j, weiters ein ~o mit V~o(f(g+gi))> ~ fiir i=  1...n. 

Dann ist aber offensichtlich V~o(G)> 1, was nicht m6glich ist. 

2. Betrachtet man ~(3)), 7~G, so gilt: lira ~ ( 7 ) = 0  fiir y:~0. 

Auf der Bohrkompaktifizierung yon G streben die Mage daher schwach gegen 
das Haarmal3. 

Korollar. Ist X kompakt, C schwach reguliir und {pg} stetig und fastperiodisch, 
so existiert ein C-Verteilungsmafl. 

Definition6. {v~, aEI} heil3t asymptotisch gleichverteilt, wenn fiir alle g6G 
lira Hva--pg * v~H = 0  ist (s. [3]). 

Wir nennen C dann auch stark regul~ir. (ll" It bedeutet die tibliche Norm auf 
den Radonmagen.) 

Satz 9. Ist C = {v~, aeI} stark reguliir, so ist sowohl C, aIs auch C'= {v~ �9 ,7~, aeI} 
schwach reguliir. 

Beweis. Es soll nur die schwache Regularit~it von C' gezeigt werden: 

[SI f (g l -  g2 + g) dye(g1) dv~(gE)- SI f (g l -  g2) dye(g1) dye(g2)[ 

= ]S(Sf(gl-g2) dye(g1)-~f(gl-g2)dv,  �9 Pg(gl))dv=(gg[ (fe C(G)) 
Der in Klammern stehende Integrand ist eine stetige, beschr~inkte Funktion in 
g2, und daraus folgt die Behauptung. 

Beispiele. 1. Ist A = (ank)n = 1, 2 . . . . .  k= 1, 2 . . . .  eine positive, stark regul~ire Toeplitz- 

h -- anlk[ matrix, so ist sowohl A als auch B=(b~k) mit ~ ' ~ k - - ~  stark regular ftir X =  T, 
I = N , G = Z .  
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2. Auf jeder lokalkompakten, a-kompakten, kommutativen Gruppe G gibt 
es eine Folge von offenen Mengen H, mit kompaktem AbschluB, ffir die 

{ 1 t v,: v , ( f )=  2(H,) Sf(g)dA(g) stark regul~ir ist (s. [1], 18.13). Fiir G = R  kann 
~/. ) 

man etwa H, = ( -n ,  n) nehmen. 

3. Ist G kompakt, so ist eine Folge stark (bzw. schwach) regul~ir, wenn sie in 
der starken (bzw. schwachen) Topologie gegen 2~ strebt. 

w 4. Der Hauptsatz der Gleichverteilung fiir kompakte Gruppen 

X sei kompakt und es seien welters noch erffillt: 
A. {#g} sei stetig auf G 

C1= {v~, ~ I }  sei schwach regul~ir 
C2 = {p,, ]3s J} habe die Eigenschaft, dab lim pr * ~,({0})=0 ist 

beziehungsweise 
B. {#g} sei megbar auf G 

C1 = {v~, c~eI} sei stark reguliir 
C2 = {p,, fie J} babe die Eigenschaft, dab lira p, �9 ~f({0})= 0 ist. 

Ist A oder B erfiillt, so gilt: 

Lemma 1. 

lim S d v~ (g)S f~g-h (Y)dp, (h)= l ip SS flg-h (y)dv~ (g)dp, (h)= lim S/)g (Y)dv, (g), 

falls einer der Limiten existiert. 

Lemma 2. 

IS dv~(g) S/)g-h (Y)dpp(h)] 2 <S dye(g)SS/)g-h (Y)))g-~ (Y)dpp(h)dpB(l) 

(h,l):her 

- S f~g-h +t (Y) fZg (y) d v~ (g)} dp, (h) dpp (l)[ 

+[ SS Sf~g-h+l(Y)f~g(y)dv~(g)--Zl-h(y)dp'(h)dpt3(l)l 
(h, l): h ~  I 

+l SS "~l-h(y)dpt~(h)dp,(1)[ �9 
(h, /): h~ l  

Satz 10 (Hauptsatz der Gleichverteilung fiir stetige Funktionen). {#g} sei ste- 
rig. Fiir jedes h:t:O in G habe {#g+h * ~g} das C1-VerteilungsmaJ3 Zh, und C 1 sei 
schwach regulgtr. Gibt es ein C 2 = {pp * ~ :  fl6J}, mit lira pp ,  t3p {0} =0, beziiglich 
dessen {%} gleichverteilt ist, so ist {#g} Ct-gleichverteilt. 

Beweis. Nach Lemma 1 und 2 gilt: 

[lira S/~g (Y) dve(g)l 2 <=2p, * ~p {0} + IS zh(Y) dp ,*  pp(h)[ 

(z o wird irgendwie erg~inzt). Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir wollen nun den nichtstetigen Fall betrachten und gleichzeitig eine quanti- 
tative Absch/itzung erhalten: 
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Lemma 3. Unter den Voraussetzungen B gilt: 

a) ]~ dv~ (g) ~ f~g_ h (Y) dpr (h)-  ~ ftg (y) dv~ (g) l < J" I[ v~-  v~ * Ph I I dp~ (h) = D~ (fl) und 
lim D~ (fl) = 0. 

I 

b) [ ~ ~ {/)g-h(Y)/~g-,(Y)--/~g-h+,(Y) fig(Y)} dv~(g) dp~(h) dp~(l)l 
(h, l): h~e l  

<= ~ Ilv~-v~ * Phil dpp(h)+ pp �9 {0}. 

Satz 11. C1 sei stark reguliir und {#g} sei meflbar. Ffir C2={pp: fie J} gelte 
wiederum: lim pp �9 p~ {0} =0. Dann gilt: (C1 = {v~: c~I}) 

__< 2 + 2 �9 {0} + f �9 (h) + dr 
h * 0  

Dabei ist 
d,(z, fl)= d,(I~ z h dpp * ~(h),  2) (% wird ergiinzt) 

und 
dh(e, Zh) = d~(5 #g+h * ~g dv=(g), Zh). 

Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma 1, 2 und 3, wenn man berticksich- 
tigt, dab 

a, (J #g dv~ (g), 2) 2 < d~ (5 #g dv~ (g) �9 j ~g d v~ (g), 2) 
ist  

Dieser Satz stellt eine quantitative Fassung des Hauptsatzes der Gleichver- 
teilung dar. Insbesondere gilt also: 

Korollar. Besitzt {#g+h * #g} unter den Voraussetzungen B fiir jedes h#O ein 
G-Verteilungsmafi Zh, und ist {Zh} C2-gleichverteilt, so ist auch {#g} Cl-gleichver- 
teilt. 

w 5. Der Hauptsatz der Gleichverteilung fiir lokalkompakte Gruppen 
G sei nicht mehr kompakt  vorausgesetzt. Es 8oll untersucht werden, was pas- 

8iert, wenn man  nicht mehr annimmt,  dab {Th} gleichverteilt i8t. 

Satz 12. Es seien die Voraussetzungen A oder B erfiillt. Hat, fiir ein fest gewi~hl- 
tes #sM(X) ,  die Funktion (~g-~) * (#g+h-#) das Verteilungsmafi Zh (Zh kann nun 
auch signiert sein), und ist lim ~ ~h(y)dpp(h)=O fiir alle y 6 X ,  so ist # das C1- 
Verteilungsmafl yon {#g}. 

Bewiesen wird dieser Satz genau8o wie im kompakten  Fal l  DaB tats~ichlich 
schwache Konvergenz vorliegt, folgt aug einem bekannten Satz tiber die kompakt-  
gleichm~iBige Konvergenz 8tetiger po8itiv definiter Funktionen. 

Wir wollen nun noch feststellen, welche MaBe # bei einer Anwcndung yon 
Satz 12 in Betracht kommen:  

Sei Zh das CrVerteilunggmal3 yon {#g+h * ~g}. Da8 C2-VerteilungsmaB yon 
{zh} bezeichnen wir mit #0, und wir wollen annehmen, dab {#g} alas C1-Vertei- 
lungsmal3 # hat. 

Mit einer kleinen Ab~nderung yon Lemma 2 erhalten wir: 

I~ fig(Y)--/) (Y) dv~ (g)] 2 -<- o(1)+ ]# *~(y)- /~o (Y)I" 

Das heiBt also, dab man sich auf MaBe beschr~inken kann, ftir die # �9 ~ = #o ist. 
22b Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 17 



332 K. Schmidt: f2ber die C-Gleichverteilung von MaBen 

w 6. Der  Fal l  G = R n 

1. Sei G = R  und X kompakt. 

Wir setzen G1 = R x R. Auf G1 sei eine meBbare Funktion #g, g2 definiert mit: 

a) #gl g2eM(X) 
b) ~gh * #hl=~gl flit g<h<_l 

c) #gg=Po 

d) # g h " ~ - ] ~ h g ,  

Wir setzen: #g=/~Og. 

Satz 13. Ist C ein stark reguliires SummierungsverJdhren, beziiglich dessen 
{#g, g+h} fiir jedes h 4=0 ein Verteilungsmafl z h hat, und ist {Zh} C-gIeichverteilt, so 
ist auch {#g} C-gleichverteilt. 

Der Beweis ist nicht wesentlich verschieden gegen~iber dem im diskreten Fall, 
der in [6] gezeigt wird. 

Zwei weitere Siitze, die sich ohne Schwierigkeiten iibertragen lassen, finden 
sich in [4]. Sie lauten, gleich fiir MaBfunktionen formuliert, folgendermaBen: 

Sei G=-R", I = N  und v,,(J')=(2m)-" ... ~ f d 2  G. Wir setzen p k ( f ) =  
- - m  - m  

(2k+ 1)" Z f ( k l  . . . . .  k,) (k'~ = max (l k, I, 1)) und bezeichnen: C={Vm} und C'-- 

Dann gilt: 

Satz 14. Ist ffir jedes (tl . . . . .  t,) mit ti>O, i= 1 ... n, die Folge (kt((m x . . . . .  m,)+ 
(t a . . . . .  t,))) gleichverteilt bez. C', so ist {#g} C-gleichverteilt. 

Dasselbe gilt, wenn jede der Folgen (#(rex q, ..., m, t,)) C'-gleichverteilt ist. 
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