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Uber die C-Gleichverteilung von MaBen

Kraus SCHMIDT

§ 1. Grundbegriffe und Bezeichnungen

Ist X eine lokalkompakte, additiv geschriebene, abelsche Gruppe, so bezeich-
nen wir mit X die Gruppe der Charaktere in der iiblichen Topologie. Erfiillt X
das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, so gilt das auch fiir X.

Fiir ye X und xe X werden wir statt y(x) immer (x, y) schreiben. Mit R bzw.
Z bezeichnen wir die additive Gruppe der reellen bzw. ganzen Zahlen. T sei die
Torusgruppe R/Z.

Die Menge der stetigen, komplexwertigen, beschrinkten Funktionen auf X,
versehen mit der Maximumsnorm, nennen wir C(X), die Menge der positiven,
normierten RadonmaBle auf X in der schwachen Topologie M(X). X ist homdo-
morph zur Menge aller degenerierten MaBe p, in M(X). Ist ue M(X), so bezeich-
nen wir mit i das durch fi(f)={f(—x)du(x) definierte MaBl und mit i(-) die
Fouriertransformierte von u. Fiir die Faltung zweier Mafle p und v schreiben
WIr p % v.

Erfiillt X das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, und ist 1/r(-) eine Funktion in
C(X) mit #(0)=1, 1<r(y)< o, und lim

y=e 1 (y)
1A () — A ()]

r)
die die schwache Topologie induziert, und beziiglich der M(X) vollstandig ist

(s. [5]).

=0, so wird durch

Definition 1. d,(y,, u,)=sup , eine Metrik in M(X) definiert,
X

§ 2. C-Gleichverteilung und Diskrepanz

X und G seien im folgenden immer lokalkompakte abelsche Gruppen, X
erfiille das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, und G sei g-kompakt. (Viele der folgen-
den Sdtze werden auch unter schwicheren Voraussetzungen richtig sein, ohne
daB jedoch darauf hingewiesen werden wird.)

I sei eine nach oben gerichtete Indexmenge.

Es sei weiter ein ,,Summierungsverfahren® C={v,, ael} = M(G) gegeben.

{u,, g€ G} sei eine meBbare Funktion von G in M(X).

Definition 2. 6,= [ p1,dv,(g).

Das Integral ist als Lebesgue-Integral in der schwachen Topologie aufzufassen.

Offensichtlich gilt: ¢, M(X).

In Verallgemeinerung der klassischen Definition (s. [2]) sagen wir:

Definition 3. Besitzt {¢,} einen Haufungspunkt u, so heifit u C-Haufungsmaf
von {u,}. Gilt sogar liIm 0,= i, 80 heiBdt u C-Verteilungsmal} von {u,}.
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Ist X kompakt und A das C-Verteilungsmal von {u,}, so heiBt {u,} C-gleich-
verteilt.

Als vorldufige Antwort auf die Frage nach der Existenz von C-Hiufungs-
malen erhalten wir:

Satz 1. Ist {u,} relativ kompakt, so auch {o,}.

Beweis. Aus der gleichméaBigen Straffheit der yu, folgt die gleichméBige Straff-
heit der ¢, und damit ihre relative Kompaktheit.

Definition 4. Unter der Diskrepanz d, (o, 1) von {u,} in bezug auf u verstehen
wir d,(«, p)=d,{(0,, 1.

Satz 2. lign d, (o, p)=0 gilt genau dann, wenn p das C-Verteilungsmafl von {p,}
ist (s. [5]).

Folgende Sétze lassen sich zum Teil unmittelbar, und zum Teil wie in [5]
zeigen:

Satz 3. Hat {u,} das C-Verteilungsmap p und ist pe M(X), so hat {p * p,} das
C-Verteilungsmaf} p * u, und fiir die Diskrepanzen gilt:

dy (o, )z d? (@, p * p).

Satz4. Hat {u,} das C-Verteilungsmaff p und die Diskrepanz dt, so hat die
Folge der zugehdrigen Poissonmafie expy(u,) (H ist eine kompakte Untergruppe
von X) das C-Verteilungsmap expg(w), und fiir d?, die Diskrepanz dieser Folge,

ilt:
WS (o expu (W) Sdie ) e, filr geeignetes ¢, ¢y >0.

Satz 5. Ist fiir alle geG d, (1, u?)<e, und sind d} bzw. d} die entsprechenden

Diskrepanzen, so ist fiir jedes ue M(X) auch

|dy (o, ) —d2 (o, )l <.
Satz 6. Ist li§n v,(K)=0 fiir alle kompakten Mengen K in G, und sind {y{"} und

{®} zwei Funktionen mit lim (u$’ — u$®) =0, so folgt fiir die zugehorigen Diskre-
panzen: gme
i (2 . )~ 2 0, ) =0.

Satz 7. Ist ¢ ein beliebiges, komplexes Radonmaf; auf X und f=6 seine Fourier-
transformierte, so erhalten wir fiir jede Funktion {u,} mit der Diskrepanz d,(a, y1)

0. (/)= m(NISd, (o w)- fr() dlo| ).

Dieser Satz entspricht dem Satz von Koksma in der klassischen Gleichver-
teilung.

Korollar. Exfiillt auch G das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, und ist R(*) eine
Funktion auf G, die die Bedingungen von Definition 1 erfiillt, so kénnen wir, fiir
gegebenes 0e M(G), dg(o, 6)=dg(v,, 0) bilden.

Es sei (ﬁg(y)— ) fiir jedes ye X Fouriertransformierte eines komplexen Radon-
mafles o, auf G.
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Dann ist

16, (0)— ()| Sdr (2, 0)- fR(Y) d|o,| (),
und daher:

1
dy (o, W)= dg (e, 9)-Sng§R(V)d oyl (7).

p ist definiert durch: u={ p, do(g).

§ 3. Reguliire Summierungsverfahren
Definition 5. C={v,: acl} heilt schwach regulir, wenn fiir alle fe C{G) und
geG lim |v,(f)—py * v, (f)| =0 ist.
Satz 8. Ist C schwach regulir, so gilt:
1. Fiir jede kompakte Menge K in G ist lim v,(K)=0.
2. Fiir jede auf G definierte stetige, fastperiodische Funktion h(+) ist
lim f h(g) dv,(g)=M(h) (M = Mittelwert).
Beweis. 1. Sei fe C(G) mit 0= f<1, f=1 auf K und f=0 auBerhalb einer
offenen Menge L, die K enthilt, und deren AbschluB kompakt ist.
.1 9 .
Sei nun limsup v,(K)=4>0. Wir wihlen n mit -n~<~2— und g;...g, mit
d
{g;+ L} {g;+L}=0 fiir i=%j, weiters ein o, mit vao(f(g+gi))>7 fir i=1...n
Dann ist aber offensichtlich v, (G)>1, was nicht mdglich ist.
2. Betrachtet man 9,(y), ye G, so gilt: lim 9,(y)=0 fiir y=0.

Auf der Bohrkompaktifizierung von G streben die Mafe daher schwach gegen
das HaarmaB.

Korollar. Ist X kompakt, C schwach regulir und {u,} stetig und fastperiodisch,
so existiert ein C-Verteilungsmap.

Definition 6. {v,, aeI} heilit asymptotisch gleichverteilt, wenn fiir alle geG
lim [}v,—p, * v, =0 ist (s. [3]).

Wir nennen C dann auch stark regulér. (|| - || bedeutet die iibliche Norm auf
den RadonmaBen.)

Satz 9. Ist C={v,,ael} stark reguldr, so ist sowohl C, als auch C'={v * ¥ ,0el}
schwach regulir.

Beweis. Es soll nur die schwache Regularitdt von C’ gezeigt werden:

|§§ /(81— 22+ 8) dv.(g)) dv,(g2) — §f f (81— g2) dva(g) dv.(g2)
=|J(J f(g1—g2) dv.(g)— [ f(81—22) dv, * p(81) dv.(g:)]  (feC(G)).

Der in Klammern stehende Integrand ist eine stetige, beschrinkte Funktion in
2,, und daraus folgt die Behauptung.

Beispiele. 1. Ist A=(a,;),—1, 2, ... k=1, 2, ... €ine positive, stark reguldre Toeplitz-

matrix, so ist sowoh! A4 als auch B=(b,,) mit b, = nlid
I=N, G=Z. 2

stark reguldr fiir X=T,
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2. Auf jeder lokalkompakten, o-kompakten, kommutativen Gruppe G gibt
es eine Folge von offenen Mengen H, mit kompaktem AbschluB, fiir die
1
{vn: v,,(f)zm—) [ (g dl(g)} stark reguldr ist (s. [1], 18.13). Fiir G=R kann
n/ Hp
man etwa H,=(—n, n) nehmen.

3. Ist G kompakt, so ist eine Folge stark (bzw. schwach) regulér, wenn sie in
der starken (bzw. schwachen) Topologie gegen A strebt.

§ 4. Der Hauptsatz der Gleichverteilung fiir kompakte Gruppen
X sei kompakt und es seien weiters noch erfiillt:

A. {p,} sei stetig auf G
C,={v,,ael} sei schwach reguldr
C,={py, BJ} habe die Eigenschaft, dal lim p, * §5({0})=0 ist

bezichungsweise

B. {u,} sei meBbar auf G
C,={v,,acl} sei stark regulir
C,={p;, feJ} habe die Eigenschaft, daB} lim ps % pg({0})=0 ist.
Ist A oder B erfiillt, so gilt:

Lemma 1.
lim §dva(@) § fig—n(y) dpg(h)=lim §§ fig—w(v) dv,(g) dp;x(h)=1i§n§ﬁg(y) dv,(8),

falls einer der Limiten existiert.

Lemma 2.

1§ dv,(@) § - () dppM)* <[ dv,(9) [ g s (V) flg— 1 (v) dpp(h) dpp (L)
Spp* ﬁp({O})+l(h lj;jm {§ By n () Big— 1 () dva ()

—{ fig— 1 () Bg () dv,(8)} dpg () dpy (1)
0 T e ner 0) B G) dva(@) = (v) dpy(R) dpy (1)

(h1):h*l

+] T 2w dpg(ydpg(l)].

D%l

Satz 10 (Hauptsatz der Gleichverteilung fiir stetige Funktionen). {u,} sei ste-
tig. Fiir jedes h+0 in G habe {y ., * fi,} das C;-Verteilungsmaf t,, und C, sei
schwach reguliir. Gibt es ein Co,={pg* pg: fJ}, mit lim pg % p5 {0} =0, beziiglich
dessen {t,} gleichverteilt ist, so ist {u,} C-gleichverteilt.

Beweis. Nach Lemma 1 und 2 gilt:
|lim [ 2,(y) dva(g)]* <2py * 55 {0} + [ 2.0) dpg * By ()|

(o, wird irgendwie ergdnzt). Damit ist der Satz bewiesen.

Wir wollen nun den nichtstetigen Fall betrachten und gleichzeitig eine quanti-
tative Abschdtzung erhalten:
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Lemma 3. Unter den Voraussetzungen B gilt:

a) | dvy(8) § fig—n(y) dps(h) = 2y (») dv,(@)| [ 1V, — v, * pull dpy(h)=D,(B) und
lim D, (§)=0.

B) | I e nO) e O) = flgns ) By ()} dvo () dpy(h) dpy (D)

&, b1
S ve=ve* bl dpg(h)+pg* ps{0}.

Satz 11. C, sei stark reguldr und {u,} sei mefibar. Fiir C,={ps: e} gelte
wiederum: lim py + py {0} =0. Dann gilt: (Cy={v,: acl})
(d @) <2D,(B)+2p, % {0} + | dyler, 1) dpy * fg(h) +4,(z, B).
R0
Dabei ist

d, (v, B)=d,([{ tndpg * ps(h), 1) (7o wird ergiinzt)

dh(aa Th)zdr(f :ug+h * ﬁgdva(g)y Th)'

Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma 1, 2 und 3, wenn man beriicksich-

tigt, daB
d, ([ g dv,(g), AV <d,(f p, dv(g) * § B, dv,(g), A)

und

ist.

Dieser Satz stellt eine quantitative Fassung des Hauptsatzes der Gleichver-
teilung dar. Insbesondere gilt also:

Korollar. Besitzt {y,., * ji,} unter den Voraussetzungen B fiir jedes h=+0 ein
Ci-Verteilungsmaf t,, und ist {1,} C,-gleichverteilt, so ist auch {u,} C,-gleichver-
teilt.

§ 5. Der Hauptsatz der Gleichverteilung fiir lokalkompakte Gruppen

G sei nicht mehr kompakt vorausgesetzt. Es soll untersucht werden, was pas-
siert, wenn man nicht mehr annimmt, da8 {7} gleichverteilt ist.

Satz 12. Es seien die Voraussetzungen A oder B erfiillt. Hat, fiir ein fest gewdihl-
tes pe M(X), die Funktion (Ji,— i) * (pg)— u) das Vertezlungsmaﬁ T, (T, kann nun
auch signiert sein), und ist hmfr,,(y) dpg(W)=0 fiir alle yeX, so ist p das Cy-
Verteilungsmaf3 von {y,}.

Bewiesen wird dieser Satz genauso wie im kompakten Fall. DaB tatsichlich
schwache Konvergenz vorliegt, folgt aus einem bekannten Satz tiber die kompakt-
gleichmiBige Konvergenz stetiger positiv definiter Funktionen.

Wir wollen nun noch feststellen, welche Malle u bei einer Anwendung von
Satz 12 in Betracht kommen:

Sei 7, das C,-VerteilungsmaBl von {u,,, * fi,}. Das C,-VerteilungsmaBl von
{t.} bezeichnen wir mit 4, und wir wollen annehmen, daB {g,} das C;-Vertei-
lungsmal} p hat.

Mit einer kleinen Abéinderung von Lemma 2 erhalten wir:

I§ 2 0)— 20 dv, (@) S o(D)+| % ED) — fio ()]

Das heiBt also, da man sich auf Mafle beschrdnken kann, fiir die u * fi= u, ist.
22b  Z. Wahrscheintichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 17
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§ 6. Der Fall G=R"
1. Sei G=R und X kompakt.
Wir setzen G;=R x R. Auf G; sei eine meBBbare Funktion pu,, ,, definiert mit:
2) ty, € M(X)
b) Ugp * 11 =My fir gshsl
€) Hge=Do
d) pgn=ting-
Wir setzen: p, = po,.

Satz 13. Ist C ein stark regulires Summierungsverfahren, beziiglich dessen
{1ty g+n} fiir jedes h=%0 ein Verteilungsmaf v, hat, und ist {t,} C-gleichverteilt, so
ist auch {p,} C-gleichverteilt.

Der Beweis ist nicht wesentlich verschieden gegeniiber dem im diskreten Fall,
der in [6] gezeigt wird.

Zwei weitere Siitze, die sich ohne Schwierigkeiten iibertragen lassen, finden
sich in [4]. Sie lauten, gleich fiir MaBfunktionen formuliert, folgendermaBen:

m

Sei G=R", I=N und v,(f)=Cm)™ | ... | fdig. Wir setzen py(f)=
Qk+1 Y flky, ..., k) (ki=max(k, 1))—1':nd bgzeichnen: C={v,} und C'=

{pk} k{...knZk
Dann gilt:

Satz 14. Ist fiir jedes (t,, ..., t,) mit t;>0, i=1...n, die Folge (u((m,, ..., m,)+
(t15 ..., 1,))) gleichverteilt bez. C', so ist {u,} C-gleichverteilt.

Dasselbe gilt, wenn jede der Folgen (u(myt,, ..., m,t,)) C-gleichverteilt ist.
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