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Introduction 

Dans un article important [13], Strassen a 6tudi6 plusieurs probl6mes relatifs ~t 
l'existence sur un espace-produit d'une mesure ayant des lois marginales donn6es. 
Les conditions suppl6mentaires impos6es fi une telle mesure sont essentiellement de 
deux types: a) se d6sint6grer suivant une probabilit6 de transition satisfaisant/~ 
certaines propri6t6s; b) ~tre major6e par une mesure donn6e. Strassen a obtenu des 
r6sultats dans chacune de ces deux' directions. Les th6or6mes de <<premi6re esp6ce>> 
qu'il a obtenus ont fair l'objet de g6n6ralisations vari6es [2, 6, 7, 14, 15]. Par contre, 
les th6or6mes de <<deuxi6me esp6ce>> n'ont 6t6 que peu 6tudi6s (cf. cependant 
Dudley [3] et Kellerer [-8]). L'objet du pr6sent travail est d'obtenir des 
g6n6ralisations ou d'autres variantes des th6or6mes de <<deuxi6me esp6ce>>. Les 
m6thodes de d6monstration tr6s diff6rentes de celles de Strassen et de Kellerer sont 
/t rapprocher de celles de Dudley. Elles reposent sur des techniques de th6orie des 
graphes, en particulier sur les th6or6mes de Ford-Fulkerson et de Hoffmann (on 
notera que le th6or6me de Hahn-Banach n'est pas utilis6). La simplification des 
d6monstrations obtenue ainsi est substantielle. 

Notations-D~finitions 

On appelle espacefiniment rnesur~ un triplet (X, 21, ~z) off X est un ensemble, 21 une 
alg6bre de parties de X,/~: 96 ~ R + une mesure finiment additive (en abr6g6 m.f.a.) 
sur 96. Si 2t est une a-alg6bre et si/~ est a-additive (X, 21,/~) est appel6 espace mesurO. 

Soient (X, 21, #) et (Y,, ~3, v) des espaces finiment mesur6s ou mesur6s. On note 
21 /~3  l'alg6bre de parties de X x Yengendr6e par les rectangles A x B AE21, B ~ 3 ;  
on note 21 | ~3 la o--alg~bre engendr6e par ces rectangles. 

Pour route mesure finiment additive m sur 21/~3 (ou pour route mesure m sur 
21 | ~3), on note m x et m r les projections de m sur 21 et ~ (rex: 21 ~ R+ est d6finie par 
m x ( A ) = m ( A  x Y)). 

Soit p une mesure finiment additive sur 21 /~3  (resp. une mesure sur 21 | ~3); 
une mesure finiment additive m sur 21L ~3 (resp. une mesure m sur 21 | ~3) est dite 
(l~, v, p)-admissible (respect. (#, v, p)-cr-admissible) si rn < p, rex<#,  m r < v. 
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Enfin l 'on pose 

c=c(#, v, p)= inf {# (C A) + p(A x B) + v(C B)/A ~ 9 / , B ~  }. 

Th~or~mel .  Soient (X, 9/,#) et (Y,~3, v) deux espaces finiment mesurds et soit p: 
9/•  ~3 ~ R + une mesure liniment additive. 

1 ~ Toute mesurefiniment additive (#, v, p)-admissible a une masse au plus dgale d c. 

2 ~ 11 existe une mesure finiment additive (#, v, p)-admissibIe de masse c. 

D~monstration. a) Soit m une m.f.a. (#, v, p)-admissible, A ~9/, B ~ B .  

m(X x Y)<mx( CA)+m(A xB)+mr(  CB)<#( CA)+p(A xB)+v(CB)  

et donc  m(X x Y)<=c. 
b) Supposons  X et Y finis, 9 /=~3(X),  !B=~3(Y). 
L'existence d 'une m.f.a. (#, v, p)-admissible de masse  ce s t  alors un corollaire du 

th6or~me de Ford -Fu lke r son  (1). Nous  allons en donner  une d6monst ra t ion  directe. 
Tou t  616ment de/~+ 6tant limite d 'une suite de rationnels,  on peut  supposer  que 

#, v, p, sont/~ valeurs dans N. 
Soit L l 'ensemble des m.f.a. (#, v, p)-admissibles/ t  valeurs dans N et soit m~L tel 

que m(X x Y) soit max imum.  On d6finit f :  

f :  ~ (X)  ~ ~3(Y) et g: ~(Y)  ~ 9(3(X) 

par  

f ( A ) = { y s Y / 3  x~A: m(x,y)<p(x,y)} 

g(B)={xeX/3  eB: re(x , )>0}.  

On d6finit alors par  r6currence une suite (A,, B,),~ N de ~ ( X ) x  ~(Y)  de la fagon 
suivante:  

Ao={xsX/mx(X)<#(x)} ,  Bo=f(Ao);  

A k et B k 6tant d6finis pour  k = 0, 1, . . . ,  n, on pose 

A . + l = g ( B . ) \  O A k  et B , + I = f ( A . + O \  OBk" 
k = O  k = O  

Soit A = U A. et soit B- -  U B.. Par  const ruct ion de A et B on a l e s  relat ions m(A 
n~N n~N 

x C B)=p(A • g B), m(C A xB)=0,  mx(C A)=#(C A). Enfin la maximalit6 de m(X 
x Y) implique que my(B) = v(B) (si mr(y ) < v(y) avec y~B, on peut  t rouver  une suite 

finie x o, Yo, Xl, Yl . . . . .  x,,  y,, avec xi6A ~ , yi~B~ et y,  = y. On d6finit alors une mesure  
m' par  m'(xi, Yi) = m(xl, Yi) + 1 pour  i = 0, 1, .. . ,  n e t  m'(x i + 1, Yl) = m(xi + 1, Yi) - 1 pour  
i = 0, 1 . . . . .  n - 1 et m'(x, y) = re(x, y) par  ailleurs, m' est (#, v, p)-admissible et de masse  
s t r ic tement  sup6rieure ~t celle de m). 

On a alors 

m(X x Y)=m(A • C B)+m(X  • B)+m( CA x Y)=p(A x C B)+ v(B)+ #(C A)> c" 

c) Cas g6n6ral. 
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Soit .~ l 'ensemble des mesures finiment additives m: 9.1_1_ 23 ~ /~+ . .~  muni de la 
topologie de la convergence simple est un espace compact. Soit ~ (resp. ~) une sous- 
alg6bre finie de 9~ (resp. de 23). I1 r6sulte de b) appliqu6 aux espaces d 'atomes de 
~, ~, ~ • ~, que l 'ensemble SSe,~ des mesures finiment additives sur 9.1L 23 dont la 
restriction ~t ~ •  ~ est (#/~, v/~, p / ~ •  ~)-admissible et dont la masse est au moins c 
est non vide. De plus He,~ est une partie ferm6e de 9. Par raisonnement de 
compacit6 H = ~ He, ~ =~. Tout  616merit de H est une m.f.a. (#, v, p)-admissible de 

~,~ 

masse c. 

Th~or+me2. Soient (X, 9.I, #) et (Y, 23, v) deux espaces mesurOs et p une mesure sur 
9.I| 

1 ~ Toute mesure (#, v,p)-a-admissible a une masse au plus ~gale ~ c. 
2 ~ II existe une mesure (#,v,p)-a-admissible de masse c dans chacun des cas 

suivants 
C 0 p est une mesure finie 
C2) v e s t  une mesure f inie et py est une mesure a-finie 
Ca) X et Y sont des espaces polonais, 9X er 23 leurs tribus bor~liennes, # et ~, des 

mesures finies et p e s t  ext&ieurement  rdguli&e. 

DOmonstration. Le 1 ~ est d6j~ d6montr6 darts le th6or6me 1. Montrons le 2 ~ 
D'apr6s le th6or6me 1 il existe une m.f.a, m: 911 23 -~/~+ de masse c et qui est 

(#, v, p)-admissible. 

CasC~. m 6tant major6e par une mesure finie est a-additive sur 9 I •  23 et se 
prolonge en une mesure rfi: 9.1| 23--,R+. Le th6or6me des classes monotones 
montre que n5 < p sur 9.I | 23. 

CasC 2. a) Montrons d 'abord que m est a-additive sur 9.i• 23. 
Soit (B,),~ N une suite d'616ments deux ~i deux disjoints de 23 tels que U B, = Yet 

n o n  

p ( X  •  + oo. Soit (C,)~ N une suite d'616ments deux ~ deux disjoints de 91• 23 
tels que C =  ~) C,~9.1• 23. 

On a 

m (C) = ~, m (C c~ (X  • B,)) = ~ ~ m (Cp c~ (X  • B,)) 
n n p 

= Z Z m(Cp c~ (X  • B,)) = Z m(Cp). 
p n p 

(la premi6re 6galit6 r6sulte de ce que my < vet  vest finie, la deuxi6me 6galit6 r6sulte 
de la d6finition des B,). 

b) m se prolonge en une mesure rfi: 2I |  et le th6or6me des classes 
monotones montre  que n~ <p.  

C a s C  3. a) Montrons que m est o--additive sur 9.1• 23. 
Soit R l 'ensemble des r6unions finies de rectangles L • M avec L compact  de X 

et M compact  de I<. Res t  une sous-classe compacte de 9,I_1_ 23. Pour montrer  que m 
est a-additive, il suffit de montrer  que pour tout CegJ_L23 on a re(C)= 
sup {m(K) /K  c C, K e R }  (cf. proposit ion 1-6.2 p. 27 de [12]). 
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Pour  tout  A ~ 9.1 (resp. B 6 ~3), m a : ~B ~ R + (resp. ms: 9.i ~ R +) d6finie par  m A (B) 
=m(A x B) (resp. ms(A ) =m(A x B)) est une mesure  finiment additive major6e par  
une mesure  finie. On en d6duit que m A et m s sont des mesures  finies; X et Y 6tant 
polonais  m A et m s sont tendues. 

Soit alors C~9.1L ~ et soit e > 0. On a C = @ A~ x B~ avec A~eg.I et B~e~3 les A~ 
i = 1  

x B~ 6tant de plus deux/~ deux disjoints, mA, 6tant tendue, il existe un compac t  
T~ ~ B~ tel que m(A i x T~)>= m(Ai x B~)- 5/2 n. roT, 6tant tendue, il existe un compac t  
S cA~ tel que m(S~ x Ti)>_>_m(A ~ x Ti)-e/2n.  

Soit K =  0 S ix  T/. On a Ke!R, K c C  et m ( K ) > m ( C ) - e .  
i = 1  

b) Soit rfi un p ro longement  de m/ t  ~I | ~3. On v6rifie imm6dia tement  que pour  
tout  ouvert  0 de X x Yon  a rh(0) <p(0).  La  r6gularit6 ext6rieure de p implique alors 
que rfi<p. 

Coro l l a i r e l  (cf. Strassen [133). Soient (X,~I ,#)  et (Y,,~,v) deux espaces de 
probabilitk. Soit p une mesure sur 9.1 | ~ ayant au moins une loi marginale a-finie. 
Pour qu'il existe sur 9.1 | ~ une probabilitd m major~e par pe t  ayant # et v pour lois 
marginales il faut et il suffit que pourtout A ~ ~ et tout B e ~3, on ait p ( A • B) + 1 >= #( A ) 
+ v (B). 

D~monstration. La  condit ion n6cessaire est simple h v6rifier. Mon t rons  la condi t ion 
suffisante. D 'aprSs  le th6or6me 2, il existe sur 9.1| ~ une mesure  m de masse  
c(#, v, p) et (#, v, p)-a-admissible.  I1 r6sulte des hypothSses que c(#, v, p) = 1. D o n c  m 
se projet te  n6cessairement sur # et v. 

Remarque. La  m6thode  de d6mons t ra t ion  employ6e par  Strassen exigeait que Fun 
des espaces X ou Y soit polonais.  

Corol la i re2  (of. Strassen [133). Soient (X,9.I,#) et (Y,~3, v) deux espaces de 
probabilitY, X et Y ~tant des espaces polonais de tribus bor~liennes 9.I et ~3. Soit F un 
fermd de X x Y e t  ~ > O. Les conditions suivantes sont ~quivalentes. 

(1) II existe sur 9.I | ~B une probabilit~ rn ayant # et v pour lois marginales et telle 
que re(F)>= 1-5 .  

(2) (A~9.I,B~!B,A x B c ~ F = 0 )  ~ (#(A)+v(B)__<I+~).  

(3) pour tout fermd E de Yon  a v(E)<_#(Px(X x E c ~ F ) ) + ~ .  

D~monstration. (1) ~ (3) ~ (2) est simple h v6rifier. Mon t rons  que (2) ~ (1). 
Soit p l amesu re  sur 9X | ~B d6finie par  p(C) = + ~ si Cc~F:~O,p(C)=Osi Cc~F 

- -~  p e s t  une mesure  ext6rieurement  r6guliSre. D'aprSs  le th6orSme 2, il existe sur 
9.1 | !B une mesure  rh de masse  c(#, v, p) et (#, v, p)-a-admissible.  Si r~(X x Y) = 1, r~ 
est solution. Supposons  que rh(X x Y) < 1. L 'hypothSse  implique que pour  tout  
A~9.1, B ~ 3 ,  # (CA)+p(A •  et done  que r~(X x Y)_>_l-e. I1 en 

1 
r6sulte que m = rh 4 (#--  rfix) • (v - rfir) est solution. 

1 - n S ( X  x Y) 
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Corollaire 3 (cf. Furstenberg [4, 5]). Consid~rons le diagramme 

X---_~f 
~ Z  

y J ~ g  

dans lequel X ,  Yet  Z sont des espaces polonais, f et g des surjections continues. Soit p 
une probabilitO sur X et vune probabilit~ sur Y ayant la m~me loi image 2 par f et g. II 
existe alors sur X x Y une probabilit~ m portOe par F = {(x, y )eX x Y / f  (x)= g(Y)} et 
ayant pour lois marginales p e t  v. 

D~monstration. F est un ferm6 de X x Y. Soient A un compact  de X et B u n  compact  
de Y tels que #(A) + v(B)> 1. On a 2[ f (A)]  +2[g(B)]  > 1 et done A x Bc~F4:~. 
L'existence de m r6sulte done du corollaire 2. 

Remarque. Le corollaire 3 est 6tabli dans (4) dans le cas off X et Ysont compacts 
l'aide du th6or6me de Hahn-Banach et dans (5) au moyen du th6or6me de 
d6sint6gration. 

Th6or~me 3. Soit (X, 9.1, #2) et (Y,, ~B, v2) deux espaces finiment mesur~s. Soit f l le t  v 1 
des mesures finiment additives sur 9.I et ~ respectivement telles que #1 <--#2 et v 1 _< v2; 
soit p: 9.13_ fg ~ R +  une mesure finiment additive. Les conditions suivantes sont 
~quivalentes. 

(1) II existe une mesure finiment additive m sur 9.I_1_ ~ vdrifiant les relations 

m<=p, #l ~mx~#2,vl ~my~v2. 
(2) VAe91, VBe~B: p(A x B)+ p2(~ A)>= Vl(B ) et p(A x B)+ v2(~ B)>-pl(A ). 

D~monstration. (1) ~ (2) est ais6 ~t v6rifier. Montrons que (2) ~ (1). 

a) Supposons que X et Y soient finis, 91= ~3(X), !B = ~(Y). 
L'existence d'une m.f.a, satisfaisant aux conditions voulues est alors un 

corollaire du thSorSme de Hoffmann (1). Nous allons en donner une d6monstration 
directe. Tout  616ment de/~+ 6tant limite d'une suite de rationnels, on peut supposer 
que #a, P2, v~, v z et p sont ~ valeurs dans N. 

Soit L l 'ensemble des m.f.a, sur 91s ~ h valeurs dans IN, (#2, Vz,p)-admissibles. 
Pour tout l eL  on d6finit D(1) par 

D(l) = ~ [Hi ( x ) -  lx(x)] + ~ [vl(y ) -1y(y)].  
Ix(X) <?el(X) Iy(y) < vl(y) 

Soit reEL tel que D(m)=infD(1). I1 suffit de montrer  que D(m)=0.  Supposons que 
laL 

D (m)> 0. Soit a e X tel que mx(a ) < p l(a) (par exemple). On d6finit f :  ~ (X) ~ ~(Y)  
et g: ~ (Y)  ~ ~ (X)  comme dans la d6monstration du th6or~me 1. On d6finit alors 
par r~currence une suite (An, B.).~ N de ~(X) x ~(Y) de la faqon suivante 

Ao={xaX/mx(X)<pl (x ) } ,  Bo=f(Ao);  

A k et B k 6tant d6finis pour  k = 0 . . . . .  n, on pose 

An+l=g(Bn) \ 0 Ak et Bn+l=f(An+l)\ 0 Bk" 
k = 0  k = 0  
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Soit A = U A , e t  B = Q) B,. On a par  construct ion de A et B 
n n 

m(A x ~ B ) = p ( A  x ~ B), 

m(~ A x B)=O,  

m (C A)>-_121(C A). 
D'apr6s  l 'hypoth6se on a m (A x ~ B) + v 2 (B) > 121(A). 

I1 rdsulte de (2) et (4) que m(A x Y ) +  vz(B ) = 121(A)-k m ( X  • B). 

0) 
(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

C o m m e  m(A 0) < 121 (A 0), o u bien il existe x cA \ A o tel que mx(X ) > 121 (x), o u bien il 
existe y a B  tel que my(y) < v2(y ). Dans  un cas c o m m e  dans l 'autre, un ra i sonnement  
semblable  ~ celui fait dans la d6mons t ra t ion  du th6or6me 1 mon t re  qu'il  existe alors 
l aL  tel que D(1)<D(m) ce qui est absurde. 

b) Cas g~n~ral. Un a rgument  de compaci t6  semblable  ~t celui donn6 dans la 
d6mons t ra t ion  du th6or6me 1 permet  de passer  ais6ment du cas fini au cas g6n6ral. 

Th6or6me4.  Soient 12a et #2 des mesures sur un espace mesurable (X, 92) teIles que 
121 ~-~12 2 V1 et v 2 des mesures sur un espace mesurable ( Y, 23) telles que v 1 <= v 2 et soit p 
une mesure sur 92| Pour qu'il existe sur 92| une mesure m telle que m N p ,  
121 <=mx<=122, et !~ 1 ~ my ~ V 2 i l est nOcessair e que l'on ait V A a 92, V B a 23 : p ( A x B) 
+ 122 (C A) >__ v 1 (B) et p (A x B) + v 2 (~ B) > 121 (A). Ces indgalitOs sont suffisantes dans 
chacun des cas suivants. 

(D1) Les lois marginales de p sont a-finies 
(D2) v 2 est une mesure f inie  et PY une mesure a-finie 
(D3) X et Yson t  des espaces polonais de tribus borOliennes 92 et 23, 122 et v 2 sont 

des mesures f inies et p est une mesure ext~rieurement rdguliOre. 

DOmonstration. La condi t ion n6cessaire est ais6e ~ v6rifier. M o n t r o n s  la condi t ion 
suffisante. D 'apr~s  le th6or6me 3, il existe t: 92_1_ 23 ~ R+,  mesure  finiment addit ive 
qui v6rifie t N p / 9 2 •  23, 12a ~tx~122, ~'1 ~tg <=V2" 

a) Supposons  que (D1) soit v6rifi6. 
Px 6tant a-finie, p l 'est aussi et il existe une suite (C,),~ N d'616ments de 9 2 / 2 3  

deux/ t  deux disjoints telle que U C , = X  x Yet  pour  tout  n a N  p ( C , ) <  + oo. Pour  
n 

tout  C a 9 2 Z  23 posons  t (C) - -  ~ t ( C n  Q) .  
n ~ N  

est une mesure  a-addi t ive sur 92_1_ 23 qui se pro longe  en une mesure  m sur 
92| On a t<t<=p/92•  23. 

p 6tant a-finie sur 92_1_ 23 on a m __<p. R e m a r q u o n s  d 'aut re  par t  que si Ce92_1_ 23 
avec p ( C ) <  + oo on a m ( C ) = t ( C )  ( m ( C ) = ? ( C ) = ~ t ( C a  C,)=t(C)) .  

n 

Soit A~92 et soit (A,),~ N une suite d'616ments de 92 deux fi deux disjoints tels que 

X =  U A, et p(A,c~ g ) <  + oe, naN.  On a rex(A)= ~ m x ( A a A , ) .  
n n ~ N  

Or pour  tout  n a N ,  1 2 1 ( A n A . ) < m x ( A ~ A . ) < 1 2 2 ( A n A . ) .  Par  cons6quent  
121 <mx<l~2.  On mon t re  de m6me  que v 1 <-_mr<-_v 2. 

b) Supposons  que (D 0 ou (D2) soit v6rifi6. 



Mesures marginales et th6orame de Ford-Fulkerson 251 

On montre comme dans la d6monstration du th6or6me 2 que test a-additive sur 
N •  ~3. Soit m une mesure sur 92[ | ~3 qui prolonge t. Si (D2) est v6rifi6, il r6sulte du 
th6or6me des classes monotones que m <p. Si (Ds) est v6rifi6 cette m6me in6galit6 
r6sulte de la r6gularit6 ext6rieure de p. 

Corollaire (cf. Kellerer [--83). Soient (X, 9.1, #) et (Y, ~,  v) des espaces mesurds et soit p 
une mesure sur 9.1 | ~ ayant des lois marginales a-finies. Pour qu'il existe sur 9~ | 
une mesure m majorde par pe t  ayant # et v pour lois marginales il faut et il suffit que 
V A69.I, B~.~: p(A x B ) + # (  C C)> v(B) et p(A xB)+v(C B)> #(A). 

Remarques. 1. Les corollaires 1 et 3 du th6or6me 1 se d6duisent aussi du th6or6me 4. 
2. Le corollaire du th6or6me 4 6tabli dans [-83 suppose p absolument continue 

par rapport  ~ une mesure produit. 
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