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I. Introduction 

Spitzer, dans [11], a propos4 d'4tudier une classe particuli4re de processus de 
naissance et mort sur la droite r6elle qui heuristiquement se comportent de la 
mani4re suivante: 6tant donn6 ~ l'instant rune  configuration r/du syst4me (c'est-G 
dire une suite doublement infinie de points de IR ayant pour seuls points 
d'accumulation + oo et - oo) dans l'intervalle de temps It, t + dt],  chaque particule 
de la configuration t/tend ~t disparaitre avec une intensit6 3(x, t/) alors que, dans le 
mSme intervalle de temps, une particule nouvelle tend ~ apparaitre entre x et x + d x  
avec une intensit4 fi(x, tl) dx .  

Entre autres choses, une d6monstration de l'existence et de l'unicit6 d'un 
processus du type ci-dessus a d6j~t 6t4 obtenue par Holley et Stroock [7] en 
r6solvant un probl4me des martingales; nous proposons ici une approche 
probabiliste du probl4me, diff6rente de la leur, qui repose sur la combinaison de 
deux id4es: la premihre, d~j/t d6ve!opp6e dans [6] dans le cas de particules sur un 
ensemble d4nombrable, consiste ~ transformer, ~t l'aide d'un <~changement de temps 
simultan6>~ [5] un problSme avec interaction en un problhme sans interaction. 

La seconde, due/t Harris [4], trop peu connue/t  notre avis, consiste/t construire 
directement, trajectoire par trajectoire, le processus avec interaction/~ partir du 
proeessus sans interaction. Nous d4veloppons la premihre id6e d'une mani4re peut- 
4tre plus <<sophistiqu6e>> que dans [6], mais qui pr6sente l'avantage d'etre 
beaucoup moins calculatrice et de s'appliquer indiff6remment au probl4me 
consid6r6 ou au problhme analogue sur Z 4tudi6 par Gray [3]. 

Dans tout l'article, les d6monstrations dans le cas de IR ou ~ 4tant analogues, 
nous avons choisi de ne traiter que le cas, a priori plus compliqu6 de 1R. 

Le pr6sent article est organis6 comme suit: le paragraphe II est consacr4 ~t la 
construction du changement de temps simultan& Nous donnons une formule 
explicite permettant de calculer les nouvelles trajectoires en fonction des anciennes, 
et, A l'aide du calcul intdgral stochastique, nous montrons que ce nouveau processus 
est, pour toute solution au problSme des martingales initial, un processus de vie et 
mort sans interaction. 
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Au paragraphe III, nous 6tudions la transformation inverse de la pr~cddente, 
d6finie comme solution d'un syst~me d'6quations baptis6 <<syst~me de Harris>>. 
Nous montrons que, pour toute trajectoire <<typique>> du processus sans interac- 
tion, ce syst~me a une unique solution. Enfin, au paragraphe IV, nous en d6duisons 
l'existence et l'unicit6 des solutions au probl~me des martingales. 

Avant de passer aux formulation dquivalentes du probl~me des martingales, 
nous fixons quelques notations. Nous appelons J~(IR) l'ensemble des mesures de 
Radon t/sur IR qui v6rifient: 

pour tout x dans 1R, t/({x})=0 ou 1, 

t / ( ~ + ) - - t / ( ~ _ )  = + co. 

Nous munissons J/(IR) de la topologie de la convergence vague sur les 
compacts et nous obtenons ainsi un espace polonais (cf. [7 l, p. 3). Sa tribu 
bor61ienne est engendrde par les applications t/--,S lr(x) t/(dx) lorsque F d~crit 
les bordliens de 1R. 

Soit @ l'espace des fonctionsf, sur Jd(lR), mesurables borndes et ~t valeurs rdelles 
pour lesquelles il existe un compact K tel quef(t/) =f(t/') lorsque les restrictions g K 
de t /et  t/' coincident. 

Lorsque t/appartient g ~//(1R), t/x d6signe la mesure t/+e x (resp. t/-ex) si t/({x}) 
=0  (resp. t/({x})= 1) (ex est la masse de Dirac au point x). Quand/3 et ~ sont des 
fonctions positives, mesurables et borndes sur IR x .~(IR), nous considdrons la 
fonction L f  ddfinie pour f dans ~ par: 

L f  (t/) = ~ fl(x, t/)(1 - t/(x)) [f(t/~) - f ( t / ) ]  dx + ~ (~(x, t/) If(t/~) - f  (t/)] t/(dx). 
N IR 

Nous pouvons maintenant rappeler ce qu'est le probl6me des martingales. Nous 
notons ~2=D(IR+, ~#(]R)) l'espace des fonctions continues ~t droite et limit6es 
gauche de ]R+ dans ~'(IR), muni de la topologie de Skorohod, et ~t la tribu 
engendr6e par le processus jusqu'/t l'instant t. 

Nous dirons qu'une probabilit6 ]P sur (~2, ~-~) est solution du probl~me des 
martingales, de coefficients fi et ~, d'dtat initial t/o (appartenant ~t ~(1R)) si et 
seulement si: 

]p[t/(0, ") = t/o] =1, 
t 

f[t/(t)]  - SLf[t/(s)] ds est une ]P-martingale par rapport aux 
0 

tribus ~ ,  pour toute f dans 9 .  

Dans la suite de l'article, nous appellerons une telle probabilit6 une solution au 
probl~me (fi, c5, t/0 ). 

Dans le casque nous ~tudions, nous supposons que les intensit6s fl et c~ v~rifient 
les conditions: 

(Ca): fi et ~ sont major6es par une constante K et minordes par une constante k 
strictement positive. 
(Cb): les intensit6s fi(x, t/) et cS(x, t/) ne d6pendent que du point x et de sa position 
par rapport aux plus proches particules de t//t droite et/t  gauche de x, c'est-~t-dire 
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qu'il existe des fonctions n e t  m telles que: 

p(x, ~)=n(x, ~(~), r~(~)) 6(x, '7)=re(x,/~(~), rx(r/)) 

off ~r / )=sup  {y: y < x  et ~({y})= 1} 
et r~(q)=inf{y: y > x  et t/({y})=l}. 

D6finissons maintenant les processus ponctuels N + (dx, ds) et N - ( d x ,  ds) sur IR 
x IR+ par 

N + (dx, ds) = ~ 1(.(~)(~)_.(~ )(~)_ 1~ e(~. s), 
(x, s) 

N (dx, ds) = ~ l(,(s)(~) .(~ )(~)__ 1~ e(~, ~). 
(x, s) 

Ces processus ponctuels permettent de donner une formulation plus agr6able du 
probl6me des martingales qui a d6jh 6t6 exploit6e dans [1] dans le cas de particules 
sur 2~ et qui se d6montre de faqon analogue sur IR([6]). 

Proposition 1.1. IP est solution du probl~me (fi, 6, r/o) si et seulement si 

n~(~(0).= r/o):  1. 

Pour tout bordlien born8 F de IR 

f i r  (t)= ~ lr(x ) l[s<t][N + (dx, d s ) -  fi(x, r/(s)) dx ds] 

e t  

N r(t) = ~ lr(x ) l[s~t][N-(dx, ds) -6(x ,  r/(s))(r/(s)(dx)) ds] 

sont des IP-martingales par rapport ~ la filtration ~ ,  leurs sauts sont p.s. de taille 1 et 
elles n'ont p.s. aucun saut commun. 

L'introduction de ces processus ponctuels permet d'utiliser la th6orie de 
l'int6grale stochastique et permet d'6tablir le corollaire ci-dessous qui nous sera 
utile par la suite. On appelle tribu pr6visible la tribu ) sur D • ]R • JR__ engendr6e 
par les variables al6atoires (co, x ,s)~Z(co,  x,s) qui, ~t s fix6 sont ~ |  
mesurables et, ~t (co, x) fix6 sont continues ~ droite. On a alors: 

Corollaire 1.2. Pour toute solution au probl~me (fl, 6, r/o) et route variable al~atoire Z 
prdvisible on a 

IE(~ Z(co, x, s)[N + (dx, d s ) -  fi(x, 77(s)) dx ds])= O, 

IE(~ Z(~o, x, s )[N-  (dx, d s ) -  6(x, ~7(s))(~(s)(dx)) ds])=0. 

II. Changement de temps simultan6 

Dans le cas particulier off les coefficients fl et 6 sont 6gaux fi 1, le probl6me des 
martingales a 6videmment une unique solution d6sign6e par Q,o" Le th6or6me 
principal de ce paragraphe (Th6or6me II.2) associe /t tout couple (fl, 6) une 
transformation q0 de l'espace des trajectoires f2, qui applique toute solution du 
probl6me (fl, 6, r/o) sur ~ o .  
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Afin de ddfinir ~o, il est utile de remarquer que toute solution au problSme 
(fl, 3, t/o) est n6cessairement port6e par le sous-ensemble des trajectoires qui ont en 
chaque point x au plus un temps d'apparition, not6 a(x) (qui peut 8tre infini) et doric 
au plus un temps de disparition d(x), postdrieur ~t a(x). En effet, 

Proposition II.1. Si a(x) = inf {t ] t/~(x)= 1} d~signe le premier instant d' apparition 
d'une particule en x, on a pour tout borOlien F born~ 

IE(J lr(x) ll~(x)< sl N+ (dx ds)) =0. 

DOmonstration. La proposition 1.1 montre imm6diatement que la probabilit6 pour 
qu'il y air une naissance en un point xfixO de IR est nulle et le corollaire 1.2 implique 
alors facilement le r6sultat. 

Une trajectoire est donc caract6ris6e par les nombres a(x) et d(x), & partir de la 
formule t/(s)(x)=t/o(X ) + 1Es<a(x) j -1La(x)<~ et toute solution au probl6me (fi, 5, t/0) 
est port6e par l'ensembte D des trajectoires telles que 

pour tout t, l'ensemble des x tels que a(x)< tes t  d6nombrable et sans point 
d'accumulation ~ distance finie 

t/o = {x I a (x )=O}  

lim sup d(x) = + c~ = lim sup d(x) 
X E ~ / O  ; X ~  -~  oO X C q o  ; X ~  - -  oO 

gr~tce ~t la condition (Ca) en appliquant le lemme de Borel-Cantelli. 

Remarque. Dans ce langage Q,o est caract6ris6e de fagon 6quivalente comme 6tant 
la probabilit6 telle que t/(0)=t/o et faisant du processus ponctuel N+(dx, ds) 
= ~ e(~, ~))(dx, ds) un processus ponctuel de Poisson sur 1R x IR+ marqu6 

x: 0 < a ( x ) <  o3 
de fagon ind6pendante par les variables (d(x)-a(x)) qui sont ind6pendantes et 
exponentielles de param~tre 1. Ceci signifie que la fonctionnelle g6n6ratrice [ 10] du 
processus ponctuel ~ [d(x)-a(x)]e~,~))(dx ,  ds) est donn6e, pour toute 

x: a(x)< 

fonction f (x ,  s) positive ou nulle, par 

exp ~ [(1 + f (x ,  s))- 1 _ 1] dx ds. 

Dans le cas off les coefficients fi et 5 ne sont pas 6gaux ~t 1, consid6rons les hombres 
u(x) et v(x) d6finis par 

a(x) d(x) 

U(X)= S fl(x,t/(s))ds v(x)= ~ a(x,~(s))ds+u(x). 
0 a(x) 

On dOfinit alors l'application (p de D dans lui-mSme en posant comme image de la 
trajectoire t/., la trajectoire cp(t/.) d6finie par: 

[rp (q)] (s)(x) = t/o(X) + 1~o<,~)<~1- 1~o < ~r ~1" 

On a alors le 

Th6or~me II.2. Sous l'hypothOse (Ca) l'image par rp de toute solution du problOme 
(fi, 3, t/o) est la solution du problOme (1, 1, t/o ). 
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D~monstration. I1 suffit de montrer que pour toute fonction g bor6lienne positive, 
d6finie sur IR x IR+, ~ support compact, on a pour #+ (co; . ) = N  + ((p(co); .) 

IE [exp { - j" g(x, s) [v(x) - u(x)]/~+ (dx, ds)}] 

=exp5 ( 1 1 1)dxds. (1) 
+ g(x, s) 

Etant donn6 une fonction f bordlienne positive, ~t support compact, les fonctions 
t ~( x ) \ ( ) 

(x,s,o~)~f ~x, ! fi(x, tl(v))dv) lt,(~)<sl et (x,s, oo)-~f X'iofi(x'tl(v))dv appar- 

tiennent/t la tribu pr6visible ~.  Le corollaire 1.2 et la formule exponentielle pour 
les martingales sommes de sauts compens6s ([13]) montrent que 

et 

M=exp{SSl dr) i s tjN (dx, [X, ! fi(X, rl(V)) l[a(x)<s] 

�9 l r o ( x ) ~ s j  1cs~, ~ ,~(x, ~(s))(~(s)(dx)) ds} 

I s 

sont des martingales locales, sans saut commun donc orthogonales. Par cons6quent 
M t N test une martingale locale. I1 existe donc une suite r, de temps d'arr~t croissant 
vers + oo, telle que E(M t ,, ~. N t ̂  ~.) = 1. Lorsque z, e t t  tendent vers + ~ ,  M t ,, ~,~ N t A ~. 
tend p.s. vers 

A = e x p { _ S ( e x p F  / a(x) \q 

- S  (exp [ -  f (x, i fl(x , rl(v)) dv) ] -1 )  fl(x, rl(s)) dx ds} 

car si F x [0, T] d6signe un compact de IR x IR + hors duquel f est nulle et si M est 
un majorant de f, les hypoth6ses (Ca) entrainent que, lorsque t et ~, tendent vers 
+ o% l'expression positive 

S f (x, i fl(x, rl(v)) dr) 1Es<=, A ~, N + (dx, ds) 
0 

/ a(x) 

dr) lrs<=t̂ ~,l N (dx, ds) -- ~ f iX, ! fi(X, II(V)) l[a(x)<s] 
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qui est major6e par 

M ~ lrs_< t ~ ~,_<a(~)j lr(x) l[s__< Tk 1] N + (dx, ds) 

tend presque sfirement vers 0. D'autre part, la martingale M, ~ ~, N, ~ ,  est major6e 
par la variable al6atoire 

X = exp {M ~ l r (x  ) l~s< - rk-q N+ (dx, ds) + g  ~ l r (x  ) 1~<= rk-~ dx  ds}. 

On montre alors facilement que la variable al6atoire X est int6grable, en 
remarquant que la formule exponentielle d6j/t utilisde ci-dessus entraine que: 

exp {~ l r (x  ) 1~<_, 1 g + (dx, ds) - ~ (e x -  1) fi(x, t/(s)) dx  ds} 

est une martingale locale positive, donc une surmartingale positive. 
Le thdor6me de convergence domin6e montre alors que E(A)= 1 ce qui n'est 

autre que la formule (1) avec g = e  s -  1. 

IlL Le systbme de Harris 

Nous avons vu dans le paragraphe pr6c6dent que la transformation ~o correspon- 
dant au changement de temps appliquait toute solution du probl6me (/~, ~, t/o ) sur la 
probabilit6 Q,0" Cette transformation cp envoie clairement D dans lui-meme. Dans 
ce paragraphe, nous allons montrer que, sous les hypoth6ses d'interaction par plus 
proche voisin, cette application (# est en r6alit6 une bijection de D. 

Etant donn~ une famille (u(x), v(x)) caract6risant une trajectoire de D, qui v6rifie 
donc 

- {x;  u ( x ) = 0 }  =t /o  

- V t > 0  Ft={x;  u(x)<-_t} est d6nombrable sans point d'accumulation 

- l imsup v(x)= l imsup v ( x ) = + o o  (2) 
x f f t ] o ,  x ~  - c  c o  x ~ t / o  , x ~  - c o  

nous consid6rons pour tout ensemble bordlien A de IR, le syst6me suivant appel6 
syst6me de Harris associ6 aux coefficients fi et ~: 

(cq) a(x)=inf{s ;  {(s)(x)=l} VxelR 

(~2) d(x)=in f{s ;  s>a(x),  {(s)(x)=O} V xelR 
a(x) 

(ill) u(x)= j fl(X,~(S))cls VxGA (EA) 
0 

d (x) 

(f12) V(X)=U(X)+ ~ a(X, ~(s))ds) V xeA 
a (x) 

(~) ~(s)(x)=t/o(X) V x~A 

(nous faisons la convention infO = + oe). 
Une solution (resp. une solution jusqu'~i l'instant T, T 6tant un nombre r6el 

positil) de ce syst6me est une application s -~ ~(s) continue ~t droite, limitde fi gauche 
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de IR (resp. [0, T]) dans .~  (IR) v6rifiant E A (resp. les relations (~1), (~2), (~) ainsi que 
la relation (rio lorsque a(x) est inf6rieur ou 6gale ~ Tet la relation (fi2) lorsque d(x) 
est inf6rieur ou 6gal/t T). 

Harris ([4]) a dbmontr6 la 

Proposition 3.1. Lorsque l' ensemble A est fini, le syst~me E A a une unique solution. De 
plus si A = B e t  si pour tout point x de A, les coefficients fi(x, :7) et ~(x, :7) ne d@endent 
que de la configuration :7 dans A, alors toute solution de E B coincide dans A avec la 
solution de E A. 

Th6orbme 3.2. Sous les hypothOses (Ca) et (Cb) le systdme de Harris Er~ a une et une 
seule solution. 

Ddmonstration. I1 suffit en fait de montrer que, pour tout T, il existe une unique 
solution jusqu'/t l'instant Tdu systbme Ev~,T, l'ensemble F~ 6tant d6fini dans (2) et K 
6tant un majorant de la fonction ft. Or, par hypoth6se, il existe une suite croissante 
d'intervalles A, = Ix,, x'n] tels que: 

U An =IR, 
n 

t/o(xn) = ~/o(x',)= 1 pour tout n, 

v ( x , ) > K T  et v(x' ,)>KT. 

La condition (Ca) entraine que pour tout p > n, les solutions jusqu'~ l'instant Tdes 
syst6mes EA,c~F~ T et EAr,F,, ~̀  not6es respectivement ~, et ~p v6rifient ~k(S)(X,) 
= ~k(s) (x ' . )=  1 (k = n  o u  p). 

La condition (Cb) et la proposition 3.1 montrent alors que ~, et ~p coincident 
dans A n. Les solutions jusqu'fi l'instant T des syst6mes EA.nFKT (n@N) s'induisent 
donc et d6finissent une solution du syst6me EFK ~. 

L'unicit6 provient de ce que route solution de EF~,~ est, quel que soit n, dans An, 
une (et donc la) solution de Er~,~A .. �9 

Nous notons d6sormais ~ l'application de D darts lui-mSme qui associe/t une 
trajectoire (caractdris6e par (u(x), v(x)) la trajectoire solution du syst6me E~. I1 est 
clair que ~b est l'inverse de ~o sur D. 

IV. Existence et unicit6 du probl6me des martingales 

Dans cette partie ll)n ~ d6signe toujours la solution du probl6me (1, 1, :70). L'unicit6 
s'obtient facilement en utilisant les propri6t6s des applications ~0 et ~b. 

Th~or~me IV.1. Si les coefficients fi et 6 v~rifient (Ca) et (Cb) alors il existe au plus une 
solution au probIOme (fi, c5, Iio). 

D~monstration. Soient IP et IP' deux solutions du probl6me (fl, 6, :70). Elles sont 
toutes deux ainsi que Q,o port6es par D et l'on a donc d'apr6s le th6or6me II.2 q0(lP) 
= q) (IP') = Q,o' Par cons6quent: IP = ~b o q~(~,o) = IP', puisque ~b o (pest l'identit6 sur 
D. �9 
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I1 nous reste ~ mont re r  l 'existence d 'une solution et pour  ce faire, nous 
introduisons les coefficients tronqu6s ft, et 3, d6finis par:  

fl.(x,t/)=fl(x,t/)) si ]xl<_n 
(~.(x, t/) = ~ (x, t/) J 

fi,(x,t/)=c~,(x,t/)=O si ]xl>n. 

Notons  alors 0n l 'application de D dans lui-mame, d6finie de faqon analogue fi 0, 
qui associe ~ une trajectoire la trajectoire solut ion du syst6me de Harris  Ea avec les 
coefficients fin et fin (ou de faqon 6quivalente la solution du syst6me EE~n,,1 avec 
coefficients fi et 3). 

La d6monstra t ion du paragraphe  pr6c6dent mont re  en particulier que, pour  
toute  trajectoire co de D, 0n(co) coincide avec 0(co) sur un ensemble born6 jusqu'~t un 
instant T, g part i r  d 'un certain rang. D 'au t re  part, par  unicit6 de la solution du 
probl6me (fin, fin, t/0) et grfice/t l 'unicit6 des solutions du syst6me E E . . . .  j il est clair 
que l 'image par  0n de Q,o est la solution du probl6me (fin, fin, t/o). On a donc:  

- Nr+(t) et N r(t) ont des sauts de taille 1 ct aucun saut commun  0n(ll),o) 

presque sfirement (ccci signifie, par  exemple, que Nr+(t, On(co)) a 
~,o - p.s. des sauts de taille un). (3) 

- N r ( t ) - i ~ f i , ( x , t / ( s ) ) d x d s  et N r ( t ) - i  ~6n(x,t/(s))(t/(s)(dx))ds (4) 
O F  O F  

sont des 0n(Q~o)-martingales. 
Grfice ~ la convergence des 0n vers 0, nous allons d6montrer  le: 

Th~orbme. Eimage de Q,o par O est une solution du problOme (fl, (~, t/o). 

D~monstration. Nous  devons v6rifier que, pour  0(~,o) :  

)~+r(t) et N_r(t) (ddfinis dans la Proposi t ion  1.1) sont des martingales. (5) 

Elles ont  des sauts de taille 1 et pas de sauts communs.  (6) 

Nous  allons d6montrer  (5) et (6) en faisant tendre n vers l'infini dans (3) et (4). 
Pour  toute r6gion born6e A et tout  s positif, appelons ~ A  la a-alg6bre engendr6e 
par  t/(u)(A') pour  A ' ~ A  et u<s. Puisque pour  n assez grand, 0(co) et 0n(co) 
coincident sur F jusqu'/~ l ' instant t, on a si xeA: 

3. (x, 0n (CO) (S)) = ~ (~, 0 (CO) (S)) 

fin(X, 0n(CO)(S))= ~(X, 0(CO)(S)) 

et pour  tout  A de ~ r :  1A ~ 0n(co)= 1A ~ 0(CO) �9 
Par cons6quent, pour  n assez grand et s < t, on a: N+ r (s) o 0n(co) = N+ r (s) o 0 (co) ce 

qui implique que Nr+(t)oO(co) n'a que des sauts d 'ampli tude 1. Un argument  
analogue pour  les sauts communs  d6montre  (6). 

Par  ailleurs de (4), il s'ensuit que, pour  tout  A born6 de IR, tout  s < t et A dans 
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~A s , o n a  

S 1A(O.(CO)) Nr+(t)~ ~fi.(x, O.(co)(u)dx du dR, ~ 
O F  

Les seuls t e r m e s  n o n  born~s  dans  cet te  exp re s s ion  son t  Nr+(t)oO,(co) et 
Nr+(s) o 0 , ( m ) .  M a i s  l ' hypo th~se  (Ca) i m p l i q u e  que,  p o u r  t o u t  n: 

N+ r (t) o 0,(co) < N r  (K t)(co). 

P u i s q u e  Nr+(Kt)(co) est une  f o n c t i o n  Q,0- in tdgrable ,  le t h d o r 6 m e  de  c o n v e r g e n c e  

d o m i n 6 e  de L e b e s g u e  en t ra ine ,  

j 1AO ~p(CO)- S/+r (t) o ~p(CO) dQn ~ =~ 1Ao tp(co), g o  ~p(co) dQn o- 

D e  faqon s imi la i re ,  on  d ~ m o n t r e  q u e  Nr(t) o ~p(co) est une  m a r t i n g a l e  en  u t i l i san t  les 

in6gali t6s 

N r (t) o ~n (co) N N r (K t) < N+ r (K t) (co) + t/0 (C) 

�9 i ~b.(x ,  Ip.(co)(s))(tls(dx)) ds<=KNr(Kt)(co)+tlo(F). �9 
O F  
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