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Une formulation, et la finitude, du test s6quentiel 
du rapport des vraisemblances 

dans le cas Markovien temps continu 

Colette Andrieu 

I. Introduction et pr61iminaires 

1.1. Soit (s d ,  Pr) un espace probabilis6, soit (O,C~) un espace mesurable, 
soit ((X[~ une famille de fonctions al6atoires markoviennes indic6es 
par 0e O, dont les probabilit6s de transition, de ce fait, d~pendent elles aussi de 0. 
Supposons que 0 soit la valeur d'une variable al6atoire Y, d6finie sur (f2, d )  
et ~ valeur dans (O, c~). La loi de Y est not6e Py. (Dans le cas particulier off Pr = 30o, 
probabilit~ de Dirac dont la masse est concentr6e au point 0o, on retrouve le cas 
off les probabilitds d6pendent d'un param6tre dont la vraie valeur est 0o. ) Le 
test de l'hypoth6se H o (0= 0o) contre l'hypoth~se H 1 (0= On) pose le probl~me du 
choix entre la fonction al6atoire (X[~176 e t  la fonction al6atoire cy(01)~ 

_ ~ t  I t = > 0  �9 

Mais en pratique, la fonction al6atoire que nous observons et qui nous procure 
ainsi << l'6chantillon >> ne permet pas a priori de dire de laquelle des (0) 
il s'agit, nous nous contenterons de parler de la donn6e d'une fonction al6atoire 
(Xt)t>o dont les probabiliths de transition d6pendent d'un paramhtre 0. Nous 
noterons Pr o (A) a la place de Pr (A I Y= 0) et nous dirons qu'il s'agit de la probabilit4 
de A lorsque la valeur du paramhtre est 0. 

1.2. Cet article, qui d6veloppe la Note [2], a pour but de pr6senter une formu- 
lation du test s4quentiel du rapport des vraisemblances dans le cas markovien 
temps continu, de type de sauts et ~ un nombre quelconque d'6tats. I1 existe d6j~ 
des articles traitant de ce genre de test dans le cas de processus ~ temps continu 
(cf. E5] et E11]), mais ils ne r6pondent pas directement a notre pr6occupation. I1 
nous parait donc n4cessaire de souligner ici la motivation de notre article: (en 
ne mentionnant provisoirement que le cas d'un nombre fini d'6tats i pour mieux 
expliquer), ce ne sont pas les probabilit6s de transition pt(i,j; O) qui sont explicite- 
ment donn4es dans le cas des processus fi temps continu, mais ce sont les 

1 
q~(0)=Jim t El-p,( i ,  i; 0)] et qu(O)=l imlp, ( i , j ;  O) 

t ~ O  

qui sont donn6es (fi supposer que quel que soit 0EO et quel que soit i, lim pdi, i; O) 
t ~ O  

= 1). Ce ne sont donc pas avec les pdi, j; O) que nous d6finissons le rapport des 
vraisemblances. D'autre part, selon [6], les rr(i ) et Nr(ij) (~r(i) et Nr(ij) d6signant 
respectivement la dur6e totale de s6jour dans i et le nombre de passages directs 
de i fi j, durant l'intervalle de temps [0, T]) constituent (avec l'6tat initial x0) un 
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r6sum6 exhaustif. C'est pourquoi, exprimer le rapport des vraisemblances en 
fonction des Tr(i), Nr(ij), qi(O), qu(O) . . . .  est parfaitement justifi& Mais nous ne 
nous restreignons pas au seul cas d'un nombre fini d'6tats; nous 6tudions directe- 
ment le cas d'un nombre quelconque d'6tats, et nous le raisons avec une expression 
du rapport des vraisemblances diff6rente de celte formul6e par [-3]. Nous pensons 
doric que la formulation du test s6quentiel telle que nous la concevons ci-dessous 
n'est pas classique et n'entre pas dans l'optique de [11]. 

Evidemment un test s6quentiel n'a de sens que si sa finitude est prouv6e, c'est 
donc par la preuve de la finitude du test, propri6t6 essentielle, que nous com- 
mengons l'6tude, et nous la d6montrons explicitement dans cet article. Nous 
pouvons, bien stir, darts une 6tape future envisager d'autre 6tude, comme celle 
sur les conditions 6quivalentes du genre donn6es dans [11], ou comme celle sur 
l'optimalit6 (mais selon [10] et pourtant dans un cas bien plus simple, les tests 
optimaux semblent 6tre trop compliqu6s pour 6tre d'un int6r6t pratique). 

Enfin, /~ titre de comparaison, nous faisons quelques remarques sur le cas 
markovien/1 temps discret e t / t  un nombre quelconque d'6tats, cas moins com- 
plexe, donc n6cessitant des hypoth6ses plus faibles que celles du cas ~ temps 
continu. Citons en passant les articles [9] et [12] traitant du cas ~ temps discret. 

1.3. Le r6sultat auxiliaire ci-dessous sera utile pour les paragraphes suivants. 
Rappelons, pour commencer, qu'6tant donn6s un espace probabilis6 (f2, d ,  Pr) 

et deux sous-tribus ~ et 4((2 de d ,  le coefficient de d~pendance q~, dit d'Ibragimov, 
de ~ et ~ est d6fini (voir [8]) par 

qo(~, Jg(2) = sup IPr(A2IA1)-Pr(A2)I. 
A1 s;,~(1 : Pr (At) ~: 0 

Ce coefficient s'exprime de fa~on 6quivalente par 

~o(~, ~ ) =  sup (sup ess [ Pr(A I Yl)(O)- Pr (A)[). 
A e o','~:~ eaef2 

Le r6sultat auxiliaire signal6 s'6nonce comme suit: 

1.4. Proposition. Soit (Xt)t>__o une fonction aldatoire markovienne ddfinie sur 
(f2, ~', Pr). Quels que soient les instants s 1 <. . .  <sm < s < t < t 1 <. . .  < tn, on a 

q~(sJ~, . . . . . . . . . .  ~ , , ,  ..... ,~ d,), 

ds~ ........ ~,~,t~ ..... t,, sJ~ et s~ t d~signant ici les sous-tribus de sJ  engendrdes 

respectivement par (X~, .. . ,  X~m, X~), (Xt, X n , . . . ,  Xt~), X~ et X t. 

Nous omettons la d6monstration de ce r6sultat, qui figure de faqon implicite 
dans [7], th6or~me 3, off il est question du coefficient de d6pendance dit de Rosen- 
blatt, mais dont la transposition au cas actuel est imm6diate. 

II. Resultats principaux 

II.1. Soit un processus de Markov homog~ne/t temps continu dont l'espace 
des 6tats est (~r ~), off ~ est un bor61ien de IR h, et ~ la tribu bor61ienne de ~ ,  
et dont les probabilit6s de transition P~, t~lR+, d6pendent d'un param6tre 0, 
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0e O. Nous supposons que: quel que soit 0E O, lim ~(x, {x} 0)= 1, uniform6ment 
t ~ 0  " 

en x. On sait, d'apr6s [4] que, sous cette condition, quel que soit 0e O, 

lira 1-Pt(x'{x};O) Q(x;O)<=u(o)<oo 
t~O t 

cette limite 6tant atteinte uniform6ment en x; pour xr 

lim 1--P&, B; O)=Q(x, B; O)<Q(x; 0), 
t~O t 

cette limite 6tant atteinte uniform6ment en B ~ Y" \ {x}. 

Puisque Q(x, Y ' \  {x}; 0)=Q(x; 0), en posant Q(x, {x}; 0)=0, nous pouvons 
6crire Q(x, 2f; 0)=Q(x; 0). Nous nous pla~ons dans l'hypoth6se o6 quel que soit 
xeY', la mesure Q(x, .; 0) est absolument continue par rapport fi une mesure 
o--finie #; la version @2 N-mesurable de sa densit6 de Radon-Nikodym est not6e 
q(x,y; 0). Nous supposons de plus que, quel que soit x~N, quel que soit 0eO, 

lim Pt(x, B; 0)=re(B; 0) 

et que cette limite est atteinte uniform6ment en x et en B, et de fagon exponentielle, 
c'est/i dire que, pour tout 0eO, il existe K(O) et p(O), avec 0<p(0 )<  1, tels que 
pour tout t e IR +, 

[Pt(x, B; 0 ) -  re(B; 0)] <K(O). p(O) t, 
et enfin que 

sup ess Log q(x,y; Oa) 
(x,y)~sc2 q(x, y; 0o) <oo. 

Le sup ess 6tant relatif/t la mesure rc(dx; O)Q(x, dy; 0). 
Soit maintenant une fonction al6atoire markovienne homog6ne, s6parable 

(Xt),~+ d6finie sur un espace probabilis6 (O, d ,  Pr) et fi valeur, pour chaque t, 
dans (Y', N), ayant P~(.,. ;0) pour probabilit6s de transition et re(., 0) pour loi 
initiale (off 0 est le parametre dont la valeur est & soumettre au test de l'hypoth6se 
Ho(O = 0o) contre l'hypoth~se H 1 (0 = 01)). 

Nous supposons, sans que cela constitue une restriction (cf. [3]), que toutes 
les trajectoires soient continues fi droite. Cela a sa raison d'etre darts la proc6dure 
s6quentielle expos6e ci-dessous. 

II.2. Relativement /t un intervalle de temps It', t"] et au morceau de tra- 
jectoire (Xt(cO))c<__t~t,,, nous notons: ~c,t,,(B; co) la dur6e totale de s6jour dans B; 
Nt, t,,(B1 x B2; co) le nombre de passages directs de B 1 ik B 2. On sait que, pour 
cocO, re, t,,(.; co) est une mesure positive sur ~ et Nt, t,,(.; co) est une mesure 
positive sur @ 2 ~  /t valeur enti6re, tandis que pour B e ~ ,  B 1 xB2~@2~,  
Vc, c,(B; .) et Nt,~,,(B~ x B2; .) sont des variables r6elles que nous notons, pour 
simplifier, z~,,,,(B) et Nt,,,,,(Ba x B2). Dans le cas particulier off [t', t " ]=[0 ,  T], 
nous notons N T fi la place de No, r et z r fi la place de %, T; ainsi, NT(r X ~f) par 
exemple, d6signera le nombre total de sauts pendant l'intervalle [0, T]. 
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Posons 
~-(0)) = -- j" [Q(x; 01)-  Q(x; 0o) ] d'cr(X; ~) 

~f 

+ j" Log q(x,y; 01) dNT(X,y; co) 
x2 q(x, y; 0o) 

(ou encore, r CO)--LT(O0; CO) d'apr6s la notation de la Note [1]). 
Ce IT joue le r61e du logarithme du rapport des vraisemblances. 

Nous rappelons ~t ce propos (cf. [1]) que LT(O; CO) constitue une extension 
de la notion de vraisemblance, car la vraisemblance proprement dite n'est pas 
d6finie pour le cas des processus de Markov ~t temps continu. L'introduction de 
LT(O; co) est motiv6e par le fait qu'avec 0~IR, l'6quation dite de vraisemblance 
s'6crit 

8 8 

II.3. Formulation de la proe6dure s~quentielle. Nous proposons la proc6dure 
suivante: 

Soient les nombres a et b tels que 0 < b < 1 < a. 

(i) Si ~T(CO) < Log b, accepter l'hypoth6se H 0 . 
(ii) Si IT(C0)> Log a, accepter l'hypoth6se Hi.  

(iii) Si Log b < ~r(co) < Log a, continuer l'observation. 

Cette derni6re situation (iii) n6cessite une pr6cision. En effet, si dans le cas du 
temps discret, (~continuer l'observation)) signifie poursuivre l'observation une 
unit6 de temps de plus puis proc6der ~t la v6rification pour voir laquelle des 
3 situations se pr6sente, le cas actuel du temps continu est plus complexe. I1 est 
clair qu'on ne peut pas proc6der ~t la v6rification ~t n'importe quel instant. La 
question est doric: jusqu'fi quel instant continue-t-on l'observation avant de 
proc6der ~t une nouvelle v6rification? Nous proposons, lorsqu'on se trouve dans 
la situation (iii) fi l'instant T, de continuer l' observation jusqu'au premier instant T' 
tel que N T, (X x Y{'; co)= NT(Ys x Y'; co)+ 1, c'est ~t dire j usqu'~ ce que l'on rencontre 
un nouveau saut. On poursuivra ce proc6d6 jusqu'fi ce que (i) ou (ii) se produise. 
L'instant S(co) off l'on arr~te d6finitivement l'observation est celui off l'on a: 
ou bien ~s(o)<Log b, ou bien Cs(o,)>Log a. S(co)= + ~ si et seulement si quel 
que soit T e R + ,  

Log b < ~r(co) < Log a. 

II.4. Pour la commodit6 de l'expos6, posons 

C(0)= S [Log q(x, y; 01)]2 ~r~ q(x, y; 0o) rc(dx; O) Q(x, dy; 0)+ 

off 

0o 
G(t; O) dt 

0 

~G(t; o)= f [Q(x; OO-Q(x; Oo)] [O(u; OO-Q(u; Oo)] rc(dx; O) 
X2 

�9 [ -P,(x ,  du; O)-=(du; 0 ) ]  

- j" Log q(x, y; 01) 
~3 q(x,y; 0o) [Q(u; O0-Q(u; 0o) ] g(dx; O) 

�9 Q(x, dy; O) [Pt(y, du; 0)-  =(du; 0)] 
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q(x, y; 01) 
- j" [Q(u; Oa)-Q(u; 0o)] Log q(x, y; 0o) ~z(du; O) 

5/,-3 

�9 [Pt(u, dx; O)-=(dx; 0)] Q(x, dy; O) 

+ S Log q(x,y;01) q(u,v;O~) rc(dx;O)Q(x, dy;O) 
~:4 q(x,y;Oo) Log q(u,v;Oo ) 

�9 [ P , ( y ,  du; O)-n(du; 0 ) ]  Q(u, dr; 0). 

Nous faisons remarquer que l'int6grale S~G(t; O)dt est absolument con- 
vergente, car/~ l'aide d'une d6composition de Hahn de P~(x, .; 0)-re( . ;  0), on a 
la majoration 

IG(t; 0)1 =< w(o)p(O)', 

off W(O) est exprimable en fonction de K(O), du 

sup ess Log q(x,y;01) 
(x,r)~c2 q(x, y; 0o) 

relatif ~t la mesure rc(dx; O)Q(x, dy; O) et de la borne sup6rieure de 

IQ(x; OO-Q(x; 0o)1. 

Nous appelons cas dkg~n&O, le cas off 

(II.4.1) C(0)=0 

et ~ [-Q(x; O1)-Q(x; 0o)] rc(dx; O) 
~f 

(II.4.2) = S Log q(x, y; 02) rc(dx; O) Q(x, dy; 0). 
x2 q(x, y; 0o) 

La signification de ce coefficient C(O), ainsi que le sens du cas d6g6ndr6, seront 
comment6s plus loin�9 

Nous avons le r6sultat auxiliaire suivant, valable dans le cas non d6g6n6r6: 

II.5. Proposition. I1 existe un c > 0  pour lequel ProUlffcl <T] < 1, off 

7 = L o g a + f L o g b l .  

Dkmonstration. En utilisant les r6sultats suivants, obtenus par calculs par 
discr6tisation de l'axe du temps: quels que soient B ~ N ,  B2e~ ,  B3E~, B4E~, 

Eo[zr(B1)" zr(B2)] 
T 

= ~ [ ~ rc(dx; O) Pt(x, B2 ; O) + S =(dx, 0) Pt(x, B1; 0)] ( T -  t) d t, 
0 B1 B2 

Eo[NT(B 1 x B2). NT(B 3 • B4) ] 

= ~ zc(dx;O) Q(x, BznB4;O) 
Ba n B3 

T 

+ ~ [ ~ 9z(dx; O) ~ Q(x, dy; O) ~ Pt(x, du; O) Q(u, B4; 0) 
0 BI B2 B3 

+ ~ 7z(dx; O) ~ Q(x, dy; O) S Pt(Y, du; O) Q(u, B2; O)](T-t) dt 
B3 B4 Bt 
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et 

EO[ZT(B 0 �9 NT(B 2 x B3) ] 
T 

= S [ I n(dx; O) ~ P~(x, du; O) Q(u, B 3 ; O) 
0 B1 B2 

+ ~ ~(dx; O) ~ Q(x, dy; 0) Pt(Y, B1 ; 0)] ( T -  t) at, 
B2 B3 

nous obtenons 

Eo(~2)= T S [Log q(x' y; Ox) ] 2 ~2 q(x,y;Oo) ~(dx;O)Q(x, dy;O) 
T V 

+2o~ [j2 [Q(x; 01)- Q(x; 0o) ] [Q(u; 01)- Q(u; 0o) ] ~(dx; O) Pt(x, du; 0) 

-- ~ Log q(x, y; 01) ~ q(x,y;Oo) [Q(u;OO-Q(u;O~ 

- ~ [Q(u; 01)- Q(u; 0o) ] Log q(x, y; 01) n(dx; O)Pt(u, dx; O) Q(x, dy; O) 
~s q(x, y; 0o) 

+ ~Log q(x,y;01) (u 
~, q(x, y; 0o) Log q ' O) Q(x, dy; O) 

/); 01) 
q( , v; 0o) 7r(dx; 

�9 Pt(y, du; O) Q(u, dv; O)J (T- t )d t .  

On peut v6rifier que, pour T grand, Eo(~ 2) se comporte comme 

r 2 - ~  [Q(x; 01)-Q(x; 0o) ] rc(dx; 0)+ ~ Log q(x, y; 01) rc(dx; O) Q(x, dy; O) 
~ q(x, y; 0o) 

+ TEC(O) + o(1)]. 

En effet, d'une part, t'esp6rance math6matique de IT vaut 

1 
= - EQ(x; 0 1 ) -  O(x ,  0o)]   (dx; O) Y 

+ ~ Log q(x, y; 01) ~(dx; O) Q(x, dy; O) 
~ q(x, y; 0o) 

et d'autre part, la variance de ~r s'6crit 

T 
a2(~T) = TC(O)-- T~ G(t; O) d t -  ~ t G(t; O) dt 

T 0 

off on peut constater que 0 ~TtG(t; O) dt 

reste born6e quel que soit T. 

Ainsi donc, dans le cas non d6g6n6r6, Eo(~2)--> ~ quand T--~ ~ .  Par cons6quent, 
il existe unc  tel que 

pr o [42 < 72] < 1. 
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Sinon, on aurait, quel que soit TEN+,  Pr0[~2T<?2]=I, et on aboutirait 
Eo(~r) < ?2, c'est ~ dire & une contradiction. 

II.6. Dans le cas des variables al6atoires ind6pendantes, il n'existe pas d'ana- 
logue au terme o(1), ni d'analogue au terme ~ G(t; O) dt figurant dans l'expression 
de C(0); c'est pourquoi la non d6g6n6rescence y est simple/t exprimer. 

Par contre dans le cas markovien actuel, on peut remarquer que C(0)+0 
n'est qulune condition suffisante pour que Eo(~)--* oo quand T--~ ~ .  I1 se peut 
que, m6me avec E0(~r)=0 et C(0)=0, Eo(~) puisse tendre vers l'infini quand 
T---~ oe (tel est le cas si r~G(t; O)dt-, oo quand r--~ oe); mais c'est 1/t une 
<< concession >> que nous devons faire & la d6pendance markovienne (faible conces- 
sion, & notre avis, car la nullit6 de C(O) nous parait exceptionnelle). 

II.7. La proposition II.5 ayant montr6 l'existence d'un c pour lequel 

pr o [41 < ?2] .( 1, 

consid6rons Tassez grand. Soient d(T) et M(T) des entiers, fonctions de T, tendant 
vers l'infini avec T, choisis de sorte que M(T) soit le plus grand entier tel que 

M(T) (c+d(T))<= T 
et que 

lira M(T) p(O) a~r) =0.  
T~oo 

Cette derni~re condition est analogue ~ celle dans Doob [4], p. 230, ~t propos 
de la d6monstration d'un th6or~me limite centrale pour des processus de Markov 
/t temps discret. On peut par exemple choisir d(T) comme le plus grand entier 
positif tel que d(T) 2 = T, et alors pour T grand 

T 

Partageons maintenant l'intervalle [0, T] en sous-intervalles disjoints de longueurs 
alternativement 6gales ~t c et ~t d(T), c'est fi dire en intervalles 

[m(c+d(r)),m(c+d(r))+c] et ]m(c+d(T))+c,(m+ 1)(c+d(r))[, 

m=0,  1, ..., M ( T ) -  1, et un intervalle r6siduel [M(r)(c+d(r)), r]. 
Posons maintenant, pour simplifier l'6criture: 

~c( ,o)=  - S [0(x; 00-O(x; 0o)] d~,,,,, (x; ~o) 

+ ~ Log q(x '  Y; 01) dNu, e,(x, y; co) 
~c~ q(x, y; 0o) 

lorsque t' = m(c + d(T)) et t "=  m(c + d(T)) + c. 
Les variables al6atoires ~r m=0,  1, ... , M ( T ) -  I, sont de marne loi que 

E0(~c)=E0(r ~ (~ cause de la stationnarit6 de (XOt~R+) et par cons6quent ,, 2 2 

II.8. Proposition. 

rMm-~ ~ Mm-~ E ~ < ?  ~] 
Pro [ ~ o  { ' ~  < 7 2 } ] -  I~ Pro 

m=0 

__< pr o [ ~  < 72]. K(O). [ M ( T ) -  1]. p(O) a(T~. 
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D~monstration. Posons Dm={m~2<?z}, re=O, 1 . . . . .  M(T)-1.  Si l'un des D m 
est tel que Pr0(Dm)=0, l'in6galit6 est vraie. Pla~ons-nous dans le cas off aucun 
des D m n'est nul. Nous avons 

/M(T)--IDm \) M(T)--I ] 
Pr~ ~ o  - Y o  Pr~ 

[M(T)--1 ~ [M(T) -1 \ 
=< Pr o~ ~ Om] - P r  o(Do). Pro[ ~ Om~ 

\ m=0 l \ m=l l 

M(T)- 3 (mi~__ 0 ) /M(T)--I ,~ --YO Pr~ " /M(T)--I \ + E Pro(Din) Pro( n Da) Pro( n Da) 
j=O \ k = j + l  / \ k= j+2  / 

M(T)--2 /M(T)--I \ /M(T) -- i  \ 

< E Pr0[ kOs Dk)-Pr~ Pro ( n Dk) 
j=O \ k = j + l  ! 

M(T)--2 IM(T)-IDk ) /M(T)-I \ 
= S~o Pr~ Pro( n D , - P r o (  n Dkll 

\ k = j + l  \ k = j + l  ] l  
M(T)--2 ( M(T)--I c ) 

<Pro(Do). ~ go J ~ ,  V k , 
j = 0  k = j + l  

\ /M(T) - I  off s~{~ d6signe la tribu engendr6e par (X0~(c+eiT))__<t__<j(c+a(r))+c et off Vk=S+I k ~  
d6signe la tribu engendr6e par I IMr W k=S+l kcc{~ �9 Par cons6quent, en utilisant la 
proposition 1.4, nous pouvons 6crire 

/M(T)--I ) M(T)-I  [ M(T)--2 
Pr~ ~ o  Dm/ -- mI~----O Pr~176176 ,~o q)(dS(c+a(T))+c'~Cd+l)(c+a(r))) 

= Pr0(Do). EM(T)-  1]. K(O). p(O) a(r~. 

Ce r4sultat et les deux pr6c6dents nous conduisent au r6sultat suivant, lorsque 
l'on ne se trouve pas dans le cas d6g6n6r6: 

I1.9. Proposition. Pro IS< oc] = 1 et Pr o INs(Y( • 5f)< oo] = 1. 

D~monstration. Nous remarquons pour commencer, que si E0(~T)#0, c'est 
/t dire si 

- T~ [Q(x; 01)- Q(x; 0o) ] 7T(dx; 0)--1- T ~ Log q(x, y; Oa) 7z(dx; O) Q(x, dy; O) 
~r ~c~ q(x, y; 0o) 

1 
n'est pas nulle, la d6monstration de la finitude de S d6coule de ce que ~-Cr 
converge Pr0-presque-surement vers 

- ~ [Q(x; 01)-Q(x; 0o)] zr(dx; 0)+ ~ Log q(x, y; 01) rc(dx; O) Q(x, dy; 0), 
~r ~c~ q(x, y; 0o) 

lorsque T---~ oe. (Cette convergence presque-sfire, qui n'est pas 6vidente, est dfie 

~ celle de TZT(B) et ~ celle de l N r ( B ~  x B2) quand T-~ oe. ) 

En incluant la possibilit6 que E0(~r) prenne la valeur 0, la d6monstration sui- 
vante est donn6e: 

Si quel que soit T~IR+, 
Log b < CT(O)) < Log a, 
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alors, en &rivant pour tout m=0,  1, ..., M(T) -1 ,  

Log b < ~m(c+d(T))+c((D) < Log a, 

Log b < ~m(c + a(T)) (CO) < Log a, 

nous obtenons par soustraction 

- ~ < m~c(CO) < 7 

off y = L o g  a +  ILog bl. 

Par cons6quent, ell nous servant de 11.8, nous avons 

- -  T ~  oo - [ M ( T ) - - I  Pr0[S= +oo]_< lim Pro L ~--o {"r <72}] 

_< lim (Pr o [r < 72])M(r) 
T ~ o o  

+ K (0). Pro [~c 2 < 72] . l ira [M(T) - 1]. p (0) "(r) 

~---0. 

Par cons6quent, Pr o [S<  ~ ]  = 1. Et comme dans tout intervalle fini, il n'y a 
qu'un nombre fini de sauts, nous avons 

Pr o [Ns(X x X) < o~] = 1. 

II.lO. Dans le cas particulier d'un nombre fini d'6tats, par exemple, le logarithme 
du rapport des vraisemblances s'4crit 

Log qii(01) ~r(C0)= -- ~ [q,(Ot)--qi(O0) ] ~r(i; 09)+ ~, Z~dN-NT(ij; co). 
ie~" (i, j)e~L r2 ~owo) 

Et lorsque quels que soient i eX  e t j~X,  qi~(O1)=qij(Oo) (ce qui ne permet pas de 
distinguer l 'hypoth&e H 1 de l'hypoth&e Ho, car on a alors aussi qi(O1)=qi(Oo)), 
on se troupe alors dans un sous-cas du cas d6g6n6r6. 

III. Remarques sur ie eas du temps diseret 

III.1. Nous voudrions, ~t titre de comparaison, terminer par quelques remar- 
ques sur le cas markovien ~ temps discret, mais ~ un nombre quelconque d'6tats. 
Par sa nature moins complexe, il exige des conditions moins restrictives que celles 
du cas ~ temps continu. Soit done un processus de Markov homog6ne/~ temps 
discret dont l'espace des 6tats est un espace mesurable (X, ~)  et dont la probabilit~ 
de transition P d6pend d'un param&re O, 0~0. Nous supposons que, quel que 
soit 0~O et quel que soit x6X,  P(x,. ;0) soit absolument continue par rapport 

une mesure a-finie et nous notons p(x,y; O) sa densit6 de Radon-Nikodym. 
Nous supposons de plus, comme dans le paragraphe II, que quel que soit x~X, 
quel que soit B ~  et quel que soit 0~ O, lim P~(x, B; O)==(B; O) et que cette limite 

n ~ o o  

soit atteinte uniform6ment en x et en Be t  de faqon exponentielle, c'est ~ dire que, 
pour tout 0e O, il existe K(0) et p(0) avec 0 < p(0)< 1 tels que, pour tout ne N*, 

IP~(x, B; 0)-~z(B; 0)[ <=K(O). p(O)". 
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Nous supposons, enfin, que quel que soit 0~O, 

[Log p(x' y; 0a) ] ~(dx; 0) P(x, dy; 0) < oo. 
2 

~:2 p(x, y, 0o) J 

III.2. La proc6dure du test s6quentiel s'exprime, ici, /t l'aide de la donn6e 
d'une fonction al6atoire markovienne (Xt),~ d6finie sur un espace probabilis6 
(f2, d ,  Pr) et/l  valeur dans (Sf, M), ayant P(.,.; 0)pour probabilit6 de transition, 
et 7: (. ; 0) pour loi initiale, et off 0 est justement le param6tre dont la valeur est ~t 
tester. 

Le rapport des vraisemblances, (en n6gligeant un premier terme) peut 6tre 
exprim6 sous l'une des deux formes suivantes: 

Log p(x, y; 01) 
~"(co) = ec2 p(x, y; 0o) dN,(x, y; co) 

N,(B 1 x B2; co) ddsignant le nombre de passages directs de B 1 h B 2 du temps 0 
au temps n, ou encore: 

n-1 p(Xk((j)), Xk+l (CO); 01 ) 
~"(co)= k=0 ~ Log p(Xk(co), Xk+~(co); 0o)" 

C'est cette deuxihme forme que nous utiliserons de prhfhrence. 

La prochdure shquentielle s'exprime de la fa~on suivante: Soient les nombres 
a et b tels que 0 < b < 1 < a, 

(i) Si (,(co) < Log b, accepter l'hypothhse H 0. 
(ii) Si ~.(co)>Log a, accepter l'hypoth~se H 1. 

(iii) Si Log b<~,(co)<Log a, continuer l'observation une unit6 de temps de 
plus, avant de prochder/t une vhrification pour savoir laquelle des situations se 
pr6sente. 

L'instant v(co) off l'on arr4te d6finitivement l'observation est celui off l'on a: 

ou bien ~(,~)(co) < Log b, ou bien ~(~,)(co) > Log a. 

v (co)= + oo si et seulement si quel que soit n~ N*, 

Log b < ~,(co) < Log a. 

III.3. Posons 

Gk(0)=2 .[Log P(x'y;01) P(u'v;01) ~(dx;O)P(x, dy;O) 
at, p(x, y; 0o) Log p(u, v; 0o) 

�9 [ ~ ( y ,  du; O)-~(du; 0)]  P(u, dr; 0). 

La s6rie Y.~~ o Gk(0) est une s6rie absolument convergente. 

En effet, en posant V~=Log p(X~,X~+~; 0~) la stationnarit6 nous permet 
d'6crire p(Xi, Xi + 1 ; 0o) 

~Ok(O)=E(Vo V~)-E(Vo)- E(V~). 
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Le lemme 1.1.7, p. 10 de [8] nous permet de majorer 1�89 sous une condition 
moins restrictive que celle impos4e dans le cas du temps continu. Nous avons 

[�89 w r '~162 0,1 , ~k ,  k +l)  

=2E(V~)qol/Z(dl,dk), d'apr6s 1.3, 

< 2 E(Vo2) �9 K(O). p(0) k-1. 
Par consequent, 

[(~k(0)[ < 4E(Vo2) �9 K(O). ~ p(O) k < co. 
k=l k=l 

III.4. Posons maintenant 

C(O)= ~ [Log p(x, y; 01) ]2rc(dx; O) P(x, dy; O) 
~r2 p(x, y; ~o) ] 

[~  p(x, y; 0~) rc(dx" O)P(x, dy; 0)] 2 
- Log p(x, y; 0o) ' 

+ Y, G(0). 
k=0 

Nous appelons cas d6g6n&6, le cas off 

8 (0 )=0  
et 

Log p(x, y; 01) 7r(dx; O) P(x, dy; 0)=0.  
x2 p(x, y; 0o) 

La finitude du test s6quentiel s'6nonce comme suit, valable dans le cas non 
d6g6n&6: 

III.5. Proposition. Pr o [v < co] = 1. 

La d6monstration s'effectue de fa9on analogue/t celle du cas du temps continu, 
mais plus simplement. 

1 ~ Un calcul (voir [8], proposition 1.1.20, p. 23) donne: 

Eo(~2)=n 2 Log p(x,y;Oo) =(dx;O)P(x, dy;O) +n[d(O)+o(1)]. 

Ce qui entraine l'existence d'un c pour lequel 

Pro[~ 2 <72] < 1. 

2 ~ Nous proc6dons comme dans le cas du temps continu. Nous nous int6- 
ressons aux sous-intervalles disjoints 

[m(c+d(n)),m(c+d(n))+c-1], m=0,  1 . . . . .  M ( n ) -  1 

de l'intervalle [0, n]. 
Nous posons 

m(c+d(n))+c-2 p(Xk(O,)), Xk+l  ((.0); 01 ) 
m~c(O)) = Z Log 

k=m~c+a~.~ p(xk(o~), xk+l (~o); 0o) 
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En nous servant du r6sultat 1.3, nous obtenons l'in6galit6 

[M(n)--I M(~I--1 
Pr0L  m__(~0 { m ( 2 < 7 2 } ] _ _  m=0 Pr~ <~)2] 

__< pr o [(2 < yz] .  g(o). [ M ( n ) -  1].  p(O) a("). 

3 ~ La d6monstrat ion s'ach6ve comme dans le cas du temps continu, avec 

Pr o Iv = oe] __< l ira (Pr o [(z < 72])M(,) 

+K(O). Pr o [(2 < 72]. lim [ M ( n ) -  1].  p(O) d~") /l~oO 
m 0.  
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