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Sommaire. De nombreuses publications ont 6t6 consacr6es ces derniSres 
ann6es /t l'6tude des propri6t6s limites des variables al6atoires lipschitzien- 
nes. Si le th6or6me de la limite centrale a trouv6 dans les travaux de N.C. 
Jain et M.B. Marcus [-9] et B. Heinkel [-7] des conditions suffisantcs en un 
sens meilleures possibles, la loi du logarithme it@d, bien qu 'apparaisant  
comme corollaire imm6diat de la propri6t6 de limite centrale, 6tait toujours 

la recherche de conditions sp6cifiques. Nous pr6sentons, darts notre 
premi6re partie, une loi du logarithme it6r6 pour les variables al6atoires 
lipschitziennes sous des hypoth6ses qui lui sont propres. Dans la seconde, 
nous appliquons les techniques du cas lipschitzien fi l'6tude de la fonction 
caract6ristique empirique en vue de pr6ciser, dans leurs parties loi du 
logarithme it6r6, les r6cents rdsultats de M.B. Marcus [,15] et S. Cs6rgd [-3] 
concernant les propri6t6s limites de la fonction caract6ristique empirique. 

1. La loi du logarithme it6r6 dans ~f(S) 

Soient (S, d) un espacc m6trique compact de diam6tre D(S) et cg(S) l'espace de 
Banach des fonctions complexes et continues d6finies sur S muni de sa norme 
usuelle I/-ll- 

Darts tout ce paragraphe, X ddsignera une variable aldatoire (v.a.) sur un 
espace probabilis6 ((2, Y ,  P) /~ valeurs dans ~g(S), centr6e et telle que: sup 

SES 

E{]X(s)I 2} < oo, et ( X , ) , ~  une suite de copies ind6pendantes de X. Pour une 
telle v.a., nous noterons, pour tout entier n: 

s.(x)  = x l  +... + x . .  

Nous poserons par ailleurs, toujours pour tout entier n: 

a, = (2 n L z n) ~ 
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O1~1 L 2 est la fonction sur IR+,/t valeurs positives, d6finie par: 

g u > exp(e), L 2 u = Log(Log u) ; 

Vus[0, exp(e) [, Lzu= 1. 

Nous dirons que X satisfait au th6or6me de la limite centrale si la suite 

( ~ )  converge en loi dans cg(S)vers une fonction al6atoire gaussienne/t 
n~N 

trajectoires continues, de m6me covariance que X. Nous dirons que X satisfait 
/~ la loi du logarithme it6r6 born6e (respectivement compacte) si, presque 

sfirement (p.s.), sup [[S,(X)I[ < oo (respectivement si, p.s., la suite "---[S"(X~] est 
neN a n \ an ]neN 

relativement compacte darts (cg(S), [I.H), d'ensemble de valeurs d'adhhrence la 
boule unit6 de l'espace autoreproduisant associ6 h la covariance de X) (cf. 
[16]). 

A la suite des travaux de N.C. Jain et M.B. Marcus [9], B. Heinkel 
obtenait, gr~tce ~ la m6thode des mesures majorantes introduite par X. Fernique 
[4] pour l'6tude des fonctions al6atoires gaussiennes, une condition suffisante 
pour qu'une v.a. lipschitzienne v6rifie le th6or6me de la limite centrale et la loi 
du logarithme it6r6 dans cg(S). 

X sera dite lipschitzienne par rapport ~ un 6cart p continu sur (S, d) (ou p- 
lipschitzienne), s'il existe une v.a. positive M de carr6 int6grable, telle que: 

VcozO, Vs, tzs, IX(co, s)-X(co, t)l <p(s,  t) M(co). 

Th6or~me 1.1. [7] Supposons X p-lipschitzienne; s'il existe une mesure de 
probabilit6 # sur S muni de la tribu p-borOlienne ~ p, telle que: 

l msu i(Lo  
~,o x~S o p ( x , y ) < u }  du=O,  

alors X satisfait au thdorOme de la limite centrale et fi la loi du logarithme it~rd 
compacte dans ~g(S). 

Remarque 1.2. Pour tout r6el u>0,  on d6signe par Np(S, u) le hombre minimal 
de p-boules de rayon u suffisant /t recouvrir S. I1 est bien connu ([4], 
Corollaire 6.2.4) que sous l'hypoth6se d'entropie: 

1 

S (Log Np(S, u)) -~ du < oo, 
0 

il existe une mesure de probabilit6 # sur (S, Bo) telle que la condition du 
th6or6me 1.1 est satisfaite. 

L'6nonc6 pr6c6dent n'a rien de sp6cifique en ce qui concerne sa partie loi 
du logarithme it6r6 puisqu'il entre dans le cadre des th6or6mes de liaison ([16], 
Th6or6me 4.3) entre th6or6me de la limite centrale et loi du logarithme it6r6, X 
6tant fortement de carr6 int6grable. Mais pour une telle v.a., la propri6t6 de 
logarithme it6r6 born6e (respectivement compacte) est 6quivalente/t la bornitu- 
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de en probabilit6 (respectivement convergence en probabilith vers 0) de la suite 

( S~(X) t ([12], Theorems 4.1, 4.2). Cette observation est ~t l'origine du 
an / , ~ N  

th6or~me suivant qui pr6cise le r6sultat 1.1 en ce sens que la v.a. consid6r6e 
n'aura aucune raison de v6rifier le th6or~me de la limite centrale. 

Th~or~me 1.3. Supposons X p-lipschitzienne ; s'il existe une mesure de probabilitd # 
sur (S, No), telle que: 

D!S) (~ 1 ) 
sup ~ du < oo (1) 
~s {y~S,p(x,y)<u} 

respectivement 

' msupi (  ) ) ~o x~s o {ysS, p(x,y)<u} du=O (2) 

( Logu )~ 
off ~ d~signe la fonction: ~(u)= \L2(~gu)- d~finie sur l'intervalle [1, oo[, 

alors X satisfait d la loi du logarithm e itdr~ born~e (respectivement compacte) 
dans ~(S). 

Remarque 1.4. L& encore l'hypoth~se (2) est v~rifi6e sous la condition 
d'entropie: 1 

u)) du < 
0 

(Une 6criture plus suggestive consisterait ~t noter l'entropie Ho(S , u) 
=Log  No(S, u), et ~t supposer: 

i (  Hp(S ,u) )~ 
o \L2(Hp(S, u)) du < oo ; 

nous conserverons toutefois la fonction ~ pour des commodit6s de notations.) 

D~monstration du thkorkme 1.3. Elle consiste essentiellement en la transforma- 
tion, sous l'hypothhse (1) ou (2), du probl6me de loi du logarithme ithr6 en un 
probl~me de bornitude en probabilit6 dans un espace d'Orlicz appropri6. La 
premihre 6tape est une adaptation convenable, d'un r6sultat ghn6ral de B. 
Heinkel [8] sur le thhorhme de la limite centrale dans cg(S). On rappelle qu'une 
fonction de Young ~0 est une fonction sur IR, croissante, convexe, continue et 
nulle ~t l'origine; l'espace d'Orlicz LO(T,r) des fonctions complexes f d6finies 
sur un espace probabilis6 ( T , J ,  r) pour lesquelles il existe c~=c~(f)>0 tel que 

ost mun  de  orme 

N~ 

un espace de Banach. 
En raison des hypotheses de moments faibles faites sur X et de la loi du 

logarithme it6r6 en dimension finie, le lemme suivant est l'exact analogue du 
crit~re de [8] pour le d6nominateur a,. 
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Lemme 1.5. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites: 
a) il existe une fonction de Young ~o, un dcart p sur S d-continu tel que de 

plus X soit p-continue, et une mesure de probabilit~ # sur (S, N p), tels que : 

respectivement 

D(S) (]A 1 )du< 
sup ~ rp -1 2{yeS,  p ( x , y ) < u }  
xES 0 

OO 

lim sup ! ~0-1 du = 0 �9 2 ~+0 x~s {y~S, x ,y)<u} 

b) si l'on pose: X(s, t )= X ( s ) - X ( t )  p(s, t) I~o.o}(S, t), alors 26L~~ x S, #| p.s.; 

c) la suite ---~-(b'"(X) X I + . . . + ) ~ , ]  est bornOe en probabilitd dans 
\ a, a, ] n~N 

(L~~ x S, # | Ne(.)) i.e. : 

.s~ ( \ an / 

sous ces hypotheses, suite (<(X)I - -  est born~e en probabilit~ (respectivement 
\ an ]neN 

converge en probabilit~ vers 0) dans ~g(S) et pour tout entier n e t  tout rdel 6>0,  
on a: 

EtL s,t~sSUp S , (X) ( s ) -S , (X ) ( t ) }a ,  

p(s, t )  < & 

<40E{No(S,,(2)I; ./2( 1 ) \~a~-- , / jsup I (P 1 x~S o # 2 { y ~ S , p ( x , y ) < u }  du. 

Pour conclure ~ 1'affirmation du th6or6me, il suffit, comme nous l'avons 

vu, de vhrifier que la suite (S , (X) ]  est bornhe en probabilit6 (respectivement 
\ a, ]neN 

converge en probabilit6 vers 0); pour ce faire, un argument classique de 
sym6trisation nous autorise ~t consid6rer X sym6trique; nous le supposerons. 

La fonction e x p ( u Z L 2 u ; ) - l ,  d6finie sur IR+, n'6tant pas d6rivable en 
(exp(e)) ~, nous lui substituons, sur l'intervalle [0,(exp(e))-~[ un prolongement 
convexe plus petit de telle sorte que la fonction (p sur IR+ ainsi obtenue soit 
une fonction de Young de classe C2; /~ noter qu'il existe deux constantes 
positives c 1 et c 2 telles que pour tout u>0,  on ait: (p -~(u )<c lO(u)+c  2. Le 
th60r6me 1.3 sera alors 6tabli si nous montrons que la condition c) du lemme 
1.5 est satisfaite pour la fonction (p ainsi d6finie. C'est l'objet du prochain 
lemme qui se d6duit ais6ment des in6galit6s classiques entre les moments 
successifs des sommes de v.a. de Rademacher et des sommes de v.a. 
gaussiennes. 
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Lemme 1.6. Sous les hypothOses du th~orOme 1.3, 

,~  \ an l )- 

DOmonstration du lemme 1.6. La suite ( X , ) , ~  est suppos6e construite sur un 
espace probabilis6 ((21,~,P~). On peut toujours supposer qu'il existe sur ce 
m~me espace une suite ( M , ) , ~  de copies ind6pendantes de M, telles que: 

Vco 1 el21, VneN, Vs, teS, IX.(%, s)-X.(co,, t)l < p(s, t) mn(o)l). 

Sur un espace probabilis6 (O2,~2, P2), distinct de ( f2z ,~  1, P0, on considBre une 
suite (e~),~ de v.a. de Rademacher (i.e. une suite de v.a. ind6pendantes prenant 
les valeurs + 1 et - 1  avec probabilit6 �89 Par sym6trie, il est clair que pour 

8 , (2)  1 
tout entier n, et ejXj ont m~me loi. La d6finition de N*(.) 

a n a. j= 1 
implique que pour tout r6el u >0:  

P2 [,092 : N q ~ ( j ~ l : J ( T 2 ) ' J ~ u l  

=<P2 ~ !seXp[]J~-'gJ(c~ L2("~-1"((~ Xjl / l d g @ P =  >2  �9 

s k2uZLen~=M~ VueLenj~IM2/j 
En vertu de l'in6galit6 de Schwarz, pour tout u >  1 et tout n, on a: 

j=~l~'J(O)2)Xj2~ (j-~l 'gJ((Z)2)'2)(j=~l '~l~j[2) 
= < n  

2u2L2 n ~, M 2 ~ M; - 
j=l j=i 

puisque X est lipschitzienne. I1 s'ensuit que: 

P2 c%: N ~ __>u 

\t2Cin s My)/ | \~ j--1 I I  3 

SP2 (.o2: ~ exp|"=*- ; _ _ '  |@| 

k 1 _1 / 
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D'un calcul de X. Fernique ([5], Corollaire 1.1.2) on d6duit alors: 

Par suite, 

Y~l x Y22 \ an  j = 1 

~ 5 J  =1 dp:(e~:)<=5(E{M2})~<oo. 
H 

dP2(e~ dPl (r176 :) 

Ce qui achSve la d6monstration du lemme et donc du th6or6me. 

Remarque 1.7. Nous laissons le soin au lecteur de se convaincre que dans 
l'exemple de M.B. Marcus ([13J, Sect. 2), indiquant en un certain sens que le 
th6or6me 1.1 est le meilleur possible, la v.a. Y consid6r6e satisfait aux 
hypoth6ses du th6or6me 1.3 d6s que k>  3 (et donc v6rifie la loi du logarithme 
it6r6) sans toutefois poss6der la propri6t6 de limite centrale. 

Remarque 1.8. En analogie avec le th6or6me 1.3 reste ouverte la question d'une 
6ventuelle loi du logarithme it6r6 sous les hypoth6ses du th6or6me 1.1 avec M 

f M 2 
"x 

v6rifiant: E~ ~ <  oo. Si, comme nous allons le voir, il est toujours possible LL2MJ- 
d'atteindre la convergence en probabilit6 vers 0 de la suite / ~|S'(X)} , on ne 

\ an ]nEN 
peut toutefois, faute d'une hypoth6se nous assurant l'int6grabilit6 de J[X[[ 2, 
conclure h la propridt6 de logarithme it6r6. Nous donnons une preuve simple 

s . ( x )  p 
du fair que - -  +0 ~t l'aide de l'616gante d6monstration du th6orhme 1.1 de 

a n 
J. Zinn [17] sous la condition d'entropie de la remarque 1.2, mais une petite 
modification du lemme 1.5 nous permettrait de conclure sous l'hypothhse plus 
ghnhrale de mesure majorante du th6orhme 1.1. 

1 

Sous la condition d'entropie: S (Log Np(S, u))~du< oo, J. Zinn construit tout 
0 

d 'abord un 4cart p' continu sur (S, d), tel que: 

1 p(s,  t) y i _ _ _  o(LogNp,(S,u)) du<oo et p'(s,t) ~0 quand p'(s,t)-+O. 

L'espace B={x~Cg(S), [x(s)-x(t)l=o(p'(s,t))} muni de la norme: llxll,=llxll 
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Ix(s)-~(01 
+ sup ~tant un espace de Banach saparable, les propriat~s de 

p'(~,,)*o p'(s,t) ' 
continuit6 de certaines s6ries al~atoires gaussiennes montrent que l'application 
identique de B dans ~E(S) est de type 2. La conclusion s'obtient alors de la 
proposition 7.2 de [61 puisque: 

2. La loi du logarithme it6r6 pour la fonction caract6ristique empirique 

Soit k un entier strictement positif; IR k est muni du produit scalaire usuel ( . , . )  
et de la norme euclidienne: [tl=(t,  t)  ~, te lR k. Pour une v.a. Y ~t valeurs dans 
IRk et une v.a. complexe ~ de carr6 int6grable, nous introduisons une fonction 
caract6ristique empirique de Y en posant: 

Vooef2, VteIR k, C(co, t) = {(co) exp(i < t, Y(co) > ) -  c(t) 

off c( t )=E{~ exp(i<t, Y>)}; nous lui associons l'6cart a d6fini par: 

Vs, telR k, a2(s, t)=4E{l~ sin (�89 s -  t, y>)12}. 

Le principal r6sultat concernant les propri6t~s limites de la fonction 
caractdristique empirique a 6td obtenu r6cemment par M.B. Marcus ([15], 
Theorem 1) pour la dimension 1 et S. CsSrg6 ([3], Theorem 3.1) pour les 
dimensions sup6rieures: 

1 

Th~or~me 2.1. Si S (LogNo([-3,1 +13k2j, u)) ~ du< ~176 pour tout compact S de IR k, 
o 

C satisfait au th~or~me de la limite centrale et d la loi du logarithme it~r~ 
compacte dans cg(S). 

La d6monstration du th6or~me 2.1 repose sur une formule de convexit6 
([5 l, Proposition 1.4.2) et sur une 6valuation pr6cise du premier moment d'une 
v.a. sous-gaussienne ([14], Theorem 4.1). Notre r~sultat g6n~ral du paragraphe 
pr~c6dent r6sistant ~t toute tentative d'extension sous-gaussienne, nous adopte- 
rons, dans le but d'6noncer une condition suffisante propre ~t la loi du logarith- 
me it6rd, le point de vue lipschitzien d6velopp6 dans la premiere partie. 

1 

Th~or~me 2.2. S i ~  O(N~([-g,1 + 231qk, U))du< 0% pour tout compact S de IR k, C 
o 

satisfait d la loi du logarithme it~r~ compacte dans off(S). 

D~monstration du th~or~me 2.2. L'6cart ~ 6tant invariant par translation, il suffit 
de prouver le rdsultat pour le compact S -  1 �89 - [ - 3 ,  + Nous noterons 
d6sormais (t21,J~, P1) l'espace probabilis6 des v.a. Y et ~, 622, ~2, P2) l'espace 
probabilis4 d'une v.a. de Rademacher e et (t2, ~ ,P)  l'espace produit (t? 1 x f/2, 
Yll | P~ | El ,  E2, E d4signeront respectivement les op4rateurs esp6ran- 
ces. On pose: 
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gco =(col, co2)ef2, gtelR k, D(CO, t )  = e(C02) ~(COl) exp(i< t, Y(col) >). 

Pour tout co=(col,co2)ef2 et s, telR k, on a: 

ID(co, s)-D(co, 012 

= t~,(c%)12 ]exp(i<s, Y(coz)>)-exp(i<t,  Y(co0 >)12 

= 4 ]~(co 0] 2 sin 2 (�89 < s - t, Y(co 1) > ) - P2( s, t; co 1) M2(co) 

off M ( c o ) - i  et p(s,t;col)=-21~(coOsin(�89 Y(c01)>)l. Pour chaque 
c01~f21, p(s, t; c01) est un 6cart continu par rapport g la distance usuelle sur IRk; 
D(col,c02) est donc lipschitzienne en ~ au sens du premier paragraphe. En 
outre: 

p(s, t; 09/)<2 [~(col)l (~ I s - t l l  iy ((2)1) I A 1 ) - h ( l s - t l ;  coa). 

U n  argument de sym6trie ([15], Lemma2) et le lemme 1.5 dans l'espace 
(s ~ ,  Pz) impliquent que pour tout r6el 6 > 0 et tout co a6f21 : 

S,( C) (col,s)-  S,( C) (co~ , t) 
E2 s ~ P  ~k / J I.s, tE [ -  ~, + ~-I I an 

i s - t [ < ~  

t P ~ S~(D)(c~ 
< 2E2 su 

ls, te[-~, %~1 I an 
Is-tl<o 

-<80E2{N~(S"(D(c~ a~ ] j  ~ (~ ~2k 1 1Kk 0 ) du 
o ,~ { y e [ - ~ ,  +~]  ,p( ,y;col)<U} 

off (.p d6signe la fonction de Young construite dans la premi6re partie/~ partir 
de la fonction exp(uzLEU2)-l,  2 la mesure de Lebesgue sur IRk et K une 
constante d6pendant de la seule dimension k. Apr6s utilisation du lemme 1.6 et 
integration par rapport / t  col, l'in6galit6 de convexit6 de la proposition 1.4.2 de 
[5] fournit: 

E I sup S , (C)(s ) -S , (C) ( t ) }  
(s, te[- ~, + ~]k a. 

I s - t l < 6  

<400 S ~ ~ 2k{ys[ 1 1 k du 
- ~ ,  + 7 ] ,  a(y)<u} o 

off l'on a utilis6 que: 

El{p(0, Y; col)} =2E{l~ sin(�89 < y, Y>)l} < ~(Y). 

La convergence de cette derni6re int6grale 6tant une cons6quence de la conver- 
gence de celle figurant dans l'6nonc6 du th6or6me (cf. [10], Chap. IV, Lemma 

6.2) oi1 d6duit du th+or6me de la convergence domin6e que la suite "I S"(C)" 
\ an /nel"~ 



Loi du logarithme itdr6 433 

(g 1 + z l h .  C 6tant de norme au carr6 converge en probabilit6 vers 0 dans ( [ - 5 ,  2J J, 
intdgrable, l'affirmation du thdordme s'ensuit. 

Remarque 2.3. Le mdme schdma de ddmonstration fournit une autre preuve au 
thdordme 2.1. Par ailleurs, le lecteur se convaincra aisdment de ce que les 
quatre suites considdrdes par S. CsSrg6 ([3], Sect. 9) vdrifient toutes la loi du 
logarithme itdr6 sous l'hypothbse plus faible du thdordme 2.2. 

Remarque 2.4. Si C vdrifie le thdordme de la limite centrale, le processus 
gaussien (stationnaire fi un centrage prds) limite est ~t trajectoires continues. En 
consdquence, la condition d'entropie du thdordme 2.1 est 6galement ndcessaire 
([4], Thdordme 8.1.1) pour que C vdrifie le thdordme de la limite centrale. Le 
probldme d'une 6ventuelle rdciproque au thdordme 2.2 n'est pas rdsolu. 

Indiquons bri6vement en quel sens le th6or6me 2.2 pr6cise l'6nonc6 2.1" 
pour plus de simplicit6 nous poserons k = l  et ~ - 1 ;  nous poserons en outre, 
pour tout r6el e>O: 

Vu > exp(exp(e)), g~(u) = Log u [Log(Log u)] 2 [Log(Log(Log u))] 1 + ~; 

Vue[0, exp(exp(e))[, g~(u)= 1. 

Soit Y une v.a. rdelle telle que: E{g~(lY])}<oo pour un e, 0<e_<l .  D'aprds T. ))_1] 
Kawata ([11], p. 419-428), ddjfi cit6 dans [2], er2(s,t)=O g~ 

quand ]s- t [  ~ 0. On constate alors aisdment que si le thdor6me 2.2 nous assure 
la propridt6 de logarithme itdr6 pour la fonction caractdristique empirique C 
de Y, rien ne permet d'y conclure sous l'hypothdse 2.1. Mieux, si d'aventure 

o-2(s,t) se comporte comme gl quand Is-tl~0, d'aprds la remar- 

que prdcddente, C ne vdrifiera pas le thdordme de la limite centrale. 
Le thdordme 2.2 peut 6tre de quelque utilit6 au statisticien et prdsenter 

certains avantages par rapport aux 6noncds antdrieurs. Traduite sous forme 
bornde, la loi du logarithme itdr6 offre tout d'abord un ordre de convergence 

p.s. vers 0 de la suite "(S"(C)~- ; on a e n  effet, sous la condition d'entropie du 
\ n lnei N 

th~or6me 2.2: 

sup = O p.s. 
t~S 

pour tout compact S de IR k. Par ailleurs, si 4 - 1 ,  S. Csdrg6 ([3], Sect. 9) a 
identifi6 l'ensemble non aldatoire des valeurs d'adhdrence de la suite 

S'(C) ; i l  s'agit du compact Yy de cg(S)ddtermin6 ~t partir de la seule 
an ]n~N 
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covariance de C, donc fonct ion caract6rist ique de Y puisque:  E{C(s)C( t ) }= 
c(s - t) - c(s) c ( -  t), d6fini par:  

i f  y= { E { f ( Y )  exp( i< t ,  Y>)},  teS;  f: IRk--*IR, E { f ( Y ) }  =-0, E { f z ( Y ) }  < 1}. 

Sans exiger une  convergence normale ,  le statisticien aura  donc ~t sa disposition, 
sous les hypoth6ses du th6or6me 2.2, deux outils p o u r  l ' es t imat ion d 'une  loi 
i nconnue  ~ par t i r  de mesures empir iques:  la convergence en probabi l i t6  vers 0 

de la suite "---{S"(C))~ (qui est,  n o u s  l ' avons  vu, 6quivalente ~ la propri6t6 de 
\ a n ln~N 

logar i thme it6r6 compacte) et l 'ensemble des valeurs d 'adh6rence p.s. de cette 
mSme suite qui ne d6pend que de la loi que l 'on  se propose de confronter  ~t 
l 'exp6rience. En  outre, de r6centes in6galit6s exponentiel les permet ten t  

d '6valuer la loi de " -(S"(C)~ dans cd(S) ([1], Theorem 5.4): il existe en effet 
\ an ]n~N 

deux constantes  positives ~ et fi telles que pour  entier  n e t  tout  r6el u > 0 :  

p{ll&(C)llan >u}<=c~exp(_fiu2) ' 

soit une 6valuat ion du m6me ordre que celle qui s 'obt iendrai t  d 'une  propri6t6 
de l imite centrale. 
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