Zeitschrift fir

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw, Gebiete Wahrscheinlichkeitstheorie
60, 425-435 (1982) und verwandte Gebiete

© Springer-Verlag 1982

Loi du logarithme itéré dans %(S)
et fonction caractéristique empirique

Michel Ledoux

Institut de Recherche Mathématique Avancée, Laboratoire Associé au C.N.R.S,,
Université Louis Pasteur, 7, rue René Descartes, F-67084 Strasbourg Cédex

Sommaire. De nombreuses publications ont été consacrées ces derniéres
années a l’étude des propriétés limites des variables aléatoires lipschitzien-
nes. Si le théoréme de la limite centrale a trouvé dans les travaux de N.C.
Jain et M.B. Marcus [9] et B. Heinkel [7] des conditions suffisantes en un
sens meilleures possibles, la loi du logarithme itéré, bien qu’apparaisant
comme corollaire immédiat de la propriété de limite centrale, était toujours
a la recherche de conditions spécifiques. Nous présentons, dans notre
premiére partie, une loi du logarithme itéré pour les variables aléatoires
lipschitziennes sous des hypothéses qui lui sont propres. Dans la seconde,
nous appliquons les techniques du cas lipschitzien a 'étude de la fonction
caractéristique empirique en vue de préciser, dans leurs parties loi du
logarithme itéré, les récents résultats de M.B. Marcus [15] et S. Csorgé [3]
concernant les propriétés limites de la fonction caractéristique empirique.

1. La loi du logarithme itéré dans 4(S)

Soient (S, d) un espace métrique compact de diamétre D(S) et €(S) 'espace de
Banach des fonctions complexes et continues définies sur S muni de sa norme
usuelle ||.

Dans tout ce paragraphe, X désignera une variable aléatoire (v.a.) sur un
espace probabilisé (Q, %, P) a valeurs dans %(S), centrée et telle que: sup

seS

E{|X(s)|*} <00, et (X,),.n une suite de copies indépendantes de X. Pour une
telle v.a., nous noterons, pour tout entier n:

S,X)=X,+...+X,.
Nous poserons par ailleurs, toujours pour tout entier n:

a,=(2nL,n)*
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ou L, est la fonction sur IR, & valeurs positives, définie par:

Yuzexpl(e), L,u=Log(Logu);
Yuel[0, exp(e) [, Lou=1.

Nous dirons que X satisfait au théoréme de la limite centrale si la suite
(Sn(X)

nt
trajectoires continues, de méme covariance que X. Nous dirons que X satisfait
a la loi du logarithme itéré bornée (respectivement compacte) si, presque

) Is ( )l . . (S
sirement (p.s.), sup ————< o0 (respectivement si, p.s., la suite est
nelN n nelN

) converge en loi dans %(S) vers une fonction aléatoire gaussienne a
nelN

ensemble de valeurs d’adhérence la
boule unité de l'espace autoreproduisant associé a la covariance de X) (cf.
[16]).

A la suite des travaux de N.C. Jain et M.B. Marcus [9], B. Heinkel
obtenait, grace a la méthode des mesures majorantes introduite par X. Fernique
[4] pour létude des fonctions aléatoires gaussiennes, une condition suffisante
pour qu'une v.a. lipschitzienne vérific le théoréme de la limite centrale et la loi
du logarithme itéré dans €(S).

X sera dite lipschitzienne par rapport a un ecart p continu sur (S, d) (ou p-
lipschitzienne), s’il existe une v.a. positive M de carré intégrable, telle que:

Yoe, Vs, teS, | X (o, s)—X(w, )| = p(s, 1) M(w).

Théoréme 1.1. [7] Supposons X p-lipschitzienne; s’il existe une mesure de
probabilité p sur S muni de la tribu p-borélienne 4, telle que:

1
3

du=0,

lim sup | (Log

el0 xe§ ¢

S
uiyes, p(x, y)<u}

alors X satisfait au théoréme de la limite centrale et a la loi du logarithme itéré
compacte dans €(S).

Remarque 1.2. Pour tout réel u>0, on désigne par N,(S, u) le nombre minimal
de p-boules de rayon u suffisant a recouvrir S. Il est bien connu ([4],
Corollaire 6.2.4) que sous 'hypothése d’entropie:

1
g (Log N,(S, u))* du < oo,

il existe une mesure de probabilité¢ u sur (S,%,) telle que la condition du
théoreme 1.1 est satisfaite.

L’énoncé précédent n’a rien de spécifique en ce qui concerne sa partie loi
du logarithme itéré puisqu’il entre dans le cadre des théorémes de liaison ([16],
Théoréme 4.3) entre théoreme de la limite centrale et loi du logarithme itéré, X
étant fortement de carré intégrable. Mais pour une telle v.a., la propriété de
logarithme itéré bornée (respectivement compacte) est équivalente a la bornitu-
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de en probabilité (respectivement convergence en probabilité vers 0) de la suite

S (X
(—"Q) ([12], Theorems 4.1, 4.2). Cette observation est a lorigine du

n nelN

théoréme suivant qui précise le résultat 1.1 en ce sens que la v.a. considérée
r’aura aucune raison de vérifier le théoréme de la limite centrale.

Théoréme 1.3. Supposons X p-lipschitzienne; s'il existe une mesure de probabilité p
sur (S, 4#,), telle que:

B Pr——r )
su U< oo
]V oes sy <u
(respectivement
: 1

lim sup [ ¥ (w*——) du:o) P

el 0 xegg /‘L{yesap(xay)<u}
oi Y désigne la fonction: l//(u)—( Logu )i définie sur Pintervalle [1, oo
U lp esigne ia onction. = Lz(Log u) efjinie n v . 5

alors X satisfait d la loi du logarithme itéré bornée (respectivement compacte)
dans %(S).

Remarque 1.4. La encore I'hypothése (2) est vérifie sous la condition
d’entropie:

} Y(N,(S, u)) du<oco.

(Une écriture plus suggestive consisterait a mnoter Uentropie H (S, u)
=Log N,(S, ), et a supposer:

LoOH(S,u) \* '
i(LZ(Hp(S,u))) du<oo;

nous conserverons toutefois la fonction ¥ pour des commodités de notations.)

Démonstration du théoreme 1.3. Elle consiste essentiellement en la transforma-
tion, sous I'’hypothése (1) ou (2), du probléme de loi du logarithme itéré en un
probléme de bornitude en probabilité dans un espace d’Orlicz approprié. La
premicre ¢tape est une adaptation convenable d’un résultat général de B.
Heinkel [8] sur le théoréme de la limite centrale dans €(S). On rappelle quune
fonction de Young ¢ est une fonction sur IR, croissante, convexe, continue et
nulle & Porigine; Pespace d’Orlicz I?(7,7) des fonctions complexes f définies
sur un espace probabilisé (7, 7, 1) pour lesquelles il existe a=w(f)>0 tel que

J"(p (’f—l) dt < oo est, muni de la norme
T o

N“’(f)=inf{a>0, [ (%) drél},

T
un espace de Banach.

En raison des hypothéses de moments faibles faites sur X et de la loi du
logarithme itéré en dimension finie, le lemme suivant est I'exact analogue du
critére de [8] pour le dénominateur a,.
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Lemme 1.5. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites:
a) il existe une fonction de Young ¢, un écart p sur S d-continu tel que de
plus X soit p-continue, et une mesure de probabilité u sur (S, %), tels que:

D(S) 1
sup | (p*l(z )du<oo
xS 0 U {yES,p(X, y)<u}
(respectiuement
lim sup}qo‘l ( : )du—O)’
{0 xe§ ¢ #Z{YES,P(X, y)<u} ’
. - X(s)—X(¢ ~
b) si Pon pose: X (s, 024(/)(37)(—) I, 0)(s, 1), alors Xel?(S x§, ,u®iu) p.s.;
S,X) X +..+X
¢) la suite ( oX) =X1 il +X”) est bornée en probabilité dans
n an nelN

(IP(S xS, u®u), N?(.)) i.e.:

S (X
Vex>0,94< o0, supP{N“’ (Lc(z*)> >A}<s;

nelN n

S(X
sous ces hypotheses, la suite (L)> est bornée en probabilité (respectivement
an nelN
converge en probabilité vers 0) dans €(S) et pour tout entier n et tout réel 5>0,
ona:

E{ sup S.(X) (S)a—S,,(X) (t){}

ps.1) < b "

§40E{N¢ (_Sn_@)}sup T ( ! )du.

a xeS 0 .u'z{yESa p(xa y)<u}

n

Pour conclure 3 laffirmation du théoréme, il suffit, comme nous I'avons
. . (SX , e .
vu, de vérifier que la suite (—"(—)) est bornée en probabilité (respectivement
n nelN

converge en probabilit¢ vers 0); pour ce faire, un argument classique de
symétrisation nous autorise & considérer X symétrique; nous le supposerons.

La fonction exp(u?L,u®)—1, définie sur IR, m’étant pas dérivable en
(exp(e))#, nous lui substituons, sur Tintervalle [0,(exp(e))*[ un prolongement
convexe plus petit de telle sorte que la fonction ¢ sur R, ainsi obtenue soit
une fonction de Young de classe C?; a4 noter qu'il existe deux constantes
positives ¢, et ¢, telles que pour tout u=0, on ait: e W= ) +c,. Le
théoréme 1.3 sera alors établi si nous montrons que la condition c) du lemme
1.5 est satisfaite pour la fonction ¢ ainsi définie. C’est 'objet du prochain
lemme qui se déduit aisément des inégalités classiques entre les moments
successifs des sommes de v.a. de Rademacher et des sommes de v.a
gaussiennes.
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Lemme 1.6. Sous les hypothéses du théoréme 1.3,

supE{N"’ (S X )>}§5(E{M2})%.

nelN

Démonstration du lemme 1.6. La suite (X,), . est supposée construite sur un
espace probabilisé (2,,%,F). On peut toujours supposer qu’il existe sur ce
méme espace une suite (M), de copies indépendantes de M, telles que:

Vw,eQ,, VneN, Vs, teS, |X (w,,)—X (0, D= p(s, ) M, (w,).

Sur un espace probabilisé (2,,%,, B), distinct de (2,, %, F,), on considére une
suite (s,),.n de v.a. de Rademacher (i.c. une suite de v.a. indépendantes prenant
les valeurs +1 et —1 avec probabilité 1). Par symétrie, il est clair que pour

S.(X | : .
oK) et — Y ¢X; ont méme loi. La définition de N?(.)
a, a4y j=1

implique que pour tout réel u>0:

tout entier n,

is(coz))fj
Pw,: No[-I=1 -
; )

Y o) X

j=1

1\%
<

Nl

2 2

2 efwy) X
<P o, | exp _ L,| =2 : du®@u=2 1.
§x8 2uL,n Y M? \2u’L,n Yy M?
j=1 j=1

En vertu de linégalité de Schwarz, pour tout u=1 et tout n, on a:

(2 o) (3, 5

n

Y. &{(w)y) ij

i=1 L <=1 <n
2uL,n Yy M: > M?
j=1 j=1
puisque X est lipschitzienne. Il s’ensuit que:
Z gj(wl) XJ
Biw,: No [ 1= — 7|2
(202 3 )
j=1
n 2
Z gj(wZ) X}
<p o, f exp| L |du@uz2
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D’un calcul de X. Fernique ([ 5], Corollaire 1.1.2) on déduit alors:

n

2 &) X,
[ Ne —J:—l—n——_ dPy(w,)<5.
22 (2L2n _zl Mf)
j=

Par suite,

| N (% 0% )anen,

21 x 02y a
Z M3 (w,) 3 Z Ej(wz)X(w1)
ZI iiT_ ij J=1 - Y dB(w,) |dP(w))
2 22 (2L2n Y Mf(wl))
j=1

T) dP,(w,) SS(E{M*})t < 0.

A

i sz(wl) i
5(17
4

Ce qui achéve la démonstration du lemme et donc du théoréme.

Remarque 1.7. Nous laissons le soin au lecteur de se convaincre que dans
I'exemple de M.B. Marcus ([13], Sect.2), indiquant en un certain sens que le
théoréme 1.1 est le meilleur possible, la v.a. Y considérée satisfait aux
hypothéses du théoréme 1.3 dés que k=3 (et donc vérifie la loi du logarithme
itéré) sans toutefois posséder la propriété de limite centrale.

Remarque 1.8. En analogie avec le théoréme 1.3 reste ouverte la question d’une
éventuelle loi du logarithme itéré sous les hypothéses du théoréme 1.1 avec M

- M? . o . .
vérifiant: E{L M}g . Si, comme nous allons le voir, il est toujours possible
2 S
d’atteindre la convergence en probabilité vers 0 de la suite ( al )) , on ne

an neN
peut toutefois, faute d’'une hypothése nous assurant lintégrabilité de | X| 2,
conclure a la propriété de logarithme itéré. Nous donnons une preuve simple

( )

du fait que 2n) 2,0 4 Paide de I'élégante démonstration du théoréme 1.1 de

J. Zinn [17] sous la condition d’entropie de la remarque 1.2, mais une petite
modification du lemme 1.5 nous permettrait de conclure sous hypothése plus
générale de mesure majorante du théoréme 1.1.

1

Sous la condition d’entropie: | (Log N,(S,u))* du< co, J. Zinn construit tout

0
d’abord un écart p’ continu sur (S, d), tel que:

p(s, 1)
p(s, 1)

Lespace B={xe¥%(S), |x(s)—x(t)|=0(p'(s,t))} muni de la norme: |x|z=/|x]

1
[ (Log N.(S,w))*du<co et —0 quand p'(s,1)—0.
o]
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x{s)—x(t , , s r
+ sup M, ctant un espace de Banach séparable, les propriétés de
psnxo  ps, 1)
continuité de certaines séries aléatoires gaussiennes montrent que lapplication
identique de B dans %(S) est de type 2. La conclusion s’obtient alors de la

proposition 7.2 de [6] puisque:
1113 }
E<{——2 b<w.
{Lle Is

2. La loi du logarithme itéré pour la fonction caractéristique empirique

Soit k un entier strictement positif; R* est muni du produit scalaire usuel <.,.>
et de la norme euclidienne: |tf|=(t, )%, telR*. Pour une v.a. Y & valeurs dans
R* et une v.a. complexe ¢ de carré intégrable, nous introduisons une fonction
caractéristique empirique de Y en posant:

VoeQ, VieRY, Clo,t)=¢Ew)expli<t, Y(w)>)—c(t)
ou c(t)=E{Ccexp(i<t, Y>)}; nous lui associons I’écart ¢ défini par:
Vs, teR, o(s, () =4E{|¢ sin(5<s—t, Y >)*}.

Le principal résultat concernant les propriétés limites de la fonction
caractéristique empirique a été obtenu récemment par M.B. Marcus ([15],
Theorem 1) pour la dimension 1 et S. Csorg8 ([3], Theorem 3.1) pour les
dimensions supérieures:

1
Théoréme 2.1. Si | (Log N,([ -3, +31% w)? du< oo, pour tout compact S de R¥,
0

C satisfait au théoréme de la limite centrale et a la loi du logarithme itéré
compacte dans 6(S).

La démonstration du théoréme 2.1 repose sur une formule de convexité
([5], Proposition 1.4.2) et sur une évaluation précise du premier moment d’une
v.a. sous-gaussienne ([14], Theorem 4.1). Notre résultat général du paragraphe
précédent résistant & toute tentative d’extension sous-gaussienne, nous adopte-
rons, dans le but d’énoncer une condition suffisante propre a la loi du logarith-
me itéré, le point de vue lipschitzien développé dans la premiére partie.

1

Théoréme 2.2. Si | Y(N,([—3, +3]1% w) du< oo, pour tout compact S de R*, C
0

satisfait a la loi du logarithme itéré compacte dans €(S).

Démonstration du théoréme 2.2. L’écart ¢ étant invariant par translation, il suffit
de prouver le résultat pour le compact S=[—3, +1]*. Nous noterons
désormais (2,4, F)) l'espace probabilisé des va. Y et & (2,,%, B) lespace
probabilisé d’une v.a. de Rademacher ¢ et (@, % P) l'espace produit (2, x Q,,
F ®F,, F,®P); E,, E,, E désigneront respectivement les opérateurs espéran-
ces. On pose:
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Vo=(w,,,)eQ, YieRY, D(w, t)=¢(w,) &(w,) exp(i<t, Y(w,)>).
Pour tout w=(w,,®,)eR et s,tcR¥, on a:
|D@M5)—waaﬂp
=1&(w,)|? lexpli<s, Y(o,)>)—exp(i<t, Y(w,)>)
=4|¢(w )P sin® (A <s—t, Y(w,)>)=p*(s, t; 0,) M* ()
ou Mw)=1 et ps t;m,)=2|¢w,)sinF<s—t, Y(w,)>)l. Pour chaque
w,€Q,, p(s, t; »,) est un écart continu par rapport a la distance usuelle sur R¥;

D(w,,,) est donc lipschitzienne en w, au sens du premier paragraphe. En
outre:

p(s, t;0) =21 Gls =t [Y (@)l A D =hls—tl; 0y).

Un argument de symétrie ([15], Lemma2) et le lemme 1.5 dans lespace
(2,,%, P,) impliquent que pour tout réel 6>0 et tout w,€Q,:

Ez{ wup Isn(C)(cul,s)—Sn(C)(wl,t)|}
]k

s,te[— %, + % a, |
h—ﬁ<5

§2E2{ Sup |SYI(D) (wly S)_SH(D) (0‘)1’ t)*}
=g A a, |

S, B\ oo X
égOEz{Nw( an1> ! g"1(z“{ye[—%,+%]'zp<o,y;cu1><u})d”

ou ¢ désigne la fonction de Young construite dans la premicre partie a partir
de la fonction exp(u?L,u?)—1, % la mesure de Lebesgue sur R* et K une
constante dépendant de la seule dimension k. Aprés utilisation du lemme 1.6 et
intégration par rapport & ,, I'inégalité de convexité de la proposition 1.4.2 de
5] fournit:

-S.(C)@®
E{ w_ PO 1}
Stslg_t2]<(57] "
3E1{h(@; w1)} K
<400 —l(n )d
g ? e[~ 1T o) <u}

ou l'on a utilisé que:
E {p(0,y;0,)} =2E{|¢sinGG<y, Y>)[} So(¥).

La convergence de cette derniére intégrale étant une conséquence de la conver-
gence de celle figurant dans I"énoncé du théoréme (cf. [10], Chap.IV, Lemma

. . . (S,(C
6.2) on déduit du théoréme de la convergence dominée que la suite (%)
n nelN
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converge en probabilité vers 0 dans €([ —%, +31%); C étant de norme au carré
intégrable, I'affirmation du théoréme s’ensuit.

Remarque 2.3. Le méme schéma de démonstration fournit une autre preuve au
théoréme 2.1. Par ailleurs, le lecteur se convaincra aisément de ce que les
quatre suites considérées par S. Csorgd ([3], Sect.9) vérifient toutes la loi du
logarithme itéré sous ’hypothese plus faible du théoréme 2.2.

Remarque 2.4. Si C vérifie le théoréme de la limite centrale, le processus
gaussien (stationnaire a un centrage prés) limite est 4 trajectoires continues. En
conséquence, la condition d’entropie du théoréme 2.1 est également nécessaire
([4], Théoréme 8.1.1) pour que C vérifie le théoréme de la limite centrale. Le
probléme d’une éventuelle réciproque au théoréme 2.2 n'est pas résolu.

Indiquons briévement en quel sens le théoréme 2.2 précise I'énoncé 2.1:
pour plus de simplicité nous poserons k=1 et £=1; nous poserons en outre,
pour tout réel ¢>0:

Vuzexp(exp(e)), g,(u) =Log u[Log(Log u)]* [Log(Log(Log u))]'**;
vuel0, exp(exp(e))[, g,(w)=1.

Soit Y une v.a. réelle telle que: E{g,(Y|)} <oo pour un & 0=e=1. D’apres T.
o 1 -t
Kawata ([11], p.419-428), déja cité dans [2], o*(s, zf)=0[(g8 (lSlﬂ)> ]
quand |s—t— 0. On constate alors aisément que si le théoréme 2.2 nous assure
la propriété de logarithme itéré pour la fonction caractéristique empirique C
de Y, rien ne permet d’y conclure sous I'hypothése 2.1. Micux, si d’aventure
-1

o>(s, t) se comporte comme (g1 <W>) quand |s—t|—0, d’aprés la remar-
que précédente, C ne vérifiera pas le théoréme de la limite centrale.

Le théoréme 2.2 peut étre de quelque utilité au statisticien et présenter
certains avantages par rapport aux énoncés antérieurs. Traduite sous forme
bornée, la loi du logarithme itéré offre tout d’abord un ordre de convergence

S.(C)
n

p.s. vers 0 de la suite ( ) ; on a en effet, sous la condition d’entropie du
nelN

of{5)) o

pour tout compact § de R¥ Par ailleurs, si £=1, S. Cs6rg8 ([3], Sect.9) a
identifié Iensemble non aléatoire des valeurs d’adhérence de la suite

S, (C . . P .
(L(i—)) ; il s’agit du compact 4 de €(S) déterminé a partir de la seule
nelN

n

théoréme 2.2:

sup

teS

$,(C) (1)
n
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covariance de C, donc fonction caractéristique de Y puisque: E{C(s) C(f)} =
cs — 1) —c(s) ¢(—t), défini par:

Ay={E{f(Y)exp(i<t, Y>)}, teS; fi R* >R, E{f(Y)} =0, E{f*(Y)} £1}.

Sans exiger une convergence normale, le statisticien aura donc a sa disposition,
sous les hypothéses du théoréme 2.2, deux outils pour Pestimation d’une loi
inconnue & partir de mesures empiriques: la convergence en probabilité vers 0
. (S(C . . .
de la suite (L—)> (qui est, nous lavons vu, équivalente & la propriété de
nelN

n
logarithme 1téré compacte) et 'ensemble des valeurs d’adhérence p.s. de cette

méme suite qui ne dépend que de la loi que I'on se propose de confronter a
I'expérience. En outre, de récentes inégalités exponentielles permettent

S.(C
d’évaluer la loi de (”—(—)> dans €(S) ([1], Theorem 5.4): il existe en effet
n nelN

deux constantes positives « et § telles que pour entier n et tout réel u>0:

P{E";_C)”>u}§aexp(—ﬁ“2)’

n

soit une évaluation du méme ordre que celle qui s’obtiendrait d’une propriété
de limite centrale.
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