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Le pr6sent travail est le r6sultat de discussions entre les deux auteurs, ~t la suite 
d'un expos6 du premier auteur au sbminaire de probabilit6s de Strasbourg, dans 
lequel le th6or6me 1 ci-dessous 6tait 6tabli sur 1R (par une m6thode tr6s diff6rente). 
La d6monstration sur IR paraitra en 1976 dans les Proceedings of the American 
Math. Society. 

1. Notations et ~nonc~ 

Nous identifions l'espace 1R" au compl6mentaire de l'hyperplan ~ l'infini dans 
l'espace projectif it n dimensions IP, - nous dirons pr6cis6ment ci-dessous de 
quelle mani6re - et nous consid6rons une loi de probabilit6 # sur IR". Pour toute 
transformation projective g de IP,, nous pouvons (en consid6rant # comme une 
loi sur 1P, port6e par IR") d6finir la mesure image g#. Notre but dans ce travail 
est de d6terminer les mesures # pour lesquelles la propri6t6 (C) suivante est 
satisfaite: 

(C) Toutes les mesures g# sont port~es par IR", et du mdme type que #. 

La r6ponse est extr~mement simple: 

Th~or~me 1. # posskde la propri~td (C) si et seulement si # est du type de Cauchy. 

Notre d6monstration de ce r6sultat sera assez longue, mais plus <~ g6omdtrique >> 
qu'analytique. La premiere remarque que nous ferons, et qui jouera un grand 
r61e, est que # ne charge aucun hyperplan: en effet, si # chargeait un hyperplan H, 
en prenant pour g une projectivit6 envoyant H ~ l'infini on contredirait l'hypothase 
suivant laquelle g# est port6e par IR". 

Nous commengons par identifier lR"/t l'hyperplan H = { x ~ + l = I }  de IR "+1, 
au moyen de l'application (x 1, ..., x")~-.(x ~ . . . . .  x", 1). L'espace projectif IP, 6tant 
l'espace des droites issues de 0 dans IR "+~, le plongement de IR" dans IP, est alors 
celui qui associe, ~ M e H ,  la droite 0MsIP, .  
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Soit M une matrice (n+ 1, n+  1) non d6g6n6r6e, que nous 6crirons sous la 

forme (AB], off A est une matrice (n, n), B une colonne, C une ligne et e ~ .  
\Ce] 

M op6re sur l'espace des droites de ~,+1, i.e. sur IP,: si xsIP,  a pour coordonn6es 
homog6nes (x 1, ...,x",x"+l), son transform6 gMx=2eIP, a pour coordonn6es 
homog6nes (avec des notations 6videntes pour les coefficients de M) 

U=Z"la~xJ+b'x "+1 (i=l .. . .  ,n) 
J (1) 

~.+1 =~T cjxJ +ex.+, 
J 

Les transformations gM ainsi dSfinies constituent le groupe projectif G, qui 
1 

contient le groupe affine A (form6 des projectivit6s g e G appliquant IR" dans lui 
\ 

(ABe, 
\ 

m~me: les matrices M correspondantes sont du type ) avec e # 0  . La 
~Oe! 

propri6t6 (C) s'6nonce ainsi: 
I 

pour tout g~G, il existe asA tel que g#--a#. 

Deux matrices M e t  M' op6rent de la mSme mani6re sur les droites de IR "+1 
si et seulement s'il existe t 4=0 tel que tM = M'. Une projectivit8 gEG admet donc 

sin est pair, une repr6sentation unique au moyen d'une matrice M de dStermi- 
nant + 1, 

si n est impair, deux repr6sentations au moyen de matrices M telles que 
[det (M)[ = 1, et ces deux matrices sont oppos6es. 

<) Maintenant, une remarque importante. Soit ~ nouveau M = Ce une matrice 

(n + 1, n + 1), mais cette fois, au lieu de supposer que M est non :d6g6n~r~e, sup- 
posons simplement que ses coefficients ne soient pas tous nuls. Les formules (1) 
d6finissent alors gMX=~, non plus partout, mais hors d'une vari~t~ projective 
de dimension < n. Comme g ne charge pas les hyperplans projectifs, nous pouvons 
encore d6finir la mesure image gM #, et il est facile de v~rifier que l'application 
M~--~gM# est continue pour la topologie ~troite sur IP,. 

Passons alors au quotient par la relation d'~quivalence (~ t # 0  tel que 
tM=tM') .  Nous voyons que le groupe projectif G se plonge comme ouvert 
dense dans l'espace projectif/ t  (n + 1) z -  1 dimensions, qui est compact, et que 
nous noterons G; l'application g~-*g# sur G se pr01onge en une application 
continue sur G, que nous noterons encore g~--*g#. Par abus de langage, nous 
appellerons projectivit~s d~gOn~r~es les applications gM (non partout d6finies) 
lorsque M est une matrice non nulle, mais d~g6n6r~e. 

2. Partie directe du th~or~me 1 

Nous v~rifions que la loi de Cauchy usuelle y sur ]R" poss6de bien la propri6t~ 
(C). Le micux est de faire un dessin, avec la sphere unit6 $~,, tangente ~t l 'hyperplan 
17 en son << p61e Nord >>. 
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17 

La loi 7 est l'image de la r6partition uniforme a sur la sph6re par l'application 
M~--~A de ~ ,  vers H. Soit g une projectivit6 de/7.  On peut d6composer g en une 
projection A~--~A' de centre 0, d e / 7  vers un hyperplan auxiliaire/7'  ne passant 
pas par 0, suivie d'une application affine l de H' sur /7. Quit te/ t  modifier l, on 
peut supposer que la distance de 0 / t / 7 '  est 6gale ~ 1. Alors l'image 7' de 7 par 
A~--,A', qui est aussi l'image de ~r par M~--~A', est aussi une loi de Cauchy sur/7',  
et g(7) = l(7') est bien du type de Cauchy su r / / .  

. 

Nous passons/t  la r6ciproque, en commengant par deux petits lemmes. 

Lemme 1. Pour toute suite (g.) d'klOments de G convergeant vers l'identitO, il 
exis te  une suite extrai te  (g.m), une suite d'affinitOs (a.m) convergeant vers l'identit~, 
telle que g . m # = a . m #  pour tout m. 

En effet, choisissons pour tout n une affinit6 ~. telle que g.kt= a.#,  extraire 
une suite (a.m) qui converge dans G (compact) vers une <<projectivit6 peut atre 
d6g6n6r6e>> 8. Comme g. converge vers l'identit6 on a ~ # = # ,  et cela exclut que 

soit d6g6n6r6e (car ~# serait alors port6e par un hyperplan, et # ne charge 
aucun hyperplan). Comme les 8.m appliquent dans lui marne l'hyperplan ~t 
l'infini, il en est de marne de 8, qui est donc une affinit& I1 ne reste plus qu'~t poser 
anm = an, ~ a - 1. 

Lemme 2. Soit K s l 'ensemble des matrices M de dkterminant I telles que gM # = #. 
Alors  K s est un groupe compact. 

I1 suffit de d6montrer le m~me r6sultat pour l'ensemble des matrices de 
d6terminant __+1 telles que g~vt/~=#. Comme l'application M~--~g M est propre 
(l'image r6ciproque de g ~ G  comportant un 616ment s in  est pair, deux si n e s t  
impair) il suffit de v6rifier que l'ensernble H des gEG tels que g # = #  est compact. 
Or le m~me argument que ci-dessus montre que son adh6rence dans G est form6e 
de << projectivit6s >> telles que g # = # ,  qui ne sauraient donc ~tre d6g6n6r6es; 
H est doric ferm6 dans G, et compact par cons6quent. 



132 F.B. Knight et P.A. Meyer 

. 

(AB) Soit L l'ensemble des matrices M =  Ce non singuli6res (coefficients not6s 

i ai, bi, cj, e). Consid6rons l'application M~---,~f(x)gMp(dx ) off f appartient ~t 
C [  (IR"). I1 suffit de savoir d6river une fonction homographique pour v6rifier 
que cette application est diff6rentiable au point I (matrice identit6) avec pour 
diff6rentielle 

~. # (dx) [Y' d a~ x j D~ f (x)  + ~, db ~ DJ(x)  - d e ~. D J ( x ) x  ~- ~, d cj x ~ x j DJ(x)] .  
i j  i i i j  

Autrement dit, si l 'on consid6re # comme distribution sur 1R", l'application 
M~-~gM# est faiblement diff6rentiable et admet pour diff&entielle 

- Z d a} D i(x j #) - ~. db i D i # + d e Z xi Di # + 2 d c~ Di(x' x j #). (2) 
ij i i ij 

Formellement - nous justifierons ce point rigoureusement un peu plus loin - 
si l'action du groupe projectif se r6duit ~t celle du groupe affine, correspondant 

<t aux matrices 01 ' on doit avoir des relations lin6aires de la forme suivante, 

pour j = 1, ..., n 

2 Di( x~ x~ #) = ~ u] k Dk( xl #) -t- 2 vjk Dk #" (3) 
i k l  k 

. 

Admettons ce point pour l'instant, et montrons comment il permet de d6montrer 
le r6sultat de Knight sur IR sans plus de travail: il s'6crit dans ce cas 

D(x2#)=uD(x#)+vD#,  ou encore D ( ( x Z - u x - v ) # ) = O  

ainsi, il existe un polyn6me du second degr6 p(x) tel que p#  soit un multiple de 
la mesure de Lebesgue. Ce polyn6me est n6cessairement positif, et # est une loi 
de Cauchy. 

, 

Maintenant, d6montrons l'existence d'une relation du type (3). Consid6rons la 

? " )  ao coe .c on   0, Ck_6k , -  i et posons gt=gexp~tm. matrice H =  Ce 

La formule (2) nous donne 

d ( g , # , f  > It=o (4) ~ 2  (D,(x~x~ #) , f ) .  
i 

I1 existe une suite croissante (n,,) d'entiers, des affinit6s a,m convergeant vers 
l'identit6 (lemme 1)) telles que l'on ait 

gl /~ ~ = a ~  #. 
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Introduisons les coefficients de %,  sous la forme 6}+a}(m), i f (m) ,  et d6signons 
par 0,, le sup des valeurs absolues des e}(m), if(m): 0m tend vers 0 sans 6tre nul, 
car les gt/,m ne sont pas des affinit6s. On peut 6crire, ~t nouveau d'apr6s (2) 

(a,m 12 -- 12, f )  = -- y" c~ (m) (D, (x j 12), f )  - ~ fli (m) (D i ] 2, f )  + o (0~). 
i j  i 

Quitte/t  extraire encore une suite, on peut supposer que les coefficients --1 i 0~ ~j(m), 
i " 0~ ~ ff (m), ont des limites ~j, fl', et alors on a 

1 
lirn ~ (a .~12 -12 , f )  = - ~, c~ (D~xJ12,f) - ~ fi~ (D~12,f) (5) 

que ron  compare/~ (4): 
l im n., (gl/.., 12-12, f > = ~ (Di ( xi xj 12), f >. (6) 

m i 

I1 en r6sulte d 'abord que n,n 0 m tend vers une limite finie et non nulle, et ensuite (4). 

. 

Nous arrivons maintenant ~t la remarque cruciale de la d6monstration. 

Lemme 3. Pour toute 12 poss~dant la propriOt~ ( C), le groupe K u contient n sous- 
groupes ~ un paramOtre ind~pendants. 

Partons en effet de la relation (3), fixons j = 1, ..., n, et consid6rons la matrice 

(AB) de coefficients 
H =  Ce 

�9 - -  J a k = uj k, b k = v Jk, c k - 6 k , e = O. 

Posons gt=ge~p(tm. Alors les relations (3) et (2) nous donnent 

d 
~ - ( g t 1 2 , f ) l t = o = 0  pour toute f e C ~  

et le sous-groupe/t  un param6tre (gt) laisse 12 invariante. Les matrices exp (tH) 
n'appartiennent pas ~t Ku, car leur d6terminant n'est pas 6gal gt 1, mais les matrices 
exp(tH), e --tTr(a)/n+l forment les sous-groupes cherch6s (cette transformation 
revient/t modifier la diagonale de H, et ne d6truit 6videmment pas l'ind6pendance 
des sous-groupes). 

Lemme 4. Si l'on fair op~rer K u sur IP,, rorbite de tout point de IP, est IP, tout 
entier (autrement dit, IP, est un espace homogdne de Ku).  

En effet, K u est un groupe de matrices compact, donc un groupe de Lie 
op6rant diffbrentiablement sur l'espace IP, des droites de IR "+1. L'orbite d'un 
point de IF', est donc une vari6t6 compacte. Si nous pouvons d6montrer que cette 
vari6t6 est de dimension n, elle sera aussi ouverte, et ce sera IP, entier. Nous 
avons construit n sous-groupes / t u n  param6tre ind6pendants dans le lemme 
pr6c6dent. En regardant comment ils op6rent sur le point de coordonn6es 
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homog6nes (1, 1,. . . ,  1, u), il est facile de voir que l'orbite de ce point dans IP nest 
effectivement de dimension n si u est grand, et le lemme est 6tabli. 

. 

Achevons alors la d6monstration. Nous remarquons d'abord que tout groupe 
compact de matrices (n + 1, n + 1) laisse invariante une forme quadratique positive 
non d6g6n6r6e sur IR "+1. Soit M une matrice non d6g6n6r6e, et soit 2 = g u # ;  
on a Kz=M. Ku. M -1, et on peut donc choisir M telle que K z laisse invariante 
la forme quadratique ~ x 2. Comme 2 et # sont du m~me type, il nous suffit de 
montrer que 2 est l'image de la loi uniforme sur N, par l'application canonique 
de N, sur IP~ (i.e. la loi de Cauchy usuelle dans l'identification de IP~ priv6 de 
l'hyperplan /t l'infini ~t l'hyperplan {x"+l= 1}). Or soit 2' cette mesure image. 
Comme Kz est un groupe de rotations de la sph6re, Z e 2 sont routes deux 
invariantes par l'action de Kz. Comme IP, est un espace homog6ne de Kz, 
l'unicit6 de la ~mesure de Haar~ d'un espace homog6ne (quand elle existe) 
entraine que 2=2' .  

Refu le 25 Avril 1975 


