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Eine Charakterisierung der vektorwertigen mel~baren Funktionen* 
Von 

PAUL G~O~GIOU 

Einleitung 

Unseren Betrachtungen liegen ein Wahrscheinlichkeitsraum (I2, ~, ~) und 
ein reeller ]okalkonvexer Raum E zugrunde. Wie woh]bekannt ist, definiert man 
gewShnlich zwei Begriffe der MeBbarkeit einer Funktion ] : Q - - >  E, den der 
schwachen und jenen der starken MeBbarkeit. In  der vorliegenden Note werden 
notwendige und hinreichende Bedingungen daffir angegeben, dab eine Funktion 
schwach oder stark meBbar ist. Die Hauptresul tate  lauten: 

(i) Es existiert eine a-Algebra ~ yon Teilmengen yon E, so dab eine Funktion 

/ :  ~ --> E genau dann schwach meBbar ist, wenn / -1  (~)_~ ~. 

(ii) I m  FMle, dal~ E metrisierbar ist, ist eine Funktion / : ~ --> E dann und nur 

dann stark mel3bar, wenn ihre ~-Verteilung/zy ein straffes MaB ist. 

I{errn Professor Dr. KLAUS KRICK~BERG hat der Verf. fiir die Anregung zu dieser Arbeit 
herzlieh zu danken. 

B e z eic h n u n g e n: /7 bezeichne eine gerichtete Famflie YOn Pseudonormen, 
die die Topologie yon E definiert. E '  sei der (topologische) Dualraum von E u n d / /  
der Raum der ~meBbaren  Funktionen mit  Werten in /~ (reelle Zahlengerade). 
Wenn / ~  E ~ und x ' e  E '  ist, dann bezeichnen wir (wie fiblich) mit  x ' o  ] die 
Funktion: co -+ x' ([ (co)) yon ~ in R. Wenn A _ E ~st, dann bezeichnen: A c das 
]s ~ das Innere, A (bzw. C (A)) die abgeschlossene (bzw. die konvexe 
abgeschlossene) Itfi]le von A. Ffir x ~ E ,  p e}" und ~ > 0 sei S ( x , p ,  ~) = {y EE;  
p(~ y) ~ ~o}. 

1. Schwach meBbare Funktionen 

Es sei / e E~; definitionsgem/iB (vgl. [7] wie auch [4]) heiBt / schwach me/3bar, 
wenn es ffir jedes x' ~ E '  grit x' o / ~ l l .  Demnach ist [ genau dann schwach meBbar, 
wenn ffir jede Bore]sche Teilmenge B yon R und jedes x' ~ E '  gilt (x' o [)-1 (B) 6 ~. 

Es sei 91 = {x '-1 (B) ; B Borelsch c_ R und x' e E'}. Damit  wird / dann und nut  

dann schwach meBbar, w e n n / - i  (A) e ~ ftir jedes A ~ 9/. Wenn ~ die yon 9/erzeugte 

a-Algebra in ~ (E) ist, dann folgt aus , ,u  A E 9/: [ - i  (A) ~ ~" ,  daB ,,V A ~ ~ : / -1  (A) 
~" .  Daraus ergibt sich der 

Satz 1. Der Begri]  der schwachen Mefibarlceit ist identisch mit  jenem der 91-~- 
Me]3barlceit. 

* Die vorliegende Arbeit wurde unterstfitzt dureh die KSnigliche Griechische Forschungs- 
stiftung. 
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2. MeBbare Funktionen 

Es sei A _ E .  Ff i rp  e I ' u n d  ~ ~ 0 sei Ape = A n (S(o, p, ~))~. Jedem a ~ Ape 
f / / 

]~ftt sieh (vgl. [2; Seite 102]) ein x a e E  so zuordnen, da6 Xa(a ) = p ( a )  und 
]x;(x)[ ~ p ( / ) ,  x + E .  

Dazu gilt das 

Lemma. Wenn die Menge Ape dicht in (S(o,p, ~) )c liegt, dann ist S(o, p, o) 
= ~{Ha; aeApe} ,  wobei Ha = { x e E ;  x'~(z) <p(a)} .  

Beweis: Es sei M = n (Ha; a E Ape }. Offensichtlich ist S(o, p, ~o)_~M. Es ist 
auch S ( o , p , ~ ) ~ M ;  in der Tat:  es sei x 0 e M  und x 0 r  Wenn 

o 

K ~- C(S(o, p, ~) U (xo}), dann ist [o, x 0 [ ~ K  (vgl. [2; Seite 51, ProD. ]5]), wobei 
[o,x0 [ = {yeE;  y =~x0  mit 0 g ~  < 1}, und K~_M. Es sei xl~[o, xo[n (S(o,p,Q))c; 

X 1 iSt dann ein innerer Punkt  yon K n (S(o, p, ~))c, d. h. xl e K n (S (o, p, ~))c. 
o 

Da aber Ape dicht in (S(o,p,~))  c liegt, gibt es ein aoeApo,  so daft a 0 e K  

n (S (o, p, ~) )c. Daraus folgt, daft ao ~ M e, wie sich aus ao ~ Hao ergibt. Das wider- 
sprieht K_q M. 

Hieraus ergibt sich das 

Corollar. Wenn E separabel ist, so gilt S (x, p, ~) e ~. 
Fiir den Rest dieses Paragraphen bezeichne E einen metrisierbaren lokal- 

konvexen topologischen Vektorraum. 
Nach Definition (vg]. [5]) heiftt ] e E ~ me/3bar (oder auch star/c me/3bar), wenn / 

der stochastische Limes einer Folge yon einfachen Funktionen ist. g ~ E a heiftt 
ein/ach, wenn eine endliche Zerlegung (Ki; i = 1 . . . .  , k} yon t~ in ~ existiert, so 
daft g(Kl) = {x/}(xi e E) ist. 

Es sei dabei bemerkt, daft der Begriff der (starken) Meftbarkeit mit dem Meft- 
barkeitsbegriff yon BOU~BAKI (cas des mesures abstraites; s. [1; Seite 196]) 
zusammenf/il]t. Das folgt aus der Tatsache, daft eine stark oder nach BOU~BAKI 
mel~bare Funktion der gleichm~ftige Limes einer Folge yon elementaren (im Sinne 
yon [6; Seite 83]) Funktionen ist (Folgerung des Satzes yon EGORO~). 

Mit ttilfe des Corollars beweist man leicht (vg]. [7; Theorem 3.5.3]) den: 

Satz 2. Es sei /  E E~ ; / i s t  dann und nut dann me[3bar, wenn es schwach me[3bar 
ist und ein abgeschlossener separabler Teilraum T von E existiert, so daft tt (/-1 (Tc)) = O. 

Es sei ~ das Ideal der #-Nullmengen yon ~; wir betrachten die Wahrschein- 
lichkeitsalgebra (F, w) -- (~/~,/~/~).  Die Zufallsvariablen (vg!. [5]) auf (F, w) 
mit  Werten in E sind die J~quivalenzklassen rood ~ von meftbaren Funktionen; 
wir setzen X = / / ~ ,  wobei / meftbar. Solche Zufallsvariablen sind durch 
ihre Borelschen Spektralscharen, d. h. durch mal]treue ttomomorphismen 
(~ ' ,  #') --> (F, w), charakterisiert; ~ '  bezeichnet eine geeignete yon X abh~ngende 
Unteralgebra der Klasse der Borelsehen Teilmengen yon E und #' eine Wahr- 
scheinlichkeit. Andererseits sind in [5] notwendige und hinreichende Bedingungen 
daffir angegeben, dal~ ein ma~treuer Homomorphismus ~ : (!5', ~t') --> (F, w) eine 
Zufallsvariable definiert; es gilt n~mlich der Satz, den wir hier ohne Beweis wieder- 
geben : 

Satz 3. ~s ist die Borelsche Spektralschar einer Zu]allsvariablen genau dann, 
wenn /olgendes gilt: 
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1. Zu  beliebigen p ~ F, e und (~ > 0 gibt es x~ ~ ~ E und o~i ~ R, i = 1 , . . . ,  k (p, e, ~), 
k 

so daft 0 < o~ < e, S~eo S t x  ~ ~ ~ '  = = , i ,'P, Oi) ~ und # ' (~JS~p~o)  >= l - - d ;  
i = 1  

2. B e fS' dann und nur dann, wenn es zu jedem 5* > 0 ein q ~ 1" und positive 
Zahlen e', 5' gibt, so daft 

i 

/iir p, e m i t  der Eigenseha]t S (o, p, s) c_ S (o, q, e') und d < d', wobei Bq~, das 
Innere der Menge w { S ( y ,  q, e'); y s  Rand yon B} ist. 

Es sei X = ] /~  die Zufallsvariable, die durch ~ definiert ist. Wir setzen 

~ x  = ~ '  und / tx  = u ' ;  ~ x  bezeiehne die yon ~3x erzeugge a-Algebra. Es ist dann 

~Jr--q ~f ,  wobei ~ f  = {B; B Borelsch u n d / - 1  (B) e ~}, und #x  (B) = # (/-I(B)) 
(vgl. [5]). 

3. Die ~-Verteilung einer meBbaren Funktion 

In diesem Paragraphen bezeichne E einen metrisierbaren lokalkonvexen 
topologischen Vektorraum. 

Es seien ~ die a-Algebra der Borelschen Teilmengen yon E und | eine Unter- 
algebra yon ~ ;  ein MaB ~t' auf (~ heiBt stra~, wenn zu jedem (3 > 0 eine pr/ikom- 
pakte Menge K0 existiert, so dab sup(#'(B); B ~ | und B~_K~) < ~. 

Wenn / eine schwach meBbare Funktion ist, d.h. /-1 (~)~  ~, so nennen wir 

~-Verteilung yon / das MaB/xf auf ~, das folgendermagen definiert ist : 

# / ( B ) = ~ ( / - I ( B ) ) ,  B ~ .  

Wit wollen nun eine hinreichende und notwendige Bedingung fiber ~-Ver- 
teilung einer sehwaeh megbaren Funktion [ daffir angeben, dab ] megbar ist. 

Satz 4. Es sei X eine Zu]allsvariable auj (F, w) mit  Werten in E.  Zu  jedem 
d > 0 existiert dann eine prlikompakte Teilmenge Ko yon E, so daft # x  (Ko) ~ 1 - -  ~. 

Beweis: Da E metrisierbar ist, setzen wir ff  = (Pn ; n ~ N} .  Ffir 5 > 0 be- 
zeichne (~n (bzw. 5nm) die Zahl ~/2 n (bzw. ~/2n+m); offensiehtlich ist ~. ~nm = ~. 

n,99~ 

(ej)j~r sei eine fallende und gegen 0(~R) konvergierte Folge. Nach Sa~z 3 
existieren zu allen Pn ~ if, (~ > 0 (mit (~ < 1) und e > 0 Mengen Siv,~0~ ~ ~ x ,  

k 

i ~  1 , . . . , k ( p n ,  e,~n), wobei m = m i n ( j ; e  i ~ e ) ,  so dab /~x(~JSip~,~o~) >~ 
i = 1  

> 1 - -  (~nm. Es sei K0 = ('~ ((_J S~v,~=) ; es ist Ko ~ ~ x  und, wie man leicht 

best/~tigen kann, 

# x ( K o )  - - l i m t t x  ( ~  ~ (USip , em0 , ) )  
~,~ n = l m ~ l  i 

~,~ n ~ l  m ~ l  

augerdem isg Ko eine priikompakte Teilmenge yon E (vgl. [3; Seige 41, Prop. 14]). 
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Satz 5. Wenn / c E ~ me[3bar ist, dann ist /~/ stra~. 

Beweis: Es sei X- - - - / /~ .  Dann  existiert nach dem vorigen Satze zu jedem 
(~ > 0 (mit (~ < 1) eine pr/ ikompakte Menge Ko, so dab # ( / - l (K0)  ) ~ 1 - -  5; 
daraus haben wit # (/-1 (B)) < (5 fiir a]le B c ~3/und B_c K S und folglich # (/-1 (B)) 

= # / (B)  < ~ ffir alle B ~ 92 und  B~_K~. 

Satz 6. Es sei / ~ E ~ schwach me/3bar; wenn r 8tra] ist, dann ist / me/3bar. 
Dem Beweis dieses Satzes schicken wit folgende Bemerkung voraus:  Es sei Z 

ein Hausdorffscher unfformer R a u m  mit  einer abz/ihlbaren Basis yon  Nachbar-  

schaften. Wenn  seine vo]Ist/indige Hfi]le Z separabel ist (d. h. wenn eine abz/~hlbare 

fibera]l dichte Teilmenge yon  Z existiert), dann  ist Z auch separabel; das folgt 
unmit te lbar  aus der Voraussetzung, dab Z tIausdorffsch ist, und aus der Tatsache ,  

dab die Topologie yon  Z eine abz/~hlbare Basis besitzt. Daher  sind nicht  nur  die 
kompakten ,  sondern anch die pr/~kompakten Teilmengen eines metrisierbaren 
l%aumes separabel. 

Beweis des Satzes 6: Es seien (~n)ne~V eine fallende und gegen 0 (e R) konver- 
gierte Folge, Kn,  n e N die zu (Sn entsprechenden pr/ ikompakten Mengen, so dab 

sup(# / (B) ;  B e ~  und  B g K ~ )  < ~n, n ~ N  

und A = ~.J Kn.  Aus der vorigen Bcmerkung folgt, dab A separabel ist ; augerdem 
~tsN 

ist #/* (A) = 1 (#/* das zu / i f  gehSrige i~ultere MaI3). Wenn  also T d e r  yon A erzeugte 
abgeschlossene Teilraum yon  E ist, dann  ist T separabel und # 7 ( T )  = 1; also 
# ( / - l (Tc))  = 0. Folglich ist / mel~bar nach Satz 2. 
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