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O. Introduction 

Soit X1, . . . ,  X n . . . .  une suite de v.a.r, ind6pendantes, de m6me loi, centr6es et 
ayant un moment d'ordre 2 (0-2= EX~). I1 est bien connu que l'ensemble des points 

d'accumulation de X1 + " "  + X, est p.s non al6atoire et 6gal au segment [ -  l, 1]. 
l ~  log log n 

Nous nous proposons d'6tudier ici le comportement asymptotique d'une 
marche al6atoire non plus sur IR mais sur le groupe de Heisenberg 1H1, et d'6tablir 
un r6sultat analogue/t  celui qui vient d'6tre cit& 

Remarquons qu'une $tude de ce type a 6t6 faite dans [1] pour le cas du groupe 
des d6placements de IRe. 

Le groupe de Heisenberg poss6de la propridt6 d'atre le plus simple des groupes 
nilpotents non abdliens. La g6n6ralisation d'un th6or6me ab61ien ~ une classe de 
groupes plus g6n6raux (nilpotents, r6solubles, moyennables, . . .)  passe donc 
naturellement par l'6tude de groupes tels que IH1, <<a x + b>>, d6placements delR d. 

R6cemment A. Raugi, dans un article g paraitre, a montr6 que l'6tude du 
thdor6me de la limite centrale sur les groupes de Lie se ram6ne ~ l'6tude de ce 
probl6me sur certains groupes particuliers (dont les groupes nilpotents). I1 n'est 
pas interdit de penser qu'on puisse faire dans cet esprit un travail analogue pour 
la loi du logarithme it6r& 

Enfin, on peut remarquer que la loi du logarithme it6r6 classique a trait/t  des 
v.a. en d6pendance lin6aire. I1 est donc naturel de chercher une marne loi pour des 
v.a. en d6pendance polyn6miale, et en particulier en ddpendance polyn6miale de 
de degr6 2, comme dans le probl6me trait6 ici. 

1. Notations et 6nonc6 

Le groupe 1H 1 est l'ensemble IR 3 muni de la multiplication: 

( x , y , z )  ( x ' , y ' , z ' ) =  ' ' ' 1 ' �9 ( x + x , y + y , z + z  +~(xy  -yx')) .  



218 P. Crepel et B. Roynette 

Soit (X., Y,, Z,) une suite de v.a. ind6pendantes, de m6me loi, centr6es 5- 
valeur dans IH 1 et tell6 que (Xi ,Y 0 ait un moment d'ordre 2+6,  (6 >0), et Z 1 un 
moment d'ordre 1. 

La troisieme composante T n de la marche al6atoire droite 

( x l ,  z l ) .  Y2, z 2 )  . . .  ( x n ,  Y,, z , )  

est 6gale 5-: 

T.=ZI + ... +Z.+�89 {Xa Y2 +(X~ +X2) Y3+ "'" +(X~ + ... + X . _  0 i1. 

- -  Yi X2 - (Y1 "~ Y2) X3 . . . . .  (Y1 --]-""" -~ ~n--1) Xn} . 

Bien stir, c'est cette composante qui est la plus int6ressante /t 6tudier. Nous 
proposons de ddmontrer ici: 

Th6or~me. Sous les hypothOses prdc~dentes, l'ensemble des points d'accumulation 

de T, est p.s ~gal au segment ( 1 1 )  n loglog n C n ' C s  ' off C est une constante ne 

d@endant que des moments d'ordre 2 de (X 1 , Y1): 

c = �9 - } - 

La suite de cet article consiste en la d6monstration de ce th6or6me. 
Nous allons d'abord faire quelques remarques simples qui permettent de 

r6duire le probl~me/t un cas particulier plus maniable: 

Z~ + . . .  + Z,  
a) D'apr& la loi forte des grands nombres, converge p.s. vers O; 

on peut donc supposer que Z~ = 0(V i) n 
b) Un changement de variable nous permet de supposer que EX 2 =EY12 --1, 

EX1 Y1 = O, C = 1. 
En effet il suffit pour cela de remarquer que l'application: IH~ --. IH~ d6finie 

sur la base canonique de 1R 3 par la matrice: 

_ acosOasin 0 0 ) 

bsin O b cos O 0 

0 0 ab 

est un isomorphisme du groupe IH i . 

Et, darts ces conditions, on peut remplacer X~ et }'1 par 

X'l=a(XicosO+ylsinO) et Yi '=b(-Xls inO+YlcosO) 

(cela revient 5- remplacer T, par T,' = a b T,). 

Si l'on choisit 0, a e t  b convenablement, c'est 5. dire tels que 

2EX1 Y1 
EX'~Y;=O i.e. t g 2 0 -  

E X ~  2 = I i.e. a 2. E(X1 cos 0 + Y1 sin 0) 2 = 1, 

EyI '2=I  i.e. bZ.E(-Xts inO+YlcosO)2=l ,  
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alors on obtient la rhduction cherch6e, car un calcul 616mentaire montre que 
a b = C (la constante d6finie dans le th6or6me). 

Sous ces nouvelles hypoth6ses: Zi=0(Vi),  EX(-=EY12=I, EX1 Yi=0 le 
rhsultat/t  d4montrer est donc que: 

~T~ 
log log n 

a p.s. pour ensemble d6riv4 [ -  1, 1]. 

2. Th6or~me central limite et vitesse de convergence 

Comme dans le cas classique de JR, nous &ablissons d 'abord un th~or~me central 
limite avec vitesse de convergence et nous en d6duisons ensuite la loi du logarithme 
it6r6. 

Pour le groupe IH1, il existe un th4or~me central limite (cf. [6], et plus r6- 
cerement [2]). La m6thode que nous allons utiliser est diff~rente et donne des 
pr6cisions nouvelles sur la limite et sur la vitesse de convergence. Elle s 'appuie 
sur certaines id6es de [4]. 

Proposition. Sous les hypothdses prdcddentes, il existe c et ~ >0 telles que : 

- =~;  Va, bslR 
a VneN*.  

(Nous ne cherchons ici aucune pr6cision su rc  et co) 

Ddmonstration. La d6monstration est longue et fait l 'objet de toute la suite du 

rn~ 
point 2. En gros, il s'agit de montrer  qu'on peut se ramener 5 l'~tude de ~ -  off n 

et k sont convenablement choisis, et d'utiliser pour  cette 6tude un th~ordme 
central limite pour  somme de v.a. ind@endantes ii valeurs dans/R d. 

a) Pr~liminaires 

Ecrivons Tnk sous la forme: 

2 T~= {x~ Y~+"-+(Xl + - + G _ 0  
+ ( X  1 "4-"'" + Xk)(Yk+l + ' "  + Y2 k) + Xk+l Yk+2 "+'"" +(Xk+l  -}-"" + X2k-1) Y2k 

@(Xl q - " '  "J-X2k) (Y2k+l + "" + Y3k) + X2k+i Y2k+2 

q- "" +(X2k+l  -}- "" -}- X3k-1) Y3k 
+ ... + ( x ~  + ... + x ~ , _ , ) ~ ) ( ~ _ , ~ + ~  + ... + G ) + x ~ o _ , ~ §  ~ - ~ + 2  

+ ... + ( x ~ , _ , ~ + l  + . . .  + x ~ . _ ~ )  Y~ 

- des termes symhtriques (<<t.s.>>)} 

Posant alors: 

N~=G~§ ~§ +(G~+, + "" +x(~§ G§ 
G=X~ +-..+x(~+i~ 
G =  ~ + "  + ~,§ 
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on a alors: 

. m M k ( o k  k T, k =�89 (Ng + N(  + .. + N2_I) + (M~(Q~ - Qko) + . . . .  ,_  2,~r - Q,-2)]-t.s.} �9 

T ,  
Pour  chercher la limite de ~ ,  nous allons mont re r  que: 

N~ + ' " +  N:_ 1 
est n6gligeable (ainsi que le t.s.) (A) 

n k  

M~ ( Q~ -Qko) + ... ' M k ,,-,k _ Qk_ 2)_t.s" 
• . - 2 t ~ . - 1  - W~ est proche de: 

n k  

M'o(Q'~ - Q'o) + " "  + M'. - 2(Q'. -~ - Q" - 2) -t.s. 
- W~' (B) 

n 

off M~, Q'i sont des v.a. gaussiennes convenablement  choisies 

la loi de M'~ -Q 'o )+  "'" +M' , - z (Q ' , -~  - Q',_z)-t.s. est proche de la pro- 
n 

1 
babilit5 de densit6 ch n--~" (C) 

(Pour  des raisons techniques, nous ferons ce tierc6 dans le d6sordre.) 

b) Lemme 1 (correspondant au (B)). 

Il exite une constante Cl > 0  et une v.a. gaussienne 

' ' ' ' M '  r~,  G , = ( M o ,  Qo, Mr,  Q1,.  . . . . .  l ,  ~.-i, 

dont la covariance est prdcis~e ci-dessous, telles que 

P _(a <= M~ (Q~ - Qko) + . . .  + Mk"nk- z (Qk -~ _ Qk _ 2)_t" s. = b )  

a <  M " - 2 ( Q n - l - Q " - 2 ) - t ' s ' < = b )  <= _ p [  ' ' Q ' 2 ) + ' " +  ' ' ' Q nl~ 

n 

Va, beiR, Vn, k e N * .  

Pour  d6montrer  ce lemme nous avons besoin de deux r6sultats auxiliaires: 
- le premier est un th6or6me de Sazonov relatif ~t la vitesse de convergence 

dans le th6or6me central limite classique dans un espace enclidien IRe: 

Th60r~me de Sazonov (version simplifi6e) cf [5]. Soit ((k) une suite de v.a., d valeurs 
dans IR 2., ind@endantes et de m~me loi, centrdes et de matrice de covarianee A. 
Soit F une v.a. gaussienne centrde de m~me covariance. Alors, en supposant 

ELIC~IIZ+O< oo(~ > 0), 

on a, pour tout ensemble CeCal: t 

1 cg est une classe de parties suffisamment r~guli+res de IR zn contenant par exemple les r6gions 
d61imit6es par des hyperquadriques 
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p ( ~ l + " ' + ( k  C ) ~,~ c2n4 E[(A-l  (i +~/2 
1/~ - a ~ e c )  _<- ~7~'  gx)lx 

- le second est un simple r&ul ta t  technique:  

Sous-lemme. Soit 

2 2 s . = u 6  + Vd + ( G  + UO2 +(Vo + VO2 + . . . + ( G  +. . .+  G_I) 2 

+(Vo + ... + v._3 2 

off (Uo, Vo) . . . .  , (U~_x, Vn_l) est une suite de v.a. ind@endantes et de m~me loi, d 
valeurs dans IR 2, et admettant un moment d' ordre 2 + 6 ( 0 <  3 <2).  

Alors E(S~ +4) <= c3 n 6 o~ c a est  une constante. 

D~monstration du sous-lemme. $2, apparai t ,  ap r& ddve loppement  des carr6s, 

c o m m e  une s o m m e  de p, = 2(1 + 2 2 + . . .  + n 2) = n(n - 1) (2n - 1) =< n3 termes de la 

forme U i Uj ou V i Vj. 3 
En appl iquant  aux termes de cette s o m m e  l'in6galit6 616mentaire suivante:  

lal + ' "  + apl I +412 = ]ax +. . .  + av I lax +""  + aSI2 

< (lall + - "  + lapl) (lad ~/2 + ' -"  + lay/e)  
< p(lalll +4/2 + . . .  + i%11 § 

on obtient  que ES~ +4 est inf6rieur/ t  p,  fois une s o m m e  de Pn te rmes  de la forme 
El G ~11 +4/~ ou el ~ v;I 1 +~/~ 

C o m m e  pour  x et y~R,  Ix yl 1 +4/2 <�89 +a + lyl2 +~), on obtient  alors aisdment 
que: 

ES~ +~<=-�89 p2(EIUolZ +4 + EIVo[2 +~)<c3 n 6 . 

D~monstration du lemme. Soient (Uo, Vo) . . . .  , (U,_x,  V,_I) n couples de v.a. /t 
valeurs dans  IR 2, ind6pendantes  et de mSme loi que (X1, Y0. 

No tons  R,  la v.a.(Uo, Uo + U1 . . . . .  U 0 + . - .  + U, 1, Vo, Vo + 1/1 . . . .  , V 0 + . . .  + V,_x) 
~t valeurs darts IR z". Consid6rons alors une suite R~ de v.a. indhpendantes,  /t 
valeurs dans IR z", et de m6me loi que R, .  Alors, pour  tout  k, la loi de 

M k Mkn_l Qk 0 Qk l~ Rl  q--....-~-R k 
' V k ' "  ~ k  ! est la m~me que celle de n 7?~- -  " (La d6mon- r  , V~ 

strat ion de ce r&ul ta t  est 6vidente,il s 'agit d 'un simple r6ar rangement  de notations.) 
- La  v.a. R~, fi valeurs dans ]R 2", est centr6e e t a  pour  matr ice de covariance.  

An= 

1 2 2 . . . 2  0 \ 
~ . .  

/ i ~ "n, 
I . . . . . . . . . . . . .  !-~---~--'-"-':'-'--~- 

0 i !  .2 2 : . . 2  
\ 
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t ! ! t t Consid6rons donc une v.a. gaussienne G.=(Mo,Qo,N;-~M1,...,Q._I), g 
valeurs dans IR 2", centr6e et de m6me covariance (A.) que R.; alors, gra~e au 
thdor6me de Sazonov: 

} p #o , , , 
( \ ] / ~ ,  ..., ] /~  , ] /~  . . . .  , ] /~  ] e C  - P { ( M o , . . . , M : _ t , Q o  ..... Q,_t)eC} 

c2n4 EiiR 112+~ < n k~/2 Vn, keN, V Ce~. 

Le sous-lemme nous permet d'affirmer que cette quantit6 est inf6rieure/t 

C 4 n 1 ~  

k~12 . 

- Enfin, dans ]R 2n, la courbe d6finie par: 

X o  (Yl - Yo) +"" + x._ 2 ( Y n  - 1 - -  Y.- 2)  - -  YO (xl - x0) . . . . .  Y. - 2 (Xn  -- 1 - -  X n  - 2)  = / *  

(off les x~ et Yi sont les 2n coordonn6es, et off r es t  une constante) est une hyper- 
quadrique. 

On en d6duit ais6ment que: 

{a<M~(Q~_Qko)+... + k k k } p nM~- a(Q,- 1 - Q , -  2) -t.s. _< b 

- P  { a<M'~176 M"-2(Q"-l-Q"-2)-t's'<b } n 

n 10 
<c;~/2 Va, b e n  Vn, keN*.  

Ceci ach~ve la d6monstration du lemme 1. 

c) Rdsolution du point ( C) 

Lemme 2. II existe des constantes c set c~ 2 > 0 telles que 

P ' ~ dx [< c 5 

(off W~ est ddfinie par la formule de (B) avec le choix des (M;, Qo, .., Q',-~) fait 
au lemme 1). 

Ddmonstration du lemme. Pour cela, nous utiliserons l'in~galit6 classique (cf. [3], 
p. 285). Si # et v sont deux probabilit6s sur N (v ayant une densit6 born6e par M), 
alors: 

2 T [ f l ( t ) • V  ( t ) ]  ^ ^ 24M I#q)-vq)l<-  ~ dr+ 
= n o  t 7~T 

pour tout intervalle I, et pour tout T>0 .  



Une loi du logarithme it6r6 pour le groupe d'Heisenberg 223 

On v6rifie ais6ment que la loi de W,'n est celle de 2-~ tXMX off X est un vecteur 

r6duit dans IR 2" et off M est la matrice ( 0t0A@aA ) d'une forme gaussien quadratique. 

......... !) 
[A d6signant la matrice - ! 0 d'ordre n.] 

- i  ...... -i . . .  
I1 est alors bien connu que la fonction caract6ristique q0 n (t) de 

[d ( i -  it M1-1'2 
(p,(t)= 6t \ 2n ]J  

Or grfice/t la formule de calcul des d6terminants par blocs, on a 

(I it M] t2 (I +~n " d 6 t \  - ~ n  n ] =d6t ( I -~n2 A2) =d6t ( I -  ~--~ A) " d6t t A) 

W,' est 6gale 
n 

Or ces deux derniers d6terminants 6tant visiblement 6gaux, on en tire que 

q),(t)=[d6t(l+~-~A)] -I �9 

Un calcul de r6currence classique pour le d6terminant 

1 1 ....... :..x 
A,-- - .x  

' ' ,  X 

- - X  . . . . . .  - - x  1 

donne que A,=  1- [(1 + x)"+(1 - x)"]. 

I l e n r d s u l t e q u e q 0 , ( t ) = { l [ ( l +  t " 2n) + ( 1  t 1"1~-1 
- 2 n n / J J  " 

Un calcul 616mentaire montre alors que 

- 1 - L  < vt< . 
ch_t = 4 n  = 

2 

L'indgalit6 classique rappel6e plus haut nous donne alors que 

p( ] =  2 T  t 24 T2 244-~n+ T. 
) - ~ < Jo ~n d t + lc T 

I1 suffit de prendre T=  n 1/3 pour obtenir le r6sultat cherchd. 

N.B. Cette d6monstration a 6t6 simplifi~e grgtce h une remarque de M. J. Lacroix. 

M. J. Neveu nous a fait remarquer que P. L6vy, dans son livre Processus 
stochastiques et mouvement brownien, fait des calculs un peu analogues pour 
l'6tude d'une aire li6e au mouvement brownien. Mais il ne nous semble pas qu'on 
puisse en d6duire plus simplement le rdsultat pr6c6dent. 
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d) Rdsolution du point (A) 

Les deux paragraphes pr6c6dents nous ont permis d'aboutir au r6sultat suivant: 

Lemme 1 +2. Il existe deux constantes c 7 et e2>0 telles que: 

p ( W .  k ) ~ d x  <c 7 
a < ~ k < b  -o. _n~ ~ Va, b~lR, VneN*, V k > n  211'~= . 

Nous allons maintenant montrer le lemme suivant: 

Lemme 3. Il existe deux constantes c 8 et c% > 0 telles que: 

P 1 b dx J \(a<--~-b- nK ] =<-!c-~xnx = <c~8n ~ Va, b~,. ,  V n ~ N * ,  k>-n 2',~. 

D6monstration. I1 suffit, bien stir, pour cela, d'6tudier: 

k 1 k 
W, ~ + ~ ( N ~  + ... + Nf_ , - t .s .  ) liE. k 

= de 
. .  

+ ~ idem. 
, (NS+... +N~- ~-t n k  t-t's:) <e} 

La valeur absolue de cette quantit6 est major6e par: 

W. k 
b + a]) P(Ng+...+N~_l-t.s.>2ank)+P(2~k e[a-a,a+e]ko[b-e ,  . 

Comme E(Nko +... + N2_1) 2= 0 (n k2), on peut, graae/t l'in6galit6 de Bienaym~- 

Tchebycheff, majorer le premier terme par c9 
F/82 " 

Le second terme, lui, grgtce au lemme 1 + 2, peut etre major6 par 

c a+~ dx b+~ dx 2.2~+ y - - +  ~ - -  < 2cv+4e. 
n a - ~  chrtx  b - e  c h n x - n  =2 

Finalement, la quantit6 6tudi6e est inf&ieure/t 

= 1 c 9 2cv _ _ c9 2cv 4 < c 8 (si l'on prend n-iTg ) . 

Ceci d6montre bien le lemme 3, et termine l'6tude du comportement asympto- 

tique de ~-~. 
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e) Fin de la dOmonstration de la proposition 

Soit p=nk+q,O<q<n. Pour d6montrer la proposition, il reste donc ~ majorer 
convenablement 

O r  T,=T~k+~=Tn~+V), o f f :  

V.k =�89 {X1 + "'" +X.k) Y~k+1 + "'" +(XI +"" +X.a+q-1) Y~k+q -t.s.} 

(Un calcul simple montre que E(Vff) 2= O(n 2 k)) d'ofl: 

p(a<_Tp<_b)-P{a<T"k-<_b) 
\ p \ = n k -  

: P  {a (l+n~) -T"k~_~+~NbVf - -  (l+nfl~) } - P  [a<T"k<b =nk= 

= ~ [1{.0 +5)<~+~=<b(1 +~)}-- l{.<r~<b} dP+ 5 

La premi6re intdgrale est majorhe, en valeur absolue, par: 

, ,  _ a ( V ) )  ~ _ q o  
P([V)[ > en K j ~ _ ~ _ e 2  k" 

idem. 

Grace au lemme 3, la seconde int6grale est majorSe, en valeur absolue par: 

et 

a+E+ [a[q b+a-~ lblq 
2c8 .k dx .k dx . . . .  ~- 

q- ~ chrcx ch~zx / , /~3 a - - ~  b - - e  

.k dx < 5 - - < s u p  3e , -  
ch rc-~-x = ch ~r x rc a - ~  a - - g  

(commeon levoit ondisting ant les deux cas 

En r4sum6, pour k>=n 21/~, on a 

P(a<-~Nb) -P[a<TnkN\ =n/c - b  )\[<~c+~G-+2su p c 1 ~  2cs (3G2e-~(k-1)~) 

I1 suffit alors de prendre e=k I/3, k= [rl2~/~ pour  avoir 

P ( a < = ~ < b ) - i  d~x<C11< c a =n~4=p--; Va, b~lR, Vp~N*. 

Ainsi s'ach4ve la d4monstration de la proposition. 
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3. D~monstration de la loi du logarithme it~r~ 

Cette d6monstration se fait en deux parties r6sum6es par les lemmes 4 et 5. 

Lemme 4. lim < 1 p.s. 
n log log n 

D&nonstration. Elle s'appuie sur le lemme maximal suivant: 

Lemme maximal.  II existe deux constantes b > 0  et ce]0, 1[ telles que pour tout 
aelR et tout heN*: 

1 
P{ sup T k > a } < - P ( T , > a - b n  ). 

l<k<_n C 

Nous d6montrerons ce lemme un peu plus loin. Montrons pour l'instant que 
le lemme 4 en r6sulte: 

Soit e > 0; il suffit de d6montrer que 

Posons n k = d k (off d > 1 sera convenablement choisi plus loin). 

, (lift {T"> ( l+e)nl~176 < , ( 1 - ~ t -  \ k Lo<=p<_,kTP>--~ - n k - l s u p  1+~ loglog nk_1 } 

. k LO~p<=,k l p > - ~ - n k l ~ 1 7 6  

(a ) vec 1 + e' < ~ - ,  ce qui demande de choisir d suffisamment proche de 1 . 

GrAce au lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que 

~ P t  sup Tp>l+~----~'nkloglognk}<OO. 
k t O < p < n k  7~ 

Or ceci n'est pas difficile, car, d'apr~s le lemme maximal, cette derni~re pro- 
babilit6 est inf6rieure 

_l p +e')nkloglognk--bn k Nc P T,k> nkloglogn k 
C 7t 7~ 

Et grfice au th6or6me central limite avec vitesse de convergence, cette probabi- 
lit6 ne diff6re que par une quantit6 exponentiellement petite de 

dx < k  1 +"'-~ 
c h ~ z x  = 

1 ~ "  log log nk 

( ' ) < - -  et en int6grant . off K est une constante en utilisant le fait que ch n x-- e =~' 
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I1 ne reste donc  plus qu'~t d6montrer  le lemme maximal.  

D~monstration du lemme maximal. Cette d6monst ra t ion  est 6videmment inspir6e 
du cas classique: 

Posons 

Ai= {T, <=a, ..., Ti_l <=a, Ti> a}. 

Alors :  

P(T,> a - b  n)> ~ P [ ( T , > a - b  n)c~Ai] > ~ P [ ( T ~ -  T~> - b  n)c~Ai-1. 
i=1 i=1 

Malheureusement  ici les 6v6nements (Tn-  T~ > - b  n) et A~ ne sont pas ind6pen- 
dants;  nous allons n6anmoins  d6montrer  que 

Pl(Z. - Ti > - b n)c~Ail > c P(Ai) (1) 

ce qui permet  de conclure, puisque ~ P(A~) = P( sup T k > a). 
i=1 l <=k<n 

Mont rons  donc  (1): 

T,,- T, = �89 {(X~ +. . .  + X3 (~+~ +. . .  + Y,) - (~  +--. + ~)(X~+I +.-. + X,) 

+ x,+l ~+2 + +(x,+! +... + x,,_l) Y.- ~+! xi+2 
. . . . .  (~+1 + + r . -1)  x . .  

En supposant  un instant X1, ..., Xi, YI . . . .  , Yi ddfinis sur un espace fa et 
X~+, . . . .  ' Y~+!, "" sur un espace ~2', on a, en posant.  

X 1 +. . .  +Xi=p(oo ) et Y, + - . - +  Yi=q(co): 

P { ( T , -  T i > - b  n)c~Ai} > Eo, {1a~(~,) �9 P~, [p(co) (Y~ +i cJ--- + Y~) (oY) 

-~-1 (Xi+ ! Yi+ 2 q - ' "  + (Xi+ l  "~' '"-}- an -1) Yn)((o)-t.s. > - b  n)]}. 

Nous  aurons donc  termin6 la d6monst ra t ion du lemme si nous pouvons  
d&erminer  b e t  c > 0  de mani6re que pour  tous p e t  qMR, on ait: 

P[p(Y~+, + ... + Yn)-q(Xi+l -k . . .  + Xn) 

+�89 {xi+~ ~+2 +"" +(xi+, +... + x._o Yn- ~+, x,+2 
. . . . .  (Yi+l + ' "  + Y,-1) X,} > - b n] > c. 

Or pour  n - i fix6 il est facile de voir que la probabilit6 en question est minor6e 
par  un nombre  positif indhpendant  de p e t  q. 

On peut donc  supposer que n - i est assez grand. La probabili t6 de l '6v6nement 
compl6mentaire  est inf4rieure ~t 

+P {X1Ye+'"+(XI+...+X,,_i_I) Y , _ i - t . s . }  < - . 
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Grgtce au th6or~me central limite sur 1R, pour le premier terme, et au th6or6me 
central limite sur Ilia, pour le second, il n'est pas difficile de voir que, pour n -  i 
assez grand, la premiere quantit6 est plus petite que �89 et la seconde plus petite 
que �88 (~t condition de choisir b assez grand). 

Ceci ach~ve la d6monstration de (1) et, par suite, la d6monstration du lemme 
maximal et du lemme 4. 

~T. 
Lemme 5. Tout ~ [ -  1, 1] est p.s. point d'accumulation de 

n log log n" 

Ddmonstration. Soit 5>0  et nk=d k (off d >  1 sera choisi convenablement plus 
loin); nous allons d6montrer que: P(lim Ak)= 1, off 

,[ ~Tok ~ <35}. 
Ak = ~[nk lo'ogiog n k 

(Supposons e > 0, ce qui ne nuit pas/t  la g6n6ralit6.) 
Pour cela, montrons d'abord (comme darts le cas classique) que P(lim A~) = 1, 

o~: 

A~,=~ ~(T,~-_T,~_,) ct <25} 
~.[ n k log log nk 

Ecrivons" 

T,~- T,~_~ =�89 {(X~ + . . .  + X,~_ ,)(Y,~_ ~ +1 +"" + Y,~)-t.s.} 
+�89 {X,k_l +! Y,k_,+2 + ... +(X,~_,+!  + ... + X,~_a) Y,k-t.s.} 

=~+v~. 

Or 

off 

~ Xx+...+x,~ 5+ ,+1+...+ Y,~ 
= n �9 - ~ �9 - " an-t.s. 

n~loglog n~ /~_~nloglogn~_~ / 5 ~ -  n~_O log log (n~- n~_O 

]//d k-l(dk _ d k-l) 1/log log d k-1 . log log (d k - d k-l) < 1 

a . =  dk [ @  = 1 ~ ;  

d'apr& la loi du logarithme it&6 classique; on a donc: 

n~ -~N < ~  log log n k = 1/d p.s. 

En d'autres termes, cette quantit6 peut ~tre rendue p.s. inf6rieure ~t e si l'on 
choisit d assez grand. 

D'autre part, les Vk sont ind6pendantes: il suffit donc, grfice au lemme de 
Borel-Cantelli, de montrer que: 

~ p (  7rVk ~ [-Ct-- S, ~ + 51) ---= + oO. 
\n k log log n k 
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Or ceci est facile, car 

n k log log n k 

( n k - - n k _ l  [~ ( 1 _ ~ )  l~ l~ nk' log log nk]} ; 

et grfice au th6or6me central limite avec vitesse de convergence, la probabilit6 de 
cet ensemble ne diff6re que par une quantit6 exponentiellement petite de 

~ + e  log log d k 

~(1-~) dx K 
J 

> 
- -  1 eh  7 ~ x -  (c~-e)/1-~ 

~--e iog log dk n log n ~(~ -~) 

off K est une constante (en utilisant le fait que 1 1 > - -  et en int6grant . \ ch rc x = e  '~x' ! 

I1 suffit alors de prendre d suffisamment grand pour avoir: 1 < 1. 

d 
Pour terminer, il suffit, comme dans le cas classique, de remarquer que: 

< e p.s. dhs que k est assez grand. 
n k log log n k 

Or ceci est une cons6quence imm6diate du lemme4 d4s que n k log log n k 

est assez grand. 
- - - > d  

rig_ 1 log log rig_ 1 - -  

Bibliographie 

1. Crepel, P., Le Page, E.: Loi du logarithme it6r6 fonctionnelle sur le groupe des d6placements de 
R d. C.R. Acad. 8ci. Paris S6r. A-B 281,475 - 4 7 8  (1975) 

2. Crepel, P., Raugi, A.: Thbor5me central limite sur les groupes nilpotents. C.R. Acad. Sci. Paris 
S6r. A-B 281, 605 - 6 0 8  (1975) 

3. Loeve, M.: Probability theory. 3e 6dition. New York: Van Nostrand 1963 
4. Roynette, B.: Th6or6me central limite sur le groupe des dSplacements de R e. Ann. 2nst. H, Poincar6 

Sect. B, vol. X, n ' -4 ,  391-398 (1974) 
5. Sazonov, V.: A new general estimate of the rate of convergence in the central limit theorem in IR k. 

Proc. Nat. Acad. Sci. USA 71, 1 ,118-121 (1974) 
6. Tutubalin, V. N.: Composition of measures on the simplest nilpotent group. Theor. Probability 

Appl. 9, 3 ,479-487 (1964) 

Manuscrit regu le 15 novembre 1975 


