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1. Position du probl6me 

On dit qu'une surmartingale positive (Xt) est engendr6e par un processus 
croissant int6grable (Bt) si l'on a X t = E [ B ~ - B  t [t]; une telle repr6sentation n'est 
unique que si l'on impose /t (Bt) des conditions suppl~mentaires, par exemple 
~tre pr~visible dans le cas de la repr6sentation de Doob-Meyer. Mais d'autres 
representations peuvent ~tre utiles; Meyer [-6] vient r~cemment de montrer que 
route surmartingale born6e est engendr6e par un processus croissant born6 (qui, 
bien entendu, n'est plus pr6visible, ni m~me adaptS). On se propose ici de 
caract~riser cette nouvelle representation, et l'on d6finit une classe d'unicit6 qui 
parait int6ressante pour deux raisons; tout d'abord c'est une g6n6ralisation 
naturelle de la classe des fonctionnelles multiplicatives (ou, plus exactement, des 
fonctionnelles co-multiplicatives) intervenant dans la th6orie des processus de 
Markov. Ensuite parce que cette classe admet comme prototype simple les 
processus de la forme Ct=l~t~=f ~ 03 L est la fin d'un ensemble al6atoire 
prhvisible. Cela nous change un peu des temps d'arrSt. 

On donne/t  la fin de cet article quelques exemples d'applications fi l'6tude de 
probl6mes divers: dhcomposition multiplicative d'une sous martingale, temps 
local d'une martingale continue, repr6sentation de Skorohod d'une mesure sur 
l'espace d'dtats d'un processus de Markov. 

2. D6finitions et notations 

Nous traiterons d'abord le cas off la filtration est engendr~e par une famille 
d'op~rateurs de meurtre; nous expliquerons ensuite au paragraphe 6 comment 
on peut toujours se ramener/t  cette situation. Rappelons quelques d~finitions et 
r6sultats de [2 I. 

* Laboratoire associ6 au CNRS N~ <<Processus stochastiques et applications>~. Universit6 
Pierre et Marie Curie 
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(~2,F ~ est un espace mesurable, (kt)o<t~ ~ est une famille d'applications 
mesurables de (f2, F ~ dans lui m6me, ~ une variable al6atoire ~ valeurs dans ~ +  
qui satisfont aux axiomes suivants 

(1) V s V t  k~ok,=k~A,; ~ok t=~At ;  k,(cu)=(~ si t=>~(o)). 

On appelle F la compl6t6e universelle de F ~ et on pose F,= ~ k / l ( F ) ;  la 
s > t  

famille (F,) est croissante et continue/~ droite, ~ est un temps d'arrSt relativement 
cette filtration. La tribu des 6v~nements strictement ant6rieurs/L ~ joue un r61e 

important et sera notre F*. 
On rdservera le nora d'ensemble optionnel, pr6visible, de temps d'arr8t etc. 

... pour dSsigner les 8tres algSbriques relatifs ~t la filtration (F~); si P est une 
probabilit6 sur (f2, F ~ on appellera ensembles P-optionnels, ou P-pr6visibles, P- 
temps d'arrSt, les objets habituels de la th6orie g6nSrale des processus sur 
l'espace filtr6 (~2,FP, P) dfiment complete. Si H est un ensemble al6atoire 
mesurable de [[0, ~]] on pose 

Dn(oo)=inf{t  >O;(co, t )eH} L~(o~)=sup{t >O;(co, t)~H} 

off l'on a pos6 par convention 0-  < 0 < oo < oo +, inf~b = oo § sup ~b = 0- .  Si H est 
adaptd, L n e t  D n sont F*-mesurables et D n est un temps d'arrat. 

Les processus (et les ensembles al~atoires) seront d6finis ~t l'infini. Si S est une 
variable al6atoire fi valeurs dans {0 } u lR+~{oo+}, on appelle graphe de S 
l'ensemble al6atoire ~_S]]={(c~,t)/O<_t<oo; t=S(co)}. On fait une convention 
analogue en ce qui concerne les intervalles stochastiques. On dira qu'un proces- 
sus (~)0<_~_<~ est constant apr~s ~ si l'on a ~ (o J )=~(o ) )  quelque soit t>~(co). 

Rappelons que l'on a la caract6risation suivante des processus pr6visibles: 
c'est un r6sultat de [2] un tout petit peu modifi6. 

(2) Proposition. Soit (~t)o<_t<_ ~ un processus mesurable sur ((2, F) tel que ~o soit 
Fo-mesurable; (~ )  est un processus prdvisible si et seulement s'il existe une 
variable al~atoire z F*-mesurable telle que ~(o))=zokt(co)  quel que sout 
te]0, ~(~o)]. 

I1 rSsulte de cette proposition qu'il existe une bijection entre l'ensemble des 
variables al6atoires sur (Y2,F*) et l'ensemble des restrictions des processus 
pr~visibles ~t ~ 0 , ~ "  ~t un processus pr~visible (~t) correspond la variable 
aldatoire ~ ;  inversement fi une variable al6atoire z correspond le processus (~t) 
= (z o k,). 

(3) Corollaire. Soit I une variable al~atoire infdrieure ou ~gale s ~ F*-mesurable, 
g~ valeurs dans {0 } ~ IR+ et ne prenant pas la vaIeur O; 1 est la f in  d'un ensemble 
pr~visible de ~0, ~]] si et seulement si l vdrifie 

lokt(o))=l(co ) quelque soit t et co avec t>l(co)>0. 

D~monstration. Si l vdrifie cette relation, on pose H={(co, t)[t>OIokt(co)=~}; 
H est prdvisible et l e s t  la fin de H; r~ciproquement, si 1 est la fin d'un en- 
semble pr~visible H inclus dans 110, ~]], on v~rifie facilement que I o k,(co)= 
sup {s 10 <s  < t(co, s)~H}; il en r6sulte que l o k,(co)= l(co) si t>  l(o)). 
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3. Mesures Al6atoires pr6visibles, mesures de sortie 

(4) DOfinition. On appellera mesure al~atoire prOvisible un noyau #(co, d t) ayant 
les propri6t6s suivantes 

* Vco #(co') est une mesure positive sur IR+ port6e par ]0,~(co)]. 

. Quel que soit A bor61ien de 1R+, #(. ,A) est une variable al6atoire F*- 
mesurable. 

* Vco Vt #(kt(co),ds)=#(co, ds) llo,tl(s ). 

Un cas particulier important est celui des mesures al6atoires pour les quelles 
A~(co) =#(co, IR+) est int6grable. Le processus A~ =#(co, ]0, t]) v6rifie A~ =A ~  o k~ 
et est donc un processus croissant pr6visible int6grable. 

Faisons une derni6re remarque: nous avons vu en (2) qu'il existe une 
bijection entre processus pr6visibles s u r  ]]0, ~]] et variables al6atoires, il y a 
donc aussi bijection entre mesure born6es sur la tribu des pr6visibles port6es par 
]]0, ~]] et mesures born6es sur (~2,F*); il reste ~t expliciter la correspondance. 

(5) Ddfinitions. Soit 2 une mesure positive sur la tribu des pr6visibles, port6e 
par ]]0,~]]; Soit z une variable al6atoire F*-mesurable et (~)=zok~.  On pose 
~zdQ=2((~)). On dira que (2 est la mesure de sortie associ6e ~t 2. Q est la 
mesure de sortie associ6e ~t 2 s i eu t  seulement si Q {T<~} =2(]]T, (]]) quel que 
soit le temps d'arrat T. 

Un cas particulier important est celui off )~ est la mesure associ6e fi un 
processus croissant int6grable pr6visible (A~) constant apr6s ~: si l'on a 2((~)) 

1 [i ] =E ~dA~  ,alors ~zdQ=E zok~dA~ e t Q { T < ~ } = E [ X r ; r < [ ] , o t h ( X t )  
L 0 _1 

est le potentiel engendr6 par (A~); nous dirons dans ce casque Q est la mesure de 
sortie associ6e h (X~). (C'est la <~mesure de FSllmer)) associ6e ~t X dans le cas 
particuli6rement simple or) (X,) est de la classe (D)). 

4. Processus multiplicatifs 

(6) DOfinition. Soit (Ct)0<~_< ~ un processus compris entre 0 et 1; nous dirons 
que (Ct) est un processus multiplicatif si 

* (C~) est F*-mesurable pour tout t 

* Ct(co ) = 1 quelque soit t > ~(co) 

* Csoku=CsoktxCtoku si O<s<_t<_u. 

On n'utilisera dans cet article que des processus multiplicatifs continus 
droite; pour abr6ger nous les appellerons simplement processus multiplicatifs. I1 
n'empSche que d'autres types de processus multiplicatifs peuvent 8tre 
int6ressants; A ce sujet voir Getoor  [-5] qui utilise des processus continus ~t 
gauche; ce ne sont pas les mSmes objets: !es n6tres sont li6s, nous allons le voir, 
aux fins d'ensembles pr6visibles, ceux de Getoor sont plut6t li6s aux fins 
d'ensembles optionnels. 
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I1 n'est pas difficile de voir que la derni6re condit ion de (6) est 6quivalente ~t 
la condit ion apparemment  plus faible 

Cs=Csoktx Ct si O<_s<t. 

Donnons  deux exemples importants  de processus multiplicatifs (continus ~t 
droite). 

(7) Soit H u n  ensemble pr4visible de ]10 ,~  et 1 la fin de H;  le processus C~ 
=llr ) est un processus multiplicatif. On peut  en effet 4crire d'aprhs le 
corollaire (3) si 0 < s = t 

{ s > l } = { s > l o k ~ } c ~ { t > l } ,  ce qui est 4quivalent / t  

C s = C s o k~ x C t. 

(8) Voici le deuxi4me exemple. Soit #(co, d t) une mesure al6atoire pr4visible; on 
peut  lui associer un processus multiplicatif  en posant  

Ct(co ) = e x p ( -  #(~o, It, oo])). 

Le premier instant off un processus multiplicatif  devient str ictement positif 
jouera  un r61e fondamental .  On a la proposi t ion suivante. 

(9) Proposition. Soit (Ct) un processus multiplicatif et z = s u p { t > 0 1 C , = 0 } .  On a 
les implications suivantes 

a) (t>z(co) et t > 0 )  ~ zok,(co)=r(~o) 

b) (z(co)>0 et C~(o))>0) ~ zok~(co)=r(co). 

II en rOsulte que ~ est la f in  d'un ensemble optionnel. 

D~monstration. I1 r6sulte imm6diatement  de la relat ion multiplicative v&ifi6e par 

( Ct) que 
(i) (Cs(co)=0et  Ct(co)>0 ) ~ Csokt(co)=O ~ s<~okt(o~) 

(ii) (C~(co)>0 et C,(~o)>0) ~ C~ok~(co)>0 ~ s>rok~(o9). 

Montrons  tout  d 'abord  que (Ct (co)>0)~(rok , (co)>z(oJ) ) ;  c'est 6vident si 
r ( c o ) = 0 - ;  si z(co)=0, alors C0(~o)=0 et (i) appliqu6 a s = 0  prouve que 
z o kdog)>0; si enfin r(co)>0, on applique (i)/t une suite s, croissant strictement 
vers z(co). Pour  prouver  l'inhgalit6 inverse on applique (ii) ~t une suite (s,) 
dhcroissant strictement vers z(og) si r(co)>0, e t / t  s = 0  dans le cas z(o9)=0- .  

Comme la fonction u--* C t o k, est dhcroissante, u--,z o k, est croissante. 
Posons alors r, = ~ o k,; le processus (G) est prhvisible, (%+) est optionnel,  et z 

=sup{u>O;r ,+ =u};  z est donc la fin d 'un ensemble optionnel.  

(10) Corollaire. Soit 1 une variable aI~atoire F*-mesurable inf~rieure ou ~gale d~ 
et ne prenant pas la valeur O; on pose Ct=l~t,o~(t);  (Ct) est un processus 
multiplicatif si et seulement si Ies t  la f in  d'un ensemble pr~visible de ~0, ~ .  

D~monstration. I1 reste ~t mont rer  que 1 est la fin d 'un prhvisible si (Ct) est 
multiplicatif. Cela rhsults imm4diatement  de (9) et de (3). 
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5. Surmartingale engendr6e par un processus multiplicatif 

Munissons (sQ, F ~ d'une probabilit6 P e t  soit (Ct) un processus multiplicatif. 
On appelle (Xt) la surmartingale continue ~t droite v6rifiant 

( I I )  XT=EECoo--CTIFT]=EEI--CTIFT] 

pour tout temps d'arr6t T. I1 est clair que (Xt) est comprise entre 0 et 1 et est 
nulle sur [~, oe]. Nous dirons que (Xt) est la surmartingale engendr& par (Ct); 
c'est la projection optionnelle du processus ( 1 -  Ct). Consid6rons maintenant le 
point de vue des mesures al6atoires. Appelons (B~) le processus croissant 
pr6visible int6grable engendrant (X) et d C t la mesure aldatoire ne chargeant pas 
[0] induite par (Ct) (on ne tient pas compte du saut en 0 de Ct). La relation (11) 
peut encore s'6crire 

E ~ = E  
L 0 ~ L 0 

quelque soit (~) pr6visible born6; ce qui prouve que (dBt) est la projection duale 
prdvisible de (d Ct). Enongons ces remarques sous forme de proposition 

(12) Proposition. Les assertions suivantes sont dquivalentes 

a) (Ct) engendre (Xt) 
b) (X) est la projection optionnelle de (1 - Ct) 

c) dB test  la projection duaIe prdvisible de d C t. 

Si (C~) est un processus multiplicatif on a pos6 r=sup{t__>0; C,=0}; nous 
allons montrer que z ne d6pend que de la surmartingale engendr6e par C t. Nous 
aurons besoin de la ddfinition suivante: 

(13) Dffinition. Soit F u n  ensemble al6atoire et l une variable al6atoire. Nous 
dirons que F est c~ gauche de 1 si la fin de F est P-presque sfirement inf6rieure ou 
6gale ~t l. 

On d6finit les ensembles aldatoires H e t /4  li6s ~t (Xt) 

H={(co, t)lt>OX~_(o))=l} I2I=Hu{(co, t)lt>OXt(o))=l}. 

On peut toujours s'arranger pour que (Xt) et (Xt_) soient respectivement 
optionnels et pr6visibles (et pas seulement P-optionnels et P-pr6visibles) de sorte 
que H est pr6visible et q u e / t  est optionnel. On a la proposition suivante 

(14) Proposition. a) H est (gt un ensemble ~vanescent pros) le plus grand 
ensemble P-prdvisible de ]]0, oo~ situd ~ gauche de z. 

b) / t e s t  le plus grand ensemble P-optionnel situd gt gauche de z. 
c) ~est  presque sCtrement dgal ~ la fin de 121. 

Ddmonstration. Appelons a la fin de H et (At) le processus croissant pr6visible 
v6rifiant, quelque soit (5(~) prdvisible born6 

(15) f ~sdA~ =E[S~;o->O]. 
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Appelons enfin S le  support gauche de (A): 

S={(~ , t ) l t>OA~-A( t_h )+  >0  Vh>O}. 

Appliquant la relation (15) au processus ( ~ ) = 1  s qui est pr6visible, on 
montre sans difficult6 que [[a]] c S A tin ensemble 6vanescent pr6s; on peut alors 
montrer a): puisque la projection pr6visible du processus (C,_) est (1-X~-) ,  on 
peut 6crire 

o~ 

(C~-) est donc nul sur S, ce qui montre que H est ~t gauche de z. Montrons que 
c'est le plus grand ensemble pr6visible ayant cette propri6t6; si F est pr6visible 
inclus dans ~0, oo]] et ~ gauche de z, on a l r < ( 1 - C t - ) ,  in6galit6 qui, apr6s 
projection pr6visible, devient l r < ( X t - ) ;  on a donc F c H  ~t un ensemble 
6vanescent pr6s. 

b) Posons K = {(co, t)[ t >  0X~(co)= 1 } - H ;  K est optionnel sans points d'ac- 
cumulation pour la topologie gauche. I1 en r6sulte que, si a' est la fin de K, on a 
X~, = 1 sur {a' >0}. On peut alors raisonner comme pr6c6demment: on appelle 
(A',) le processus croissant optionnel v6rifiant 

E dA  s = E [ ~ o , ; a  _0~ 

quelque soit (~ )  optionnel born6, S' le support ordinaire de (A't), et 1'on montre 
que [[o-'~ est inclus dans S'. On 6crit ensuite 

(Cs) est donc nul sur S' et K est A gauche de z; il en est de mame de I 2 I = H w K .  
Reste/~ montrer la maximalit6 de/~.  D'apr6s le th6or6me de section, il suffit de 
prouver que l'on a X T = I  sur {T<oo+}, pour tout temps d'arrat T dont le 
graphe est & la lois/~ gauche de z et dans le compl6mentaire de H. Si T e s t  un tel 
temps d'arrat, nous allons montrer que CT=0;  il en r6sultera que 

E [ X T ;  T< ~ +] =El (1  - Cr); T< oo +] = P I T <  ~ +3 

et le r6sultat sera ainsi d6montr6. Etudions donc CT; il suffit de le faire sur {T 
= v} c~ {r > 0}. On remarque d'abord que l'ensemble al6atoire {(~o, t) tt > 0 ~ o k, 
=t} est pr6visible et/~ gauche de -c d'apr6s ((9).a)). I1 est donc, / t u n  ensemble 
6vanescent pr6s pr6s, inclus dans H. Cela nous montre que, sur H C c~]]0, ~]],  on 
a r o k s < s. On a donc z o k~ < ~ p.s. sur {T= v} n {z > 0}; appliquant alors ((9).b)), 
on volt que C~= CT=O p.s. sur cet 6v~nement. 

c) On salt ((14).c)) que z est la fin d'un ensemble optionnel; il r6sulte alors 
imm6diatement du caract6re maximal d e / 1  que v et la fin de _0 sont presque 
sfirement 6gaux. 
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6. Le th6or6me de repr6sentation 

Soit (Xt) une surmartingale comprise entre 0 et 1, nulle apr6s (. On peut 
supposer (X~) optionnelle e t  (Xt-) pr6visible. On appelle (Bt) le processus 
croissant int6grable pr6visible engendrant (Xt); (Bt) v6rifie la relation B t = Boo o k t 
e tes t  constant sur [(, oo]. On conviendra que X o =0. On pose enfin 

y~=exp ( d B : \  / AB s 

U ,  
off (2s) d6signe un processus pr6visible qui est projection P-pr6visible de (Xt). I1 
n'est pas difficile de voir que (Tt) est un processus multiplicatif continu ~t droite. 
Le th6or6me suivant est une petite modification d'un rdsultat de P.A. Meyer 
dont nous reproduisons la d6monstration 

(16) Th6or6me. Le processus multiplicatif (Tt) engendre (Xt). 

to dB~, 
Ddmonstration. a) On suppose d'abord (X~) < 1 - e (s >0), et on pose A t = ! 2 s 1 
(At) est un processus croissant pr6visible et le produit infini figurant dans la 
d6finition de ()'t) est presque-sfirement convergent. On pose maintenant 

(17) # ~ = 7 o o k t = e x p - 3 j 1 # - - ~ ]  ~ 1 
< S = t \  

(Tt) et (`ut) sont continus h droite et ne s'annulent pas; (,U,) est pr6visible 
d6croissant; (yt) est l'unique solution de (<l'6quation diff6rentielle stochastique 

(18) d C t = C t d A  t Coo=l 

tandis que (,ut) est l'unique solution de 

(19) dM t = - M  t dAt M o=1. 

Ces d6finitions pos6es, passons ~t la d6monstration du th6or6me de Meyer. 
Soit T u n  temps d'arr~t; on peut 6crire 

[( t 
L\  ,UT] 

Mais on a -d,us=,us-dBs-J(~d,us,  ce qui nous permet de transformer le 
membre de droite qui s'6crit encore 

[2 ] k  ] e ~ ,U~- dBs-2~d`us  =E ~ ,u s- dB, - (Boo-Bs)d ,u  ~ . 
]T, oo] ]T, oo] 

Une int6gration par parties, et l'on obtient 

E[(1--TT); T < o o + ] = E [ B o o - B r ;  T < o o + ] = E [ X T ;  T<oe+] .  
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b) On suppose simplement (Xt) < 1 ; on applique le rhsultat prhc4dent ~t (2X,) 
( 0 < 2 <  1); posons 

. . . .  

On sait que (7{) a pour projection optionnelle (1-2Xt) .  I1 est facile de voir 
que 7{ dhcroit, quand 2 tend vers 1, vers (7~), (pour le terme exponentiel, cela 
rhsulte du th4orhme de convergence monotone, et pour le produit infini, d'une 
interversion d'inf). On en ddduit que ( 1 - 2 3  admet (X,) comme projection 
optionelle. 

Passons au thhoreme d'unicit6 

(20) Th6or+me. Si (Ct) est un processus multiplicatif continud droite engendrant 
(Xt), ( C,) est indistinguable de (?t). 

La dhmonstration repose sur trois lemmes. 

(21) Lemme. Si (Ct) ne s'annule pas sur 1]0, oo]] et engendre (Xt) , alors (Ct) et 
(73 sont indistinguables. 

D~monstration. Soit e>0 ;  posons M~= C~ok t, de sorte que C~=M~ x C t si t>e ;  
(M~) est continu & droite et l'on a 0=M~_ dCt+ C~dM~ sur ]e, oo]. D'autre part 

(M~) est prhvisible. Considhrons alors la mesure alhatoire d C~ dhfinie sur ]0, oo]; 
Ct 

elle v&ifie, quel que soit (~t) mesurable born6, nul sur [0, e] 

oo d q  1 �9 

off (J'~) est la projection P-pr6visible de (~s). Faisant tendre ~ vers 0, on volt que 
(19) est v&ifihe sans condition de support pour (~ ) ;  il en r6sulte que la mesure 

dC~ 
alhatoire dB'~ = (1 - X'~) ~ vhrifie 

(23) E [  ~ s ~ ~dB ' , ]  
10, oo] ]0, oo] 

quel que soit (~s) mesurable born& On a doric: 

] [ i  ] �9 ! t =~ ~ d S ,  =E ~,dS, 

(Remarquer que (Xt) et (2,) sont strictement inf&ieurs g 1 sur ]0, ~ ] ;  appliquer, 
par exemple, ((14).c)). 

Les mesures al6atoires dB t et dB; sont donc ~gales; il en r6sulte que (C,) est, 
lui aussi, solution de l'6quation diff6rentielle stochastique (18). (Ct) et (7t) sont 
donc indistinguables. 
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Passons au deuxi6me lemme, dont nous laisserons la vdrification au lecteur. 

(24) Lemme. Soit z une variable alOatoire F*-mesurable, <_ ~, v~rifiant z o k~ = z si 
s > ~. On d#finit 

(avec la convention h + O- = h - O- = h). 
La famille (k't)~> 0 est une famille d'op#rateurs de meurtre de dur#e de vie ~'; 

( C~) est un processus multiplicatif relativement d Ia famille (k~). 

Le lemme suivant prdcise ((14).a); on a, avec les notations de cette 
proposition, 

(25) Lemme. Soit (Ct) un processus multiplicatif engendrant (Xt); il existe un 
processus muhiplicatif ( CI) indistinguable de ( C,) tel que {(co, t)l t >0  ~'o k~ = t} soit 
indistinguable de H, quand on a posO z '=sup  {t; C'~=0}. 

DOmonstration. Appelons cr la fin de H, et posons C~ = Ct. l[[~,~o]](t ). (C't) est un 
processus multiplicatif continu & droite (c'est le produit de deux processus 
multiplicatifs), indistinguable de (C~) d'apr6s (14). On ales  inclusions suivantes: 

{(co, t) l t > 0  v'o kr =t} ~ {(co, t) lt >0  a o kr =H.  

Mais l'inclusion inverse est v6rifi6e / t u n  ensemble 6vanescent pr6s d'apr6s 
((14).a)). Le r6sultat est d6montr6. 

DOmonstration du 77~orOme (20). Soient (C~) et (C~) deux processus multiplica- 
tifs engendrant (Xt); on pose z~=sup {t; CI=0 } (i=1, 2). On sait que r ~ =z2 p.s. 
d'apr6s (14) et l'on peut toujours, quitte & remplacer (CI) par un processus 
indistinguable, supposer que les variables "c r ont la propri6t6 (25). Dans les 
calculs qui suivent, on a pos6 

H' = H  ~, I1] = l {v ioks<s}  , Z = 7 5  1 V "C 2. 

Puisque (C~) et (Ca) ont mSme projection duale pr6visible, on a 

(26) E[ j" z o k s l H , ( s ) d C ~ 3 = E  E ~ zok~l l~,(s)dC~3 
] o, ~] ]o, ~] 

quelle que soit zF*-mesurable born6e. Le premier membre peut encore s'6crire, 
d'apr6s (25) et la d6finition de z~, 

E [  ~ zoksY~ldC~]. 

Je dis que je peux remplacer l'intervalle d'int6gration [ z l  ~] par ]zl, ~l; c'est 
6vident sur l'6v~nement { C~ = 0} " rnais c'est aussi vrai sur { C~ > 0} puisque, sur 
cet 6v~nement, on a z 1 o k~ = ~ ,  c'est ~t dire Y~ =0. Notre expression s'6crit donc 

E[ ~ zok ,  Ys'dC~s]=E[ ~ zok~dC1]=E[  ~ zok~dC~]. 
]-0, r 1~, r ]r, ~] 



200 J. Azema 

Transformant de la mSme mani6re le second membre de (26), on obtient l'6galit6 

(27) E [  ~ zok~dC~]=E[ ~ zoksdC2]. 
l~, ~1 ]~, ~1 

On remarque maintenant que, ~ satisfaisant aux hypoth6ses du lemme (24), 
l'6galit6 (27) peut s'6crire, avec les notations de ce lemme 

E[ ~ zok;dC;~3=E[ ~ zok;dC;2]. 
]0,~'1 lo,~'] 

On applique alors le lemme (21): C' 1 et C' ~ sont indistinguables. I1 en r6sulte 
que C ~ et C 2 sont indistinguables sur ~z, oo]] ; comme ils sont aussi trivialement 
indistinguables sur [[0, ~[[, le th6or6me est d6montr6. 

7. Retour aux conditions habituelles 

Soit (f2, Ft, P) un espace filtr6 satisfaisant aux conditions habituelles. On va se 
ramener/t  la situation du w On pose ~ = f 2  x ~ + .  On prendra pour tribu fo  
sur ~ la tribu N des P-pr6visibles, et on d6finit une famille (kt)t> 0 d'op6rateurs 
de meutre de dur6e de vie ~ en posant 

kt(co,,~)=(co,;~At) ~(co,~)=,~ (0<t_--<~) (0 _< ,~ _< oo). 

Les diff6rentes tribus construites/t l'aide de (k~) sur (~, if0) seront not6es de la 
mSme mani6re qu'au w 2,/~ ceci pr6s qu'une barre rappellera que l'on se trouve 
sur ~; la premi6re chose ~ faire est d'identifier F*. 

(28) Proposition. On a F* = ~ ~  = ~ .  

Ddmonstration. F* est engendr6e par les ensembles al6atoires de la forme 
Hc~{~>t} o~ H~I~.  Remarquons tout d'abord que {~>t}=-Ilt, oo]]. I1 n'est, 
d'autre part, pas tr~s difficile d'identifier les ensembles al6atoires de ~ :  si 
d6signe la compl@6e universelle de N, on a 

H ~ F ~ H ~  et ~A~f2  tel que Hc~J]t, ooJ]=Ax]t, oo]. 

En combinant ces deux remarques, on voit que F* est engendr6e par les 
ensembles al6atoires de ~ qui sont de la forme A x]t ,  oo]. Posons K = A  
x]t ,  oo]; nous allons montere que K est en fait dans N, de qui d6montrera la 

proposition. Soit s>t et ~ la probabilit6 image de P par co~(o), s). Puisque K 
est dans ~ il existe K' et K" dans ~ avec K ' c K c K "  et Ps(K"-K')=O. 
Appellons alors K'~, K;' les sections en s de K', K"; on a P[K;'-K'~] =0  et 
K'~A=K; ' ;  puisque la tribu F~ est P-compl@e, cela entraine A~F~; ceci ayant 
lieu quelque soit s > t, on voit que A c Ft; K est donc P-pr6visible. 

(29) Corollaire. Soit 77 un temps d'arr6t sur ~; on pose T(c9)= 77(o~, oo); Test un 
P-temps d'arrdt sur g2 et lIT, ~ ={77<~}. 

Ddmonstration. L'ensemble al6atoire ]]~ oo~ est pr6visible et v6rifie par 
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consSquent 

lnr, oo~ (s)=l~r<:}ok ~ (0<s<~) .  

Cette 6galit6 peut s'6crire 

(s>T(co,)~)) (T(co, 2 A s ) < ) o / x s )  Vs, 2 tels que s<2.  

Ecrivons cette 6quivalence pour 2 = o% il vient 

]1 T, o q l  = {(co, s) l :r(co, s) < s} = { T < ;} 

ce qui montre la deuxi6me partie de (29); il en r6sulte que ~T, oo~ est 17*- 
mesurable; il est doric P-pr6visible d'apr6s (28), et Tes t  un P-temps d'arrSt. 

Munissons maintenant sQ de la probabilit6 P, image de P par l'application 
co~(co, oo). Si (X~) est une surmartingale de la classe (D) sur f2 on peut lui 
associer une mesure sur la tribu des ensembles al6atoires P-pr6visibles: c'est la 
mesure de Dol~ans associ6e ~ cette surmartingale; elle v6rifie #~ T, oo]] = E [ X r ;  
T <  oo] quelque soit le temps d'arr6t T. 

Posons maintenant 

2,(co,,~)=~xt(co/ si t<,~ 
l u  s i t > ) ,  

On a la proposition suivante: 

(30) Proposition. (J~t) est une surmartingale sur ~ admettant # comme mesure de 
sortie. 

On a en effet E [ X r ;  r < ~ ]  = E [ X r ;  T <  oo] =/~(]]T, oo]]). 
Cette derni~re quantit~ s'dcrit aussi #{T<~_} d'apr~s (29); on retrouve alors 

la d~finition d'une mesure de sortie. 
Venons en fi la d~finition d'un processus multiplicatif (continu ~ droite). 

(31) D~finition. Soit (Ct)o<_,<=~ o un processus compris entre 0 et 1. On dit que 
(Ct) est un processus multiplicatif s'il existe un processus (Cs~)0<s_< ~ tel que C t 

O < t < o o  

= Cto o et ayant les propri6t~s suivantes: 

a) V t 0 < t <  oo s--~Cst est continu/~ droite compris entre 0 et 1. 

b) Vs O < s <  oo t~C~t  est P-pr6visible. 

c) C~t=l  si s> t .  

d) C~,=C~txCt ,  si s_<t_<u. 

Regardons ce que deviennent les exemples d6j/~ vus. Le processus (7t) d4fini 
au w 6 est un processus multiplicatif avec 

Yst=exp(_ls!t I 1-xsjdB~ ~ . . . .  .I~,<t( 1 1--X,/'AB" ~ 

D'autre part si F est un ensemble aldatoire P-prdvisible de ]]0, ~]] et si 1 est 
la fin de F, on d6finit lt(co)=su p {s; s < t  (co, s )eF} .  Le processus Ct= l~1 ,oo~(t) 
est multiplicatif, avec C~t = 1~>= ~ .  
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Le th~oreme de representation s'6nonce alors pratiquement sans modifica- 
tion. Seules les hypotheses off intervient ~ sont supprim6es" on remarquera que 
dans notre construction on a P { ~ = m } = - l .  I1 nous faut donc simplement 
convenir que Xo~ =0. 

(32) Th~or~me. Soit (Xt)0_<t<oo une surmartingale positive continue d droite 
born& par 1. (Yt) est l'unique processus multiplicatif engendrant (X~). 

La d6monstration du th6orSme (16) reste valable dans ce cadre et montre 
que (7~) engendre (Xt). I1 reste /t 6tudier l'unicit6. Soient (CI) ( i=1,2)  deux 
processus multiplicatifs engendrant (X,); plagons nous sur (O, N, P) comme ci 
dessus, et posons, si w=(co, 2 )E~ 

Ci(w) = q,~(o~). 

--i I1 n'est pas difficile de voir que C tes t  un processus multiplicatif au sens de 
(6). Soit z une variable aleatoire 17*-mesurable born6e sur ~;  le processus (~ )  
d6fini par ~et(co)=z(co, t) est alors P-pr6visible, et l'on peut 6crire 

L 0 J L 0 J 

Les processus C~ et ~2 ont donc m6me projection duale pr6visible sur ~;  ils 
sont P-indistinguables d'apres (20); il en r6sulte que C ~ et C 2 sont P- 
indistinguables. 

7. D6composition multiplicative d'une sous martingale positive 

Revenons A la situation du w la filtration est induite par une famille 
d'op6rateurs de meurtre. Les techniques du paragraphe prec6dent montrent que 
le th6oreme qui suit est vrai sous les conditions habituelles (avec ~ = oQ). 

On se donne une sous martingale (Yt)o_<t_< co, positive, constante apres ~, telle 
que E[Yo~] < or. (Si l'on dispose d'une sous martingale habituelle (Yt)o=<t< ~ on 
peut 6videmment completer le processus ~t l'infini par n'importe quelle variable 
al6atoire int6grable sup6rieure ou 6gale ~t lim Y~.) On pose 

t ~ o o  

S=inf{ t ;  t > 0  Y~=0} Ainf{t; t > 0  Y,- =0}. 

et l'on introduit l'ensemble al6atoire previsible 

z - -  Eo, s:~ - {(~, t ) l t>0  ~_ =0} .  

S n'est pas un intervalle stochastique: la coupe de Z en ~ est 6gale ~t [0, S(o)] si 
Ys_(O9)>O, et h [0, S(~)[ si Ys (m)=O. On a l e  th6oreme suivant qui donne une 
nouvelle demonstration d'un theoreme de Meyer et Yoeurp [7] et le complete. 

dB:~ (1 AB,~ 
(33) Th~or&me. Posons # , = e x p ( - l ~ t l  , ,  /o<~s_< t - ~ - /  off 
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* (Bt) est le processus croissant pr~visible tel que (Yt-Bt)o<_t<=~ est une 
martingale 

* ~ est la projection P-prOvisible de (Yt) (#t) possOde les propri~t~s suivantes: 

(i) (/~t) est positif ddcroissant; #o=1 ;  #t=kt~ si t>~.  
(ii) (#t) est prOvisible. 

(iii) (#t) est strictement positif sur Z, continu ~ droite sur [[_0, S[[_. 

(iv) (#t Yt)o_<~_<~ est une martingale continue ~ droite. 

Tout autre processus v~rifiant (i), (ii), (iii), (iv) est indistinguable de (#t) sur X. 
I1 existe un processus (mr) et un seul v~rifiant (i), (ii), (iii), (iv) et la propri&O. 
(~) (rot) est nul sur X c. 

D4monstration. I1 n'y a pas de difficult6s ~t montrer que (#~) satisfait (i), (ii), (iii). 
Montrons maintenant (iv), et 6tudions d'abord le cas particulier suivant: 

(34) On suppose que (Yt) est comprise entre 0 et 1 et v6rifie Yt=l si t>~.  La 
surmartingale (Xt)= 1 -  (Y~) satisfait aux hypoth6ses du w 6, et l'on a, si (Tt) est le 
processus multiplicatif engendrant (X~) 

7o=yoolctx~/t= , 

Projetons cette 6galit6 sur la tribu optionnelle, il vient E(7o lit] =#t Y~, ce qui 

montre le r6sultat. Pour dtudier le cas g6n6ral, on pose P ' =  Yoo P, Y t ' - Y ~  
E ( L  IF3 

=~Y~ (avec la convention % =  1) de sorte que (Y/) est une P'-sous-martingale 
M~ 

satisfaisant fi (34). On pose alors 

# ; = e x p ( - l ~ )  [J~< (1 -AB's~ 

off (B~) et (~') ont les significations de (33) quand P est remplac6 par P' et (Y~) 
par (Yt'). On sait que #iYt' est une U-martingale; (#'tYt) est donc une P- 
martingale. D'autre part, on montre facilement que les deux 6galit6s suivantes 
ont lieu ~t une P-indistinguabilit6 pr6s 

t 

B,=SM, dBs 
0 

I1 en r6sulte que (#t) et (#'t) sont P-indistinguables. Montrons maintenant 
l'existence d'un processus satisfaisant fi ()). Cela r6sultera de la remarque facile 
suivante, que nous isolerons sous forme de lemme car nous en aurons encore 
besoin par la suite. 

(35) Lemme. Si (mr) v~rifie les conditions (i) c~ (iv), il en est de mime du processus 
~ = m  t l~(t); de plus mt Yt=r~t Yt. 

I1 suffit 6videmment de montrer la derni6re assertion pour la propri6t6 (iv); 
d6signons par (~ )  la martingale (m~Y~) et par (~ )  le processus r~,Y~; on a S 
=inf{t ;  ~ ou ~t-  =0}; comme (~t) est une martingale positive, elle est, d'apr6s 
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un r6sultat classique, constamment nulle apr6s S. On remarque alors que (~e) 
est, lui aussi, nul apr6s S (y compris en S), de sorte que ( ~ )  et (~ )  sont 
indistinguables. 

I1 nous reste fi montrer l'unicit6 d'un processus v6rifiant les conditions (i)/~ 
(~). Nous 6tudierons d'abord, 1~ encore, un cas particulier: Supposons que (Yt) 
satisfasse ~t (34) et qu' il existe un processus (m,) strictement positif cont inu/ t  

droite pr6visible tel que (mt Yt)o~tz ~ soit une martingale. Posons C t - m ~ - m ~  ," 
m t m t 

C t est un processus multiplicatif et l'on a 

E(1 - C~I Ft)= 1 _ 1  g (m~  IF,)= 1 - Y, 
m t 

(Ct) engendre (Xt) = 1 - Y~; il est donc indistinguable de (y); il en r6sulte que 
(mr) et (#t) sont indistinguables. 

Affaiblissons un peu les hypotheses' on suppose toujours (mr) strictement 
positif, et cont inu/ t  droite mais on ne suppose plus rien sur (Y~). Le processus 
m t Y/ est une P-martingale. D'apr~s le r6sultat pr6c6dent (mr) et (#t) sont P'- 
indistinguables. Revenant ~t P, on a l e  r6sultat partiel suivant: 

(36) (rot) est P-indistinguable de (/~t) sur l'6v~nement (Y~ >0}. 

Passons au cas g6n6ral; soient (ml) ( i= 1, 2) deux processus satisfaisant aux 
conditions (i) ~t (% Effectuons une partition de VS]] en introduisant les deux 
temps d'arrat S' et S" v6rifiant 

{s'<oo*}=(Ys-=0}, {s"<oo*}={rs->0}, ~s]I=~S'll+Vs"?I. 

On a [S'~ =1[0, S ] ] - Z ,  de sorte que S' est pr4visible; soit (T,) une suite de 
r i, n __ i temps d'arr~t annon~ant S , S ~ = S A T ~ = S " A T  n. On pose m t - m  t^s . ,  i1/, 

> 0 p a r  = Yt~s~. Les processus (ml '") sont strictement positifs (rappelons que ms,, 
hypoth~se) et continus /t droite. On peut donc appliquer (36). I1 en r6sulte que 
l'ensemble al6atoire {(co, t); ml(co)=~m2(co)} est contenu dans l'ensemble al6atoire 
N =  {(co, t)lS"(co)< oQ+; 0 <  t < S'(co)}. 

Posons alors r = s u p  {t; Yt ou Y~_ =0};  Nes t  /t gauche de z. Appliquant alors 
le lemme qui suit, on volt que N est inclus dans {(co, t) lt > 0 Yt (co)= 0}; mais sur 
cet ensemble on a par hypoth~se (m~)=(m[)=0; N est donc ~vanescent. 

La fin de la d6monstration repose sur le lemme suivant" 

(37) Lemme. On pose z=sup{ t ;  Yt ou Yt- =0} et H={(co, t ) l t>O Yt_(co)=0}. H 
est le plus grand ensemble P-prdvisible situd a gauche de z. 

Ddmonstration. Ce r6sultat est d6j~t connu (c'est la proposition (14).a))quand (Yt) 
satisfait ~t (34). Pour 6tudier le cas g6n~ral, on relativise. Soit T un temps d'arr6t 
pr6visible dont le graphe est ~t gauche de z et darts H~; on a 

O=P' {T  < o~+ } = E [ Y ~ ;  r < o~+ ] - ~ E [ M r _ ;  T <  o~+]. 

Or on a M T- > Y r - > 0  sur {T<oe+};  il en r6sulte que P { T < o o + } = 0 ;  on 
conclut it l'aide du th~or~me de section pr6visible. (L'hypoth~se ~(Yt) est born~e 
dans L ~ ~ est essentielle pour la validit6 de ce lemme.) 
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Si (Y~) est nul ~t l'origine, le th6or6me (33) n'est pas, /t premi&e vue d'un 
int6r6t fulgurant. On a mr=0 pour tout t > 0  et la d6composition (Z~)=(m~Y~) 
devient 

(38) 0=0 .  

Cependant, on peut obtenir des r6sultats int6ressants en effectuant la 
d6composition multiplicative des sous martingales (Y~+h)t>o par rapport /t la 
famille de tribus (F~+h). Au paragraphe suivant, en prenant comme sous martin- 
gale le module d'une martingale continue, on obtiendra sur le temps local d'une 
martingale, des r6sultats qui, sans 8tre tr6s difficiles, ne sont pas aussi triviaux 
que (38). Mais tout d'abord, on a l e  r6sultat suivant, qui donne une autre 
caract6risation du processus multiplicatif engendrant une surmartingale. 
Revenons aux notations du w 5. 

(39) Th6or~me. Soient (X~) une surmartingale satisfaisant aux hypotheses du w 5 
et (Yt)= 1 -  (Xt). Si ( Ct) est un processus multipIicatif tel que 

V h ~ 0  (ChOkt+h Ytt+h)O<_t<_oo 

est une martingale par rapport dl la filtration (Fr+h)o<t<~o. 
Alors ( Ct) et (7t) sont indistinguables. 

Ddmonstration. On pose z =sup {t; Yt ou Y~_ =0}, C t = C; 1~, ~o~(t), ~-~ =Tt 1~, ~o~(t); 
on sait d6j/t que (G) est indistinguable de (?t). Nous allons montrer que (Ct) et 
(Cr) sont aussi indistinguables, puis qu'il en est de marne de (C~) et (Tt). 

h Posons pour cela m~h _ Ch o k t + h, mt-h=C h o kt+h, # =7hOkt+h, ~ = 7 h  o k~+h. On 
a N ~ =m ~ 1,(t); il r6sulte alors du lemme (35) que (tri o Yt)=(m ~ Yt). Faisons t =  oo 
dans cette 4galit6; il vient Co= C o p.s. On fait le m6me raisonnement translat6 
de h et on trouva que C h = C  h p.s.; par continuit6 ~ droite (C,) et (Ct) sont 
indistinguables. Terminons alors la d6monstration: (rfi~) et (~)~, satisfaisant /t 
((33).V), ils sont donc indistinguables. Faisons, 1~ encore, t = oo; (Ch) et (Yh) sont 
indistinguables. 

Si (Yt) est seulement born6e dans L 1, il faut relativiser et le th6or6me devient 
un peu moins agr6able ~ 6noncer; on a l e  r6sultat suivant qui deviendra plus 
parlant dans le cas du temps local. 

(40) Corollaire. Soit (Y~)o <=t<= co une sous martingale satisfaisant aux hypotheses du 
w 7. Si (Ct) est un processus multipIicatif tel que 

Vh>=O (Chokt+hYt+h)O<=t<=~ o 

est une martingale par rapport dt la filtration (Ft+h). 
Alors (Bt) est la projection duale prdvisible du processus croissant (Y~ �9 Ct). 

D~monstration. (Chokt+ h Yt+h)O<_t<_~ est une P'-martingale; d'apr6s le thhorhme 
prhchdent (Ct) engendre (X'~)=I-Y/relat ivement ~ P'. On peut donc 6crire, 
quelque soit le processus prhvisible (Zt) 

E' f ZsdC~ =E'  Z~dB; = E  f Z~dBs �9 
L 0 ~ L 0 J 
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Ce qui s'6crit encore 

; c'est le r6sultat annonc6. 

8. Application a l'~tude du temps local 

Revenons aux conditions habituelles. 
Soit (Mt)0_<t~ ~ une martingale continue uniform6ment  int6grable; on pro- 

longe la d6finition de (M~) ~t l'infini en posant  M o o = l i m M t ;  Nous  allons 

appliquer les r6sultats pr6c6dents/ t  la sous martingale (Y0 = (IMtJ)-On sait que le 
processus croissant pr6visible associ6 h (Y~) s'appelle le temps local en 0 de (Mr); 
nous le noterons  (L~). 

Posons z = sup{t ;  t>O  M t = O  }, D h = inf{t;  t>=h M~=O}, et consid6rons le 
processus multiplicatif  Ct= 1~, ~l(t); on lui associe (C~,t) comme en (31) et l 'on a 

Ch,t+h = l~h,D~( t + h). 

I1 est alors facile de voir que 

h (z,)=(c~.+~. ~+~)o~_t~_~ 
h est une martingale par  rappor t  fi la filtration (F,+h): en effet on a Z~- 11h,D~(t 

+h)  IMt+hl; on utilise alors le fait que (Mr) ne change pas de signe sur [[h, Dh[[. 
Appliquons maintenant  le corollaire (40): on obtient  le rdsultat suivant: 

(41) Th~or+me. (Lt) est Ia projection duale pr~visible du processus croisant 
IM~I 1~, ~(t). 

L'int6rSt de ce th6or6me est d'6tablir un lien entre la not ion de temps local 
d 'une mart ingale continue, et la not ion de temps local d 'un processus de 
Markov:  Si (Xt) est un bon processus de Markov  transient, et si a est un point  
r6gulier pour  lui m6me, le temps local en a est en effet la project ion duale 
pr6visible de l~o,~(t)  off a = s u p  {t; x~=a}. Le reste de ce paragraphe  est une 
parenth6se dans cet article: il est consacr6 ~ exposer quelques cons6quences 
faciles et amusantes du th6or6me (41). 

Posons v~=sup{s;O<s<t M s = 0  } , et soit (Z~) un processus pr6visible 
born6; on a d'apr6s (41): 

E [i ZtdLt] =E[IM ~IZ~]. 

Appliquons ce r6sul tat / l  la martingale (Mr) arrSt6e en T; il vient 

T E[SZsdLs]:EUM IZJ. 
L 0 .1 

t 

Consid6rons alors le processus N t = S Zs dL  s -  I M tl Z~; il v6rifie E [Nr]  = 0 
0 

quel que soit le temps d'arr~t T; c'est donc une martingale. 
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Nous allons 6noncer ce r6sultat dans un cas particulier: on pose Zt=f ' (Lt)  
off f est une fonction de classe C 1 born6e ainsi que sa premi6re d6riv6e: on a la 
proposition: 

(42) Proposition. N t = f ( L t ) -  [ M t I f'(L~) est une martingale. 

Si on ne suppose pas f et f '  born6es N tes t  une martingale locale qui est une 
vraie martingale si (Mr) et (L) sont born6s. Pla9ons nous dans ce cas est 
appliquons (42) ~ f ( x )=  xP(p > 1); on voit que 

LP-p  [Mtl LPt -~ est une martingale; on a donc 

E[LPt] =pE[IMt[L~-I]<-_P Ilg, ll~ l llMtllp, 

d'ofi l 'on tire l'in6galit6 suivante 

llgtHp<p I]Mtllp. 

On peut lever les restrictions sur (Lt) et (Mr) par localisation et l 'on a ainsi 
montrd. 

(43) Proposition. Soit (Mr) une martingale continue, (Lt) son temps local en O; on 
a l'in~galitd llLtllp<p IlMtllp. 

Voici une autre cons6quence de (41): 
Soit f une fonction de classe C2; f (Mt) est une semi-martingale. Appelons 

(At) le processus pr6visible ~t variation finie intervenant dans la d6composition 
de cette semi-martingale. Nous allons montrer  que (At) est la projection duale 
prdvisible d'un processus dont chaque trajectoire peut se ddduire simplement de 
la trajectoire correspondante de (Mr). Posons: 

I t = sup M s Jt = inf M s. 
s ~ t  s > t  

I t et Jt sont monotones et tendent quand t ~  vers Moo; on associe ~ (It) et 
(Jr) les deux processus croissants nuls/~ l'origine 

c~t=(Io-M~) 2 - ( I t - M ~ )  2 f i t=(Jo-M~)2 -(J~ -Moo) 2 

et on a l e  r6sultat suivant: 

(44) Th6or+me. A tes t  la projection duale prdvisible du processus croissant (K~) 
dOfini par 

1 tt 
d K t = ~ ( f  (It)d~t+f"(Jt)dfit). 

En particulier (M, M)t  est la projection duaIe prOvisible du processus �89 + fit) 

DOmonstration. On suppose dans un premier temps f ~ support compact  et on 
appelle (L~) le temps local en a de (Mr) (i.e. le temps local en 0 de (M t -  a)). On a 
d'apr~s (41), si z~=sup{t ; t>OMt=a}:  

[i ] E Z, dg~ =E[IM~-a lZ~o] .  
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Int6grons cette 6galit6 sur 1R par rapport / t  la mesure f " (a)da;  il vient 

2E Z, dA t =E " (a) (a-M~)Z~~ 
k 0 A 

co 

Consid6rons la premi6re int6grale du membre de droite; puisque 
(I t > a)*~ (ra> t), elle peut s'6crire par changement de variable: 

- E  [ ~f''(It)(It-M~ =�89 [!  ff '(It)d~t] . 

En transformant de la mSme fagon la seconde intdgrale, on obtient le 
r6sultat. Si f n'est pas ~ support compact, on se d6brouille. 

Une derni6re remarque: il r6sulte de (44) que: 

E [ f ( M ~ )  - f ( M o ) ]  = E [(K~ - Ko) ]. 

En appliquant ce r6sultat ~t la martingale M r arr6t6e en T, on trouve que, 
quelque soit le temps d'arr6t: 

E [ f (S r )  +f(ST)--f'(ST)(S T -  MT) +f'(sT)(M T -  ST)] = 0 

Off l'on a pos6 S t = sup M s s t = infMs; en choisissant astucieusement f on trouve 
s<=t s<_t 

que, s6par6ment, on a 

E [f(Sr)  + (M r -  Sr)f ' (Sr)] = 0 

E [f(ST) + (M r - ST) f '  (st) ] = 0. 

On a donc le r6sultat suivant: 

(45) Proposition. f ( S t ) + ( M , - S t ) i f  (St) est une martingale locale si est de classe 
C 1" 

Ce r6sultat ainsi que les pr6c6dents peuvent ~tre d6duits simplement de la 
formule d'Ito (cf. [-4]); on peut m6me donner la forme explicite des martingales 
locales qui interviennent dans ces r6sultats. 

9. Repr6sentation de mesures 

Peut-on se servir des thdor6mes (16) et (20) pour obtenir une repr6sentation de 
mesures? La r6ponse est simple, il suffit de remplacer les surmartingales par leur 
mesure de sortie. Voici comment on peut 6noncer ces th6or6mes sans parler 
explicitement de surmartingales: 

(46) Th6or6me. Soit Q une probabilit~ sur ((2,F*) vdrifiant Q T<~} <P{T<~.} 



Representation multiplicative d'une surmartingale born6e 209 

quelque soit le temps d'arrdt T, II existe un processus multiplicatif unique (Tt) tel 
que 

~ zd(2=E [i z~ ] 
s 

quelque soit z F*-mesurable born&. On peut donner l'expression de (Tt)," on a 

o dB~s \ 
7r = exp ( -  3r!r  r <~1-l__<r ( 1 - 1  dBs~-~rJ 

off (Bt) est le processus croissant pr&isible tel que 

 fzok, dB,=Sza0 
0 

et off (Xt) est la projection pr&isible de (Boo-B,).  

D~monstration. On applique (16) et (20) gtla surmartingale engendr6e par (Bt). 

Voyons maintenant ce que donne ce th6oreme dans le langage des 
op6rateurs de translation; on se donne, au lieu d'une famille d'op6rateurs de 
meurtre, une famille (0r)o_<r< ~o et une variable al~atoire ~ f inie v6rifiant 

0so0r=0s+ , ~o0~=(~- t )  +. 

La famille (Ot)=(0(r constitue une famille d'op6rateurs de meurtre (cf. 
[1]), et l'on est dans la situation du w Mais on sait aussi qu'il est plus agr6able 
de raisonner alors sur les <<retourn6s ~t ~>> des objets de la th6orie g6n6rale des 
processus" par exemple le retourn~ d'un temps d'arret devient un temps de 
retour, un processus pr6visible devient un processus homog6ne, un processus 
croissant pr6visible continu ~t droite devient une fonctionnelle additive continue 
~t gauche. Regardons maintenant ce que devient le retourn6 d'un processus 
multiplicatif. 

(47) Proposition et D6finition. On dira qu'un processus (Nt)o<t< - o~ compris entre 0 
et 1 constant apr~s ~ est une fonctionnelle multiplicative si 

Nt+s=N t x N~ o 0 r quelque soient s e t  t. 

AIors, (Cr) est un processus multiplieatif continu d droite relativement d la famille 
(Or) si et seulement si le processus (Nt)=(C(;_t)+ ) est une fonctionnelle multiplicati- 
ve continue d gauche relativement d (0,). 

La version <<op6rateurs de translations> du thhor6me (46) s'6nonce alors ainsi: 

(48) Th6or&me. Soit Q une probabilitO sur f2 v~rifiant Q { r > 0 - } < P { z > 0 - }  
quelque soit le temps de retour z. 

II existe une fonctionnelle muItiplicative (iV,) continue d gauche et une seule 
v~rifiant 

 zdQ-  IiZO0sd  ] 
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De plus, on a 

. dB~ \ ~ [1 A B e \  ( = xp o Lt 
oit (Bt) est la fonctionnelle additive continue d gauche v~refiant 

 [izo0   ] 
et off (~) d~signe la projection copr~visible de (Bt) (i.e. le processus homogOne 
vdrifiant 

E [ ~ ; z > 0 ] = E [ B , ; r > 0 ]  

quelque soit le temps de retour coprdvisible z). 

Venons en au probl6me de Rost et Skorohod pour un processus de Markov. 
Soit (~2, F ,  P~, Xt) la r6alisation canonique d'un processus fortement markovien 
d'espace d'6tats E. On se donne deux lois initiales m et # sur E telles que 
~fdt~ <-_ ~ f d m  quel que soit la fonction excessive f ;  on suppose que le processus 
E E 

est r6alisable sur l'espace f2 des trajectoires fi durde de vie finie. 
Les considdrations qui pr6c6dent vont permettre de d6montrer simplement le 

th6or6me de [3] dont la d6monstration n'6tait compr6hensible que pour les 
intimes. 

(49) Th~or~me. II existe une fonctionnelle multiplicative adapt~e continue d 
gauche (Nit) et une seule v~rifiant 

[i ] (50) ~f  d#= -Em f ( x s ) d M  S queIque soit f bor~lienne born~e 
E 

D~monstration. a) Existence: Puisque la fonction x ~ P ~ [ z > 0 - ]  est excessive si 
est un temps de retour, on a P~ {~ >0-}  <Pro {z >0-} .  Appelons (B;) la fonction- 
nelle additive continue ~ gauche v6rifiant 

[?( ] Sf d#=em xs)dB  
E 

quelque soit f bor61ienne. On a alors 

On peut donc appliquer le th6or6me (48) & P = P~,, Q = Q,; il reste/~ voir ce que 
devient ~; D'apr6s [1] il existe une fonction presque bor6lienne h telle que 
(h(x)) soit la projection copr6visible pour P~ de (B~). On pose donc 
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et l ' on  a, d ' aprSs  (48) 

(51) E~(z)= -Em [i zoOsdMs] . 

La  r e l a t i o n  (50) s ' o b t i e n t  a lors  en p r e n a n t  

v a r i a b l e  a l6a to i re  f(Xo). 
b) Unicitd: Si (Me) et (M 2) v6rifient (50), 

m e s u r a b l e  bornde ,  on  a 

off q ) ( x ) = E  x [ z ] ;  l 'unic i t6  r~sulte  a lors  d i r e c t e m e n t  de  (48). 
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p o u r  va r i ab l e  a l6a to i re  z la 

et si z e s t  une  f o n c t i o n  F ~ 
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