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Die Mittelwertfunktionen schwach station~irer Zufallsprozesse* 
Von 

FRIEDHELM ]~ICKER 

1. Einleitung und Zusammenfassung 

Es werden komplexwertige, schwach station~re Zufallsprozesse {x(t)}, t ~ T, 
betrachtet,  deren Parameterbereich T die reetle Achse R 1 oder der Ring F der 
ganzen Zahlen ist. Die Kovarianzfunktionen E (x (s) x (t)) ~ R (s --  t), s, t ~ T ,  
werden im Fall T ~ R 1 als stetig vorausgesetzt (ein Querstrich bezeichnet das 
konjugiert Komplexe der fiberstrichenen Zahl). Es wird n ich t  gefordert, daft die 
Mittelwertfunktionen ~(t)----E(x(t))  konstant  sind. Wie vielfach fiblich, ver- 
stehen wir unter  der e igen t l i chen  K o v a r i a n z  eines Prozesses die Funktion 

(1) r ( s ,  t) = cov(x(s), x ( t ) )  = R ( s  - -  t) - -  $(s)~(t), s,  t e T .  

Mit Mr(s ,  t) sei die Klasse derjenigen Mittelwertfunktionen ~ (t) bezeichnet, die 
mit  einer gegebenen eigentlichen Kovarianz r (s, t) vertr~glich sind. Die Funk- 
tionen r ( s ,  t) und ~(t) heiGen m i t e i n a n d e r  ver trdgl ich,  wenn es einen schwach 
station~ren ProzeB mit  der eigentlichen Kovarianz r (s, t) und der Mittelwertfunk- 
tion ~ (t) gibt. 

In  der vorliegenden Arbeit werden die Klassen Mr(s ,  t) in Abh~ngigkeit yon 
r (s, t) analysiert. Die Gesamtheiten der eigentlichen Kovarianzen und der Mittel- 
wertfunktionen werden in der Weise in einander eineindeutig zugeordnete ~qui- 
valenzk]assen zerlegt, dal~ die eigentlichen Kovarianzen einer gegebenen Klasse 
nur mit  den Mittelwertfunktionen der zugeordneten Klasse vertr~glich sind und 
umgekehrt.  Die Klassen sind durch einfache analytische Eigenschaften ihrer Ele- 
mente gekennzeichnet. Die Mittelwer~funktionen aller reel len Prozesse mit  einer 
vorgegebenen eigentlichen Kovarianz,  die nicht nut  yon der Differenz der Argu- 
mente abhKngt, unterscheiden sich h6chstens durch das Vorzeichen, d. h. es sind 
dies genau die trivialerweise m6glichen Funktionen. Eine mSgliche Anwendung der 
Ergebnisse auf  die Regressionstheorie wird in Abschnitt  3 besprochen. 

Die Zuordnung der ~quivalenzklassen l~Gt sich als Abbfldung der Mittelwert- 
funktionen ~ (t) auf  Mengen yon eigentlichen Kovarianzen r (s, t) (n~mlich auf  ge- 
wisse ~quivalenzklassen) und vermSge (1) auch auf Mengen yon Kovarianzen 
R (s - -  t) auffassen. Eine Abbildung, die als hierzu invers angesehen werden kann, 
ordnet jeder Kovarianz R (s - -  t) die Menge der damit  vertr~glichen Mittelwert- 

Die vorliegende Arbeit ist teilweise in dem Berieht des Verf. , ,A note on linear regressions 
with weakly stationary errors having unknown means" enthalten, welcher unter F6rderung 
durch die National Science Foundation 1961 an der Stanford University, Kalifornien (GRANT 
DA ARO (D) 31--124--G 91), als Technical Report No. 10 der Applied Mathematics and 
Statistics Laboratories geschrieben wurde. Reproduction is permitted for any purpose of the 
US Goverment. 
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funktionen zu. Diese inverse Abbfldung ist yon BALAKRIStINAN [1] und in all- 
gemeinerer Form yon YLVISAKEtr [6] untersucht worden. Nach YLVISAKER ist die 
Gesamtheit der mit einem nicht notwendig station/iren Kovarianzkern R(s ,  t) 
vertr/iglichen Mittelwertfunktionen ~(t) durch I[ ~ ][ < 1 gegeben, wobei iI ~ II die 
Norm yon $ (t) in der Metrik des durch R (s, t) als reproduzierendem Kern erzeug- 
ten Hflbertraumes ist. Schreibt man $ (t) mit geeigneten Folgen yon Konstanten a 1 
und tj in der Form 

oo 

(t) = ~ a I R (t, ti), 
j= l  

so folgt, dai~ $ (t) genau dann eine mit R (8, t) vertr~gliehe Mittelwertfunktion ist, 
w e n n  

~ (t~ R(t~,  tr < 1. 
],k 

2. Die mit mindestens zwei linear unabh~ingigen Mittelwertfunktionen 
vertr~iglichen eigentliehen Kovarianzen 

Zwei Funktionen ~(t), ~*(t), t@ T, heil~en linear unabhiingig, wenn c~(t) 
~- c*~* (t) . 0 ffir mindestens einen ganzzahligen t-Wert im Falle T ~ 1" bzw. 
auf einer t-Menge yon positivem L-MaI~ (Lebesguemal3) im Falle T ~ R 1 grit, 
wobei die Konstanten c und c* mit ]c] 2 -~ [c*] 2 ~ 0  beliebig gew/~hlt werden 
kSnnen. Wir bezeiehnen mit G die Gesamtheit aller eigentlichen Kovarianzfunk- 
tionen zu schwach station/iren Zufallsprozessen und mit St(s, t), r (s, t )E G, die 
Gesamtheit aller schwach station/iren Prozesse m i t d e r  eigentlichen Kovarianz 
r (s, t). Dann gilt 

Satz 1. Es sei r(s, t) ~ G und b eine lcomplexe Zahl :~ 0; ~1, ~ (  ~= q~l) seien reeU. 
I m  Fall T ~ 1" gelte 0 ~ ~1 ~ 9;2 ~ 27~. Die/olgenden Aussagen sind dann 5qui- 
valent : 

(i) Es gibt mindestens zwei Zu/allsprozesse in Sr(s,t) mit  linear unabhiingigen 
Mitlelwert/un/ctionen. 

(ii) Es  gibt Zahlen b, q~l, q~2 derart, daft r(s, t) die Summe  einer nur von s - -  t 
abhiingigen Fun/ction und yon 

(2) be i(v,s-r -~ be i(~2s-~,t) 

ist. 

(hi) Es gibt Zahlen b, ~1, qJ~, derart, daft die Menge Mr(s, t) der mit  r (s, t) ver. 
tr~iglichen Mittelwert/unlctionen gleich der Schar 

(3) ~(t) = ee i~lt - b ei~ t 
G 

c beliebig/complex . O, ist. 
b, ~1, ~vz sind identisch in (ii) und (hi). Die ~quivalenz der Aussagen bedeutet, 

dal3 aus jeder Aussage die beiden fibrigen folgen. -- Der Beweis ist in Abschnitt 4 
wiedergegeben. 

Auf3er den oben durch (ii) und (hi) gegebenen Charakterisierungen der in (i) 
beschriebenen Klassen St(s, t) gelten noch die im folgenden Satz enthaltenen 
/~quiva]enten Kennzeichnungen. 

4* 
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Satz 2. Es sei r (s, t) E Go und die Zahlen b, q~l, ~2 mSgen die in Satz I angegebenen 
Bedingungen er/i~llen; al und a2 seien positive Zahlen mit  der Eigenscha]t 

(4) al a2 >= I b ]2. 

Die /olgenden Aussagen (iv)--(vi) sind dann untereinander und mit  den Aus-  
sagen (i)--(iii) des Satzes 1 iiquivalent: 

(iv) Die Menge St(s, t) besteht aus den Zu/allsprozessen 

(5) x(t) = ei~'tzl + ei~tz2,  t e  T ,  

in welchen zt und z2 zwei beliebige orthogonale Zu/allsver~nderliche sind mit  

(6) E(z l )  = el ,  E ( I z l l  2) = al + Icl] ~, el beliebig # 0, 

und 

(7) E ( z e )  = ca ,  E(Iz2] e) = a 2  + fc2] 2, ~2 = - b/c1. 

(v) Die Spektralverteilungs]un]ctionen F (~) (siehe Abschnitt 4) der Prozesse aus 
Sr(s, t) bilden eine einparametrige Schar reiner Sprung/unktionen mit  Spri~ngen von 
der H6he al ~- [ cl [ 2 ung a2 + ] c2 [ 2 an den zwei Stellen $1 = ~1/2 und ~2 = q~2/2, 
cl beliebig . O. 

(vi) Die eigentliche Kovarianz/unktion r (s, t) ist yon der Gestalt 

(8) r(s, t) = al ei~l(s-O -~ a2e i~(s-t)  -~ be i(~ls-~2t) Jr be i(~s-~lt) s, t e T .  

Die Zahlen al  und  a2 sind durch r (s, t) eindeutig best immt.  Die Ungleichung (4) 
und  die Posit ivi t~t  der a~ ist mi t  der posit iven Definitheit  yon r (s, t) e G gleich- 
bedeutend:  sind n~mlich tl ~ te < ".. < tn irgendwelche Zahlen aus T und gl ,  
�9 .. , ~n beliebige komplexe Zahlen, so gilt mit  (8) und  der Abkiirzung 

Z~ = i eiCktj ~j , l~ = 1, 2, 
i=1 

die Beziehung 

i ~ j ( t ~ r ( t i ,  t k ) -  al ~121  ~- a2~Y'2Z2 ~- 5212--2 -~ bZ122 ~ 0 
] , k = l  

Beweis. 1. (i) ist hinreiehend fiir (iv) bis (vi): unter  Verwendung der Bezeieh- 
nungen des Beweises -con Satz 1 (siehe Absehnit t  4) sei 

x(t) = ~l(t) + x~(t) = ~ e ~ " ~ { y r  + )  - y(l~-)} + j'e~"dy(r 
k ~ 1 Z" 

die Aufspaltung eines beliebigen Prozesses {x (t)} e St(s, t) mit  der Spektralvertei-  
lungsfunktion F ($) in zwei orthogonale Komponen ten  : {xl (t)} entspreehe der in 
F ($) enthal tenen Sprungfunktion,  deren Sprungstellen 11, 12 . . . .  seien, und  {x2 (t)} 
entspreehe dem stetigen Antefl yon  F ($). Z' besteht  aus der Menge Z aul~er den 
Punk ten  11, l~, . . . .  Ffir die Erwar tungswer te  gilt naeh (Hi) von Satz 1 

oo 
(9) ~(t) = ~ e e ~ t E { y ( l ~ - ~ )  - -  Y(/k--)} -~ fe'2~i~td~($) ~- c~ eir ~- cu e*r 

k ~ 1 Z" 
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Nach Absehni t t  1 des Beweises yon Satz 1 ist ~'(~) = 0 auf  Z',  so daI3 das In te -  
gral verschwindet .  Daher  ha t  2" (~) genau zwei Sprungstelien, die mi t  $~ und $~ 
bezeiehnet  seien (~1----~1/2, ~2----9~2/2). Setzt  m a n  zk = y ( ~ k - ~ ) -  y ( ~ - - ) ,  
k ~ l~ 2, so gilt wegen der Orthogonal i t~t  der Zuw~chse des Prozesses {y(~)} 
E(ZlS~) = O. Aus (9) folgen welter die ersten Gleiehungen in (6) und (7). Wegen 

R ( ,  - -  t) = E ( = ( 8 )  x ( t ) )  = ~([  ~ l ~) e '~,('-') + E(] z2 ]~) ~ ' ( ' - ' )  

und wegen (20) gelten schliei~lieh die Gleichung (8) und  die zweiten Gleichungen 
in (6), (7). D a m i t  sind die Aussagen ( iv)--(vi)  aus (i) gewonnen. 

2. Die /qo twendigke i t  yon (i) und  die J~quivalenz yon (iv), (v) und  (vi) kann  
m a n  folgendermafien zeigen: aus (v) folgt fiir zwei versehiedene Funkt ionen  
F (~) und  2'* (~) der Sehar auf  Grund yon Abschni t t  2 und  3 des Beweises yon 
Satz 1 die Aussage (i). Daraus  folgt (iv), wie oben gezeigt. Aus der Spektral-  
darstel lung schwach stat ion~rer Prozesse folgt unmi t t e lba r  die J~quivalenz yon 
(iv) mi t  (v). Nach (1) folgt aus (iv) schliel31ieh (vi) und  daraus  nacheinander  (ii), 
(i) und  (iv). 

3. Die Definition der Aquivalenzklassen und ihre hbbildung aufeinander 

Die beiden vors tehenden S~tze er lauben eine Zerlegung der Gesamthei t  G der 
eigentlichen Kovar ianzen  a n d  der Gesamthei t  der Mit te lwert funkt ionen yon 
schwach stat ion~ren Prozessen (,.JMr(s, t) in einander eineindeutig zugeordnete 

~'(s,t)eG 
J~quivalenzklassen. Zu diesem Zweck definieren wir f/ir r (s, t) e G: 

]Co: die Klasse aller r (s, t), die nur  von s - -  t abh/ingen; 

k (b, ~1, ~2) : ffir die in Satz 1 definierten Tripel  b, q91, ~02 die Klasse aller r (s, t) 
yon der Gestal t  (8) mi t  var iab lem a l  ) 0, a2 > 0, so da~ al  ae ~ I b ] 2 ; 

k ( r ( s ,  t)}: fiir r(s, t ) ~  ko, ~ J / c ( b ,  q01, q02) die Klasse mi t  der Eigenschaft ,  
b, r ~% 

dal~ die Differenz je zweier in ihr enthal tener  eigentliehen Kovar ianzen  nur  yon 
s - -  t abh~ngt .  

Aus jeder Klasse kann  m a n  ein beliebiges E lement  als Repr~sen tan ten  heraus- 
greffen. (Man erkennt  jedoch leieht, dal3 die angegebene Klasseneintei lung keine 
Restklassenzerlegung yon G modulo einer Menge yon Funkt ionen  darstellt ,  die nur  
yon s - -  t abhi~ngen.) Die dri t te  der vors tehenden Kategor ien  yon Klassen l ~ t  sieh 
dann  etwas deutl icher schreiben, wenn m a n  eine Indexmenge  B einfiihrt derart ,  
dal3 die Gesamthe i t  der Repr/~sentanten dieser Kategor ie  gleich r~ (s, t), t 5 ~ B ist. 
Die Klassen selbst sind dann  k{r~(s ,  t)}, f i e  B.  

Die Gesamthei t  der Mit te lwert funkt ion wird entsprechend zerlcgt in die 
Klassen 

z0: die Klasse der Funkt ionen  ce i~t, t ~ T ,  in welcher c alle komplexen  und  
alle reellen Zahlen durehli~uft; 

z (b, ~1, q~2): fiir die in Satz 1 definierten Tripel  b, ~1, q~2 die Klasse der Funk-  
t ionen Ce i~lt - -  -b c -1 e i ~ t ,  t ~ T ,  m i t c  :t= 0 beliebig komplex ;  

,~{r~(s, t)},/~ ~ B:  die Klasse der Funkt ionen  e i ~ ( t ) ,  t ~ T, 0 __< ~ ~ 2z~ der- 
art ,  dal~ r~(s, t) ~- ~ ( s ) ~ ( t )  nur  yon s - -  t abh~ngt .  
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Es gilt dann 

Satz 3. Die It- und g-Klassen sind einander eineindeutig zugeordnete ~quivalenz- 
lclassen: es entsprechen 8ich leo und n0,/c(b, ~1, ~2) und ~ (b, 9~i, ~ )  ]i~r jedes erlaubte 
Tripel b, ~1, q~2, ]erner l~{r~(8, t)} und ,~{r~(8, t)} /i~r jede8 fl �9 B.  

Die )[quivalenz von Klassen war in der Einleitung definiert worden. Aus dem 
Satz folgt, dal~ die Mengen Mr(s, t) fiir die eigentliehen Kovarianzen einer bestimm- 
ten/c-Klasse identiseh und der zugeordneten u-Klasse gleich sind. -- Bevor wir 
den Satz beweisen, vermerken wit eine einfache Folgerung. 

Unter den eigentlichen Kovarianzen bzw. den Mittelwertfunktionen lussen sich 
drei Typen (oder Kutegorien) in der folgenden Weise unterscheiden: 

1. die nur yon s --  t abhi~ngigen Funktionen (d. h. die Klasse lc0) ; 

2. (.J k (b, ~1, ~ ) ,  wo b, ~1, ~2 ihre Definitionsbereiche durchluufen; 
b, ~1, r 

3. U~ { r~ ( s , t ) } -~G-  (/Co U U/~(b,~l,~2)). 
fleB b,~,q~ 

Entsprechend fu~t man Fumilien yon n-Klussen zusummen. Aus Satz 3 folgt 
dann unmittelbar dus Korollar: 

Korollar. Unter den eigentlichen Kovarianzen und den Mittelwert/unktionen sind 
die ]olgenden drei Typen einander eineindeutig zugeordnet: 

1. r (8, t) ist genau dann eine nu t  von 8 - -  t abhiingige Funktion,  wenn die Mittel. 
wert]unktion die Gestalt 

~(t)-----ce i~t, t � 9  

hat, wobei c eine komplexe und q~ eine reelle Zahl ist. 
2. r(8, t) -~ a l  e i~(s- t )  ~- a2 e i~(s- t )  -~ b e i(~,s-~t)  -~ $ e i(~s-r 8, t �9 T ,  wobei 

die Zahlen b( ~:O) lcomplex, al ,  as positiv mit ala~ ~ [b] 2, 0 g q~l ~ q~2 ~ 2~  
( T diskret), ~ ~o ( T Icontinuierlich ) 8ind, genau dann, wenn die Mittelwert]unlction 
die Gestalt 

~(t) = ee i~'t - -  b c - l e  i~t 
hat mit  komplexem c ~= O. 

3. r(8, t) ist genau dann nicht yon einem der ersten beiden Typen,  wenn die 
Mittelwert]unktion nicht yon einem der dort beschriebenen Typen ist. 

Bewei8 von Satz 3. 1. Ffir r (s, t) �9 ko h~tngt ~ (8) ~ (t) nur yon 8 -- t ~b. Ffir 
8 = t folgt ] ~ (t) l ---- const, d . h .  ~ (t) = c e t~(t) ] : n i t  einer komplexen Zahl c und 
einer reellen Funktion ~ (t). Ffir ein beliebiges ~ ~ 0 im kontinuierliehen, ~ ---- 1 
im diskreten Fall folgt ferner 

~0( tq-~) - -~( t ) - - - -cons t (mod2g)  ffiralle t � 9  

0hne Besehri~nkung der AUgemeinheit kann duher im diskreten Full ~(t) ---- ~t 
gew~thlt werden mit einem F �9 [0, 2~). Ira kontinuierlichen Full gilt, duI~ ~(t) 
und damit ~ (t) stetig sind; die Stetigkeit yon ~ (t) folgt uus (10) (siehe Absehnitt 4) 
nuch bekunnten S&tzen (vgl. B o c ~ ] ~  [2], p. 81). Es folgt wieder ~ ( t ) =  q~t, 
wobei q~ eine Konstunte ist mit - -oo  ~ ~ ~ oo. Damit ist gezeigt, dal~ zu 
jedem Element aus k0 jedes beliebige Element aus ~0 gehSren kann. Die Um- 
kehrung ist offensichtlich ebenfalls riehtig. 

2. Die Zuordnung yon k (b, ~ ,  F~) und u (b, ~ ,  ~ )  folgt uus der ~quivalenz 
der Aussagen (iii) und (vi) in den Siitzen 1 und 2. 
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3. Wenn  r(s, t) e k{r~(s ,  t)}, fi z B, so kann  Mr(s,t) nach Satz 1 nur  aus Viel- 
fachen c~(t) einer einzigen Funkt ion  ~(t) bestehen, ffir die aul~erdem r(s, t ) J r  

(s) ~-~ nur  yon s - -  t abh/ingt. Da nun aber r (s, t) keine Funkt ion  yon s - -  t 
allein ist, gilt dies aueh ffir $ (s) ~ (t). Daher  mug  [ c t = 1 sein, d . h .  c = e i~, 
q0 e [0, 2~). Offenbar grit diese Bet raehtung ffir jedes r(s, t) ~ k{r~(s,  t)} (/3 fest) 
mit  derselben Funkt ion  ~(t), so dal~ diese mit  ~z(t) bezeichnet werden kann;  
insbesondere h/~ngt r~(s, t) + $~(s)~z( t )  nu t  yon s - -  t a b .  

B e m e r k u n g e n :  1. Aus dem in der Einleitung erw/~hnten Satz yon YLVISA~Z]~I~ 
folgt, dab $~ (t) bei gegebener eigentlieher Kovar ianz r~ (s, t) yon der Gestalt 

~ ( t )  -~ ~ a j r ~ ( t ,  sj) 
j = l  

sein mug.  Die Zahlenfolgen {aj} und {s/} ergeben sich aus dem u 
Satz. 

2. Betrachte t  man  nur  reelle, schwach station~re Zufallsprozesse und sehrs 
die Mengen G und Mr(s, t) entsprechend ein, so werden in den Siitzen 1 und  2 
und  bei der Klasseneinteilung in S~tz 3 geringfiigige Jmderungen notwendig;  
Satz 3 und  das Korollar bleiben dann  wSrtlieh bestehen. 

Ffir beliebiges komplexes b ~: 0 und beliebiges ~0 aus [0, 2x~) (wenn T : F )  
oder aus ( - -c~ ,  q-cr  (wenn T : R 1) ist 

k (b, ~) die Klasse aller r (s, t) yon der Gestalt 

r(s,  t) = a cos ~o(s - -  t) + 2 R e { b e  i~(~+t)} m i t a  ~ 2 I b [ ;  

die Klassen ]co und k (r~ (s, t)} bleiben sinngem~B wie frfiher erhalten. 

go ist die Klasse der kons tanten  Funkt ionen (t kontinuierlieh) bzw. der Funk-  
t ionen ~ (t) ---- c e t (t ---- 0, :k 1, • 2 . . . .  ), worin c reell und s -~ -k 1 oder - -  1 ist. 

~r (b, q0) besteht  aus dem Funkt ionenpaar  • 2 Re ( 7 ~ b  ei~t); b und ~0 liegen in 
den oben angegebenen Bereiehen; 

~{rt~(s , t)}, /3 E B, besteht  aus den zwei eindeutig best immten Funkt ionen  
~ $ z ( t ) ,  ffir die r~(s, t) + ~( s )~ t~( t  ) nur  yon s - -  t abh/~ngt. 

I n  Satz 1 bzw. in Satz 2 ist ~0z -~ --  qh, b =- - -  c~, a~ ~ a2 und z~ ~ ~ zu 
setzen. Zusammenf~ssend ergibt sich, dab die Mittelwertfunktionen zu vorgege- 
bener, nieht  yon s --  t allein abh/ingiger eigentlicher Kovar iunzfunkt ion r (s, t) 
bis auf  das Vorzeiehen eindeutig best immt sind. 

A n w e n d u n g :  Ein ZufallsprozeB (z(t)}, t ~ T ,  erlaube eine lineare Dekompo- 
sition yon der Gestalt  

z (t) = m (t) + x (t), t e T ,  

wo die Fehlerterme x (t) einem schwach station/~ren Prozel] mit  nicht  notwendig 
verschwindender Mittelwertfunktion und die Regressionsfunktion re(t) einem 
linearen, endlich dimensionalen R a u m  U angeh6ren. (Es ist klar, dab eine solche 
Zerlegung mit  schwach station~ren Fehlern nicht  mehr  zu bestehen braueht,  wenn 
E x(t) - 0 verlangt  wird.) Es erhebt sich die Frage, ob die Zerlegung eindeutig ist. 
Offenbar ist dies genau dann der Fall, wenn Mr(s, t) 53 U leer ist, wo r (s, t) - 
coy (z (s), z (t)) ~ cov (x (s), x (t)). I s t  r (s, t) bekannt ,  so 1/~I3t sich eine vertr/~gliche 
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Mittelwertfunktion $ (t) und daruus Mr(s, t) bestimmen. Damit ist auch Mr(s, t) ~ U 
bekannt. Ist  r (s, t) nicht bekannt, so ~ r d  man im allgemeinen deswegen mit Ein- 
deutigkeit rechnen diirfen, weil ~JMr(s,t)  mindestens abz~hlbar unendlich viele 

r (s , t )eG 

Dimensionen hat gegeniiber endlich vielen Dimensionen yon U. Handelt  es sich 
um eine reelle l~egressionsaufgabe, so ist die eventuelle Mehrdeutigkeit der Zer- 
legung auf die zwei MSglichkeiten 

re(t) und m(t ) -~2~( t )  

beschr~nkt, auger in dem Sonderfall, da~ r (s, t) nur yon s -- t abhs 

4. Beweis yon Satz 1 

Bezeichnungen: Ffir schwach stationire Brozesse gilt die Spektmldarstellung 
(DooB [4]) 

R(t) -~ ~e2~i~tgF($), t e  T ,  
Z 

x (t) = S e~"~i :t dy ($); 
Z 

der Integrationsbereich Z ist die reelle Achse im F~lle T ---- Ri und das Inter- 
vall [--1/2, 1/2] im Falle T ~ F, F ($) ist die Spektralverteilungsfunktion und 
{y ($)}, $ e Z, ein ZufallsprozeI~ mit orthogonalen Zuwiichsen, ffir den 

E([ dy($) I ~) = dF ($) 
gilt. 

Die Funktion 
V (0 = E (y (0)  

ist ffir $ e Z  definiert und endlich, denn y($), $ ~Z, ist ein Element eines Rau- 
rues L~ yon Funktionen, die auf dem dem Prozel~ {x (t)} zugrunde liegenden Wahr- 
scheinlichkeitsraum mit  Mal~ p quadratisch integrierbar sind; diese Funktionen 
sind deshalb auch pdntegrierbar. 

Sind $1 ~ $2 < "'" < Sn+i beliebige Punkte aus Z, so gilt mit geeigneten kom- 
plexen Konstanten ~i . . . .  , gn vom Betrage Eins 

~=i k=l k=l 

Das Quadrat hiervon ist auf Grund der Sehwarzsehen Ungleichung nieht grS~er als 

E([ i~{Y($~+~)  Y($k)}[ u) Z ( lY(~k+i)Y($k) l  u) 
k=l k=l 

---- ~ (F ($~+i) --  f ($~)) =< R (0) < oo. 
k = l  

Es folgt, dab N ($) yon besehr~nkter Sehwankung und, wenn F ($) abso]ut stetig 
ist, ebenfalls absolut stetig ist; N ($) erzeugt daher auf Z ein komplexwertiges 
Lebesgue-Stieltjes-Mal]. In  bezug auf dieses MaB sind die Funktionen e u:'ir $ e Z, 
t E T, meBbar, nnd es gilt 

(10) $(t) ~- See~it~d~]($), t e  T ,  
Z 
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denn ffir eine beliebige Zerlegung ~o ~ ~1 ~ "'" ~ ~n, ~ e Z, ist 

n - - 1  

I ~ (t) - -  ~. e 2=itC" {r ]  (Cr+I )  - -  'r] (Cr)}  I 
r = O  

n - 1  
= I E C x ( t )  - -  ~ ee"~'C'{Y(~',+t) - -  Y(~',)}] I ----< 

~'~0 
#--1 

=< (W I z(t) - -  ~: e 2 = i t ; ' { Y ( ~ r + l )  - -  Y (~'r)} 12)1/2; 
r~O  

dieser Ausdruek kann ~ber wegen der Konvergenz yon [e "2=i~ dy($) im quadra- 
Z 

tischen Mittel durch Wahl der $-Zerlegung beliebig klein gemacht werden. 

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis von Satz 1 und zeigen: 
Aussaffe ( i)  impliziert Aussage (i i):  1. Wir beweisen zun~ehst, da6 die Diffe- 

renz der Spektralverteflungsfunktionen F ( ~ ) -  F*($) zweier Prozesse {x(t)}, 
{x*(t)}, t s T aus Sr(s,t) eine reine Sprungfunktion ist; ~(t), ~*(t) seien die zu- 
gehSrigen linear unabh~ngigen Mittelwertfunktionen. Aus 

s ( t )  - s * ( t )  = $(t + s )E(~  - ~*(t  + s ) ~ - ~ )  (11) 

folgt 

(12) ] ee~t~ d { F ($) - -  F* ($)} : ~-(~ f ee~i(t + 8)~ d~ (~) --  ~* (s) f e e~i(t +'~)~ d~* (~) 
Z Z Z 

(die gesternten Gr56en beziehen sieh auf den Prozel3 {x* (t)}). 
Es seien 

(13) qSn(t,~' ) ~-- f e - 2 ~ i ~ / n ( ~ , ~ ' ) g ~ ,  t e T ,  
Z 

die Fourierbransformierte bzw. die Folge der Fourierkoeffizienten des F@jer-Kernes 

w o n  eine natfirliche Zahl und ~' ein Parameter ist; die Existenz yon ~5n (t, ~') folgt 
aus /n  (~, ~') = 0 (I ~ ]-2). Die Fnnktionen In (~, ~') sind in bezug auf $ analytisch, 
und alle Ableitungen haben die Ordnung 0 (~-2). D~her ist ]n (~, ~') ~ L 1 (= Ranm 
der Lebesgue-integrierbaren Funktionen) und qSn (t, ~') = 0 (l t l-~), N = 1, 2 . . . . .  
als Funktion yon t (BocH~ER [2], p. 13). Da ffir t e R 1 Cn (t, ~') auBerdem stetig 
ist und somit in L 1 liegt, gilt schliel31ieh aueh die Umkehrung yon (13) 

o o  

(14) ]n(~,~') -~ ~e2~it~Sn(t,~')gt,  ~,~' e Z  

(vgl. etwa BOCI-I~EI~-CI~IANDRASEKHARAN [3], p. 1 und 21); bei diskretem t ist das 
Integral durch eine Summe zu ersetzen, oder aber das Lebesguemal~ ist durch ein 
yon einer Sprungfunktion erzeugtes Lebesgue-Stieltjes-Mal3 zu ersetzen und die 
Definition yon q5 (t, ~') ist geeignet zu erweitern. 

Wir multiplizieren nun Gleichung (12) mit qSn(t , $') und integrieren (sum- 
mieren) beziiglieh t fiber T. Naeh dem Fnbinisehen Satz dfirfen die Integrationen 
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fiber t und ~ vertauscht werden, denn die Funktionen e ")~itr bzw. e 'z~i(t+s)r sind auf 
dem Produktraum Z X T beschr~nkt und bezfiglieh der auftretenden Lebesgue- 
Stieltjesschen Produktm~13e meBbar; folglieh ist der ganze Integrand a u f Z  X T 
integrierbar, denn der zweite Faktor, On(t, ~'), ist Element eines L 1 und inte- 
grierbar auf Z x T (ItALMOS [5], p. 81). 

Wir zerlegen nun die MaBe ~uf Z in ihre absolut stetigen Komponenten 

{] (~)- - /*(~)}d~,  ~'(~)d~, ~*'(~)d~ 

und in die in ihnen enthaltenen Sprungfunktionen mit den Sprfingen 

D~ = F ( ~  + )  - -  F (~k - - )  - -  F*(~+) + F * ( ~ - - ) ,  
$ 

ink---- V(~k+)  --  ~/(~k--), mk = ~ * ( ~ + )  --  ~/*(~k--) 

an den abz~hlbar vielen Sprungstellen $~, ~. . . . .  yon F($) -- F*(~) (/(~), /*(~) 
sind die Spektraldichten yon F($), F* (~), $ 4 ~ ,  ~ , . . . ) .  Man erh~lt so schlieB- 
lich mit (14) 

Z k 

(15) = 8(s){~ln(r ~')eU~isc~?'($)a~ -f ~ l n ( ~ ,  ~') ee"i~r -- 
Z k 

- ~* (~) {~ / .  (~, ~') ~ ~*'(~) d~ + ~ / ~  ( ~ ,  ~') ~ : ~  ~ } .  
Z k 

Nun gilt fiir fast alle (L-MaB) ~'e Z mit einer beliebigen L-integrierb~ren Funk- 
tion g (~), $ e Z, die F6jersehe Integraldarstellung (BooH~]~ [2], p. 27) 

(16) g($') : lim ~g(~)jn(~,~')d~. 
~t --> oo Z 

L~Bt man in (15) ffir einen beliebigen We~  ( '  ~= (1, ~ . . . .  n --> oo gehen, so ver- 
sehwinden alle Summen und es bleibt naeh (16) (wir ersetzen ~' dureh () 

(17) l(~) - 1" (~) = { ~  ~'(~) - ~-*~(s) ~*'  (~)} e ~ 

ffir f~st alle (L-MaB) S e Z  und ~lle s e  T. 
h[immt man an, dab F ( ~ ) -  F*($) keine reine Sprungfunktion ist, so gilt 

($) ---- ] ($) -- ]* (~) ~ 0 auf einer Menge D yon positivem L-MaB. Zu einem be- 
liebigen Wertepaar s~, s~ e T gibt es daher Punktepaare ~', ~"e  D derart, dab 
alle Matrizen in der Gleichung 

(is)  

= \8(~2) 8.(82)/ \ - ~ * ' C )  - ~ * ' ( ~ " ) ]  

nich~ singuls sind. Diese Matrizengleichung erhglt man durch Anschreiben von 
(17) fiir die vier Punktepaare $', Sl; ~', s2; ~", sl; ~", s2. Auf Grund yon (I8) 
lassen sich $ (sl) und ~* (sl) als Linearkombinationen yon e 2~ir und e 2~''sl aus- 
driieken. Da diese Darstellung eindeutig sein muB, ~' und ~" iedoch beliebig dicht 
beieinander gew~hlt werden kSnnen, erh~lt man einen Widerspruch. Daher muB 
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F ( ~ ) -  F*($) eine reine Sprungfunktion sein. Aul3erdem ist naeh (17) ~'($)--~ 
~*'($) = 0 aul]er an Sprungstellen yon F(~) -- F*  (~). 

2. Wir zeigen weiter, daft die Sprungfunktion F(~) - - F * ( ~ )  mehr als eine 
Sprungstelle besitzen mu~. Es seien ~1, $2 . . . .  die Sprungstellen. Das Gesetz der 
grol]en Zahlen ffir sehwach stationiire Prozesse (DooB [4], p. 491 und p. 530), 
angewandt auf (11) bei festgehaltenem s, ergibt dann 

(19) D ~  = e 2 ~ i~ -  {m~ ~(s )  - -  m~ ~-~} 
ffir ]c = 1, 2 . . . . .  

Die Annahme, F ($) --  F*  (~) babe nut  eine Sprungstelle ~1, fiihrt zum Wider- 
sprueh : aus der zu Gleichung (19) analogen Beziehung ffir ein ~ ~= ~1 folgt zuni~ehst 
wegen der linearen Unabhiingigkeit yon ~ (s) und ~* (s), dal~ ~ (~) und 7"  (~) stetig 
sind an Stetigkeitsstellen yon F(~) - -F*(~) .  Wegen ~'(~) --~ ~7"(~) = 0 sind sie 
sogar auf Z konstant auBer an ~1. Naeh (10) hiitte man dann aber ~ (t) = e 2:~it;~ ml, 
~* (t) = ee ' i t~m*l ,  also lineare Abh~ngigkeit. 

3. Es bleibt der Fall zu betraehten, da~ F(~) -- F*  (~) zwei oder mehr Sprung- 
stellen ~1, $2 . . . .  hat. Wir schreiben die Gleichung (19) fiir die vier Wertepaare 
(~1, sl) ,  (~1, s2), ($2, sl) ,  (~2, s2), s l ,  s2 ~ T ,  wie folgt in Matrixform an: 

Da D~ D~ =~ 0 und da ffir geeignete Zahlen s~, s2 die erste Matrix niehtsinguli~r ist, 
ist aueh die vierte nichtsingul~r. Wiihlt man s2 : s frei veriinderlieh in T, so folgt 
daraus, dal~ ~(s) und ~*(s) als Linearkombinationen yon e e:~i;~s und e e~i~'~s dar- 
gestellt werden kSnnen. Wegen der Eindeutigkeit einer solchen Darstellung gibt 
es dann aber nur genau zwei Sprungpunkte. (Im diskreten Fall kSnnen F (~) und 
F* (~) ohne Besehr~nkung der Allgemeinheit im Punkte ~ ~-- -- 1/2 reehtsstetig 
angenommen werden.) Die Mittelwerte sind also yon der Gestalt 

~(s) = c~ e i ~  + c~e ~ 

~* (S) = C~ e i~s  -~ c~ e i~s  , 

wo q~ ---- 2 xe i $~, k : 1, 2, ist. Es folgt welter 

(~0) ~(s,  t) = R ( s  - -  t) - -  [c~[~e  ~ , ( s -~)  - -  ] c~ ] ~ e ~ ( ~ - ~ ) +  

+ b e  ~ ( ~ ~ - ~ )  + ~e  ~ ( ~ - ~ J ) ,  b = - -  c ~  = - -  e*c -~ .  

Damit ist (ii) bewiesen. 
A u s  ( i i ) / o l g t  (iii)." Da r (s, t) als Element aus G positiv definit und jede Funk- 

tion ~(t) der Sehar (3) beschr~nkt ist, existiert stets ein Zufallsprozel~ zweiter 
Ordnung mit der eigentlichen Kovarianz r (s, t) und der Mittelwertfunktion ~ (t). 
Hat  r (s, t) die in (ii) besehriebene Gestalt, wo ~ ,  ~ und b die gleichen Zahlen 
wie in (3) sind, so ergibt eine kurze l~echnung, da~ jener Prozel] stationer ist. Die 
Menge Mr(s,  t) enth~lt also die Schar (3). Sie ist ferner genau gleich dieser Sehar, 
denn wenn Mr(s, t) noch eine scharfremde Funktion $* (t) enthielte, so liel~e sich 
in der Schar eine yon ~* (t) linear unabhi~ngige Funktion ~(t) finden. Nach dem 
obigen Absatz 3 mfil~te dann jedoeh ~* (t) ein Element der Schar sein entgegen 
der Annahme. 
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Aus ( i i i )  Iolgt ( i ) ,  denn  die 8ehar (3) enthii l t  zwei l inear  unabhi~ngige F unk -  
t ionen.  - -  Dami t  ist Satz 1 bewiesen. 

Man k a n n  diesen Satz im diskreten Fal l  auch kfirzer mi t  Hilfe einfacher Ma- 
t r izenreehnung beweisen (vgl. dazu den eingangs zi t ier ten Bericht). Die Einbezie- 
hung  des kont inuier l ichen Falles erweist sich d a n n  jedoeh als sehr umst~ndlich.  

Fiir verschiedene kritische Bemerkungen bin ich den Herren Professor H. WITTING, 
J. GOTTSe~EWSKI und G. HEXT zu besonderem Dank verpflichtet. 
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