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Einleitung 
I s t  T die geordnete, beziiglich der Addit ion geschlossene Gesamtheit  der ganzen 

(Z) bzw. rationalen (Q) bzw. reellen (R) Zahlen und  To ein Teilintervall yon  T, so 
1/~$t sich folgendes Problem formulieren: 

Gegeben ist ein ,relativ-station/s Prozel~ at, t e To, d. h. eine Familie yon  
Zufallsvariablen at derart,  dal~ 

at, t ~ S, und at+h, t E S, gleich verteilt  ftir endliehes S c To, 
(1) f a l l shETund  {t A - h : t ~ S } c T o ;  

gesueht ist eine ,station/~re For t se tzung"  at, t E T, d. h. eine Famflie yon Zufalls- 
variablen at derart, dab 

[~tt, t ~ S, und at, t e S, gleich verteilt  ffir endliehes S c To, 
(2) at, t e T, station/~r. 

I s t  dabei To ein unendliches Intervall ,  etwa To -=- {t ~ T :  t > 0}, so l~l~t sich 
diese Frage sofort beantworten:  Zu jedem relativ-station/s Prozel~ at, t e To, 
existiert eine station/s For tse tzung at, t ~ T, die zudem, was die zugehSrigen 
Verteilungen betrifft, eindeutig ist. Das folgt ohne Sehwierigkeit aus der Tatsaehe, 
dal~ sich jede endliehe Teilmenge yon  T durch eine geeignete Translat ion in eine 
Teilmenge von To fiberfiihren l/~13t. 

I s t  daher 2"0 ein endliehes Intervall ,  e twa T0 ~ {t e T : 0 ~< t ~< to}, so gentigt 
eine For tse tzung des Prozesses yon  To auf  {t e T :  t > 0}. Dabei  sind - -  den ein- 
gangs genannten Parameterbereiehen entsprechend - -  drei F/s zu unterscheiden. 

1. T ~ Z. I n  diesem Fall ist T eine diskrete Menge und  lediglich zu entschei- 
den, ob der Definitionsbereieh eines relativ-station/~ren Prozesses stets um einen 
Parameterwer t  nach reehts erweitert werden kann;  denn auf  diese Weise ]assen 
sich schrittweise alle zu einer station/s For tse tzung geh6rigen Verteilungen ge- 
winnen. 

U m  das naehzuweisen, seien die Zufallsvariablen a0, . . . ,  an relativ-station/~r 
oder - -  was dami t  gleichwertig ist - -  a0 . . . . .  an_ 1 und a l ,  . . . ,  an gleich verteilt. 
Mittels der gemeinsamen Verteilung # (B) ~ p((a0 . . . . .  an) e B) und der beding- 
ten Wahrseheinliehkeit  ~o(. l ao,. . . ,  an-l) werde nun  folgende Verteilung in den 
Koordinaten  x0, . . . ,  xn+l definiert: 

9 (/~) : = f ~o ((x0 . . . . .  xn, an )~ .B lao :x l  . . . . .  an-l=xn)dlx.  
X,O,.. . ,Xn 

Dann  gilt ftir (n -~ 1)-dimensionale Borelsehe Mengen B stets 

(3) [ t ( B x R ) :  f ~o((xo,...,Xn) e B l a o = x l  . . . . .  a n - l : x n ) d # : # ( B ) ,  
X o , . , , ,  Tn 
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(4) ~ ( R •  = ~ p ( ( x l  . . . . .  xn, an) e B l a o - -  x l  . . . .  , a n - l : X n ) d t t  
X O , . . . , X n  

~-- f p((xo . . . . .  Xn-l ,  an) e B l a o - ~ x o , . . . , a n - i ~ - -  xn-1)d  # 
X 0 ,  �9 �9 �9 ~ X n  

= ~ ( B ) ,  

wobei die vorletzte Gleiehung aus der 1Jbereinstimmung der zu xo, . . . ,  xn-1 und 
xi . . . . .  xn gehSrigen n-dimensionalen Marginalverteilungen yon ~u folgt. Sind also 
50 . . . . .  hn+l Zufallsvariablen mit  der gemeins~men Verteilung/~, so sind ao . . . .  , an 

und 50, . . . ,  an bzw. ai  . . . . .  an+l wegen (3) bzw. (4) gleieh vertei]t, d. h. der Deft- 
nitionsbereich {0 . . . .  , n} l~Bt sich um den Parameterwert  n ~- 1 erweitern 1. 

2. T =  Q. In  diesem Fall ist T als abz~hlbare Vereinigung der monotonen 

Folge diskreter Mengen T~: = t~., : 0 =< m ~  Z} darstellbar and daher zn erw~rtcn, 
% 

dab sich das Fortsefzungsproblem mittels des in Teil 1 erhaltenen Ergebnisses 
15sen l~gt, wobei ohne Einschr/inkung To = {t ~ T:  0 ~< t _< 1} angenommen 
werden kann. 

Um das nachzuweisen, seien die Zufallsvariablen at, t ~ T ,  relativ-station/~r, 
also insbesondere identisch verteilt. Dann existiert nach Teil 1 zu jeder natfir- 
lichen Zahl n ein Prozeg a~, t ~ Tn,  mit den Eigenschaften 

{5~, Tn  _~t ~ 1, und at, Tn  ~t  =< 1, g[eich verteilt, 
(5) ~ 

t ,  t ~ Tn,  stafioni~r. 

I s t  nun | die Gesamtheit  aller nicht-leeren cndlichen Mengen nicht-negat.iver 
rationaler Zah]en, so ist jedem S ~ | ein Index n (S ) :~ -min  {n: S c T n}  zugc- 
ordnet. Mit diesen Bezeichnungen sei #~ ffir n ~ n (S) die zu ~ ,  t ~ S,  gehSrige 
und ffir n ~ n (S) eine beliebige Verteilung in den Koordinaten xt, t E S. Dann 
b e s i t z t / ~  fiir festes S ~ | und t ~ S als zu xt gehSrige eindimensionale Marginal- 
verteilung ffir n ~ n (S) die yon n unabhi~ngige Verteilung #o (B) -~ p (ao ~ B),  so 
dal~ die Menge {#~:1 ~ n e Z} bezfiglieh der schwachen Konvergenz relativ 
kompakt  ist (vgl. hierzu etwa [2], Satz 2.3). Da die Gesamtheit  | abzi~hlbar ist, 
l~]~t sich also nach dem Cantorschen Diagonalverfahren eine Teilfolge ((hi)) finden 
derart, dal3 

(6) / ~  flit i -> oo sehwach konvergent gegen/~z (S e | beliebig). 

Dabei sind die Grenzverteilungen #z, S e ~,  vertriiglich, da die ffir n ~ n (S) be- 
stchende Vertr~glichkeit von # ~  und # ~  bcim Grenzfibergang (6) erhalten bleibt. 
Daher existiert ein Proze~ at, 0 ~ t e T, mit  diesen Verteilungen sowie den Eigen- 
sehaften 

at, t ~ S,  und at, t e S,  gleich verteilt ffir endliches S c To, 

(7) at, 0 g t e T, stationi~r, 

die sieh beim Grenziibergang (6) aus den entsprechenden Eigenschaften der Pro- 

1 Am Rande sei die im folgenden nicht benStigte Tatsache erwEhnt, dab die an- 
gegebene Konstruktion einen Markovschen ProzeB der Ordnung n ergibt, also insbesondere 
fiir n ~ 0 eine ~'olge unabhiingiger Zufallswriablen und ffir n ~ 1 einen gew6hnlichen 
Markovschen ProzeB. 
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Z e S S ~  ~t n t ,  t ~ Tn ,  ergeben, d. h. die an die gesuchte stationi~re Fortsetzung des ge- 
gebenen relativ-stationiiren Prozesses gestellten Forderungen sind erffillt. 

3. T ~- R. Um diesen Fall auf den in Tefl 2 untersuchten zurfickffihren zu 
kSnnen, werde zun~chst eine zusi~tzliche Annahme gemacht: Der relativ-stationi~re 
Proze~ at, 0 --~ t ~_ 1, sei stochastisch stetig, d. h. es gelte 

(8) l i m p ( l a s - - a t l ~ s ) : O  ffir 0 _ ~ t ~ l  u n d b e l i e b i g e s e ~ 0 ,  
S---> t 

eine nur yon den zweidimensionalen Verteilungen abhs Beziehung. 
Ist  dann ctt, 0 ~ t ~ Q, eine nach Teil 2 vorhandene station~re Fortsetzung des 

auf rationale Parameterwerte beschri~nkten Prozesses at, 0 ~-- t g 1, so fibertriigt 
sich das Stetigkeitsverhalten wegen der Stationariti~t vom Intervall [0, 1] auf das 
Intervall [0~ oo). Daher existieren fiir irrationale t ~ 0 bezfiglich der stochasti- 
schen Konvergenz die Grenzwerte at : ~ lira as, und der dadureh definierte Prozel] 

Q ~ s - - ~ t  

at, t ~ 0, ist ebenfalls stochastisch stetig. Da die stochastische Konvergenz in den 
einzelnen Koordinaten die schwache Konvergenz endlich-dimensionaler Vertei- 
lungen nach sich zieht, folgt daraus die Ubereinstimmung der zu/t t ,  0 _~ t ~ 1, 
und at, 0 ~ t ~ 1, gehSrigen Verteflungen sowie die Stationarit~t yon at, t ~ 0, 
im gesamten Parameterbereich. 

Jeder stochastisch stetige relativ-station~re ProzeB at, 0 --~ t --~ 1, besitzt dem- 
nach eine stationi~re Fortsetzung at, t ~ 0 -- ein Satz, der auf weniger elementarem 
Weg bereits 1964 yon P A R ~ A S ~ T ~ I u  und V~AD~A~ ([5]) bewiesen wurde. 
Weder die dort verwendeten Methoden noch die hier durchgeffihrten l~berlegun- 
gen gestat~en jedoch eine Verallgemeinerung des Beweises ffir den Fall, da~ auf die 
Stetigkeitsvoraussetzung (8) verzichtet wird. Zwar genfigt, wie sofort aus Teil 3 
hervorgeht, die Annahme einer einseitigen Stetigkeit, doch gibt es sehr einfache 
station~re Prozesse, die fiberall beidseitig unstetig sind: Unabh~ngige identisch 
verteilte Zufa]lsvariablen at, t ~ O, definieren stets einen station~tren Frozen, 
w~hrend eine stochastische Konvergenz lira as ~ at oder lira as -~ at zur Fo]ge hat, 

s~t ~ t  
dab s~e mit Wahrscheinlichkeit Eins gleich und somit konstant sind. 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Nachweis, dab zu jedem relativ-station/~ren 
Prozel~ at, 0 ~-- t <-- 1, eine stationi~re Fortsetzung at, t ~ 0, existiert. Das ergibt 
sich durch Kombination zweier S~tze, die unabh~ngig yon diesem Resultat yon 
Interesse sind und in w 4 in folgender Form Verwendung finden: 

a) Ist  | die Gesamtheit aller endfichen Mengen S :~ 0 reeller Zahlen t ~ 0 mit 
max S -  min S ~ 1, so existiert zu einer Familie vertriigficher Verteilungen 
#s, S e | in den Koordinaten xt, t + S,  stets ein stochastischer ProzeB at, t ~ O, 
derart, dab die Zufallsvariablen at, t e S ,  ffir S ~ | die gemeinsame Verteilung #s 
besitzen (w 2). 

b) Ist  at, t >= 0, ein stochastischer ProzeB mit identisch verteilten Zufalls- 
variablen at, so existier~ ein stationiirer Prozel~ at, t ~ 0, derart, dab 

l i m E ( / ( a t + h ,  t ~ 0)) ~ E(](at,  t ~ 0)) ~ l~mE(](at+n,  t ~ 0)) 
h--+ oo h--+ z~ 

fiir alle beschr/~nkten und beziiglich der Produkt-Topologie stetigen Funktionen 
/ (x t ,  t ~ O )  (w 
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Ffir eine allgemeinere Formulierung dieser beiden S~tze ist es zweckm/~Big, an 
Stelle von stochastischen Prozessen die zugeh6rigen Verteilungen zu betrachten; 
ffir ihren Beweis empfiehlt es sich auBerdem, start dieser Verteilungen die ihnen 
entsprechenden linearen Funktionale zu verwenden. Zun/~chst werden daher in 
w 1 die in diesem Zusammenhang ben6tigten Hilfsmittel entwickelt. 

w 1. Lineare Funktionale stetiger Funktionen auY Produktr~inmen 

Um die beiden F/ille m_it einzuschlieBen, dab die zugrunde liegenden Zufalls- 
variablen a mehrdimensional oder nur abz/ihlbar vieler diskreter Werte f/ihig sind, 
sei allgemeiner angenommen, dab es sich um meltbare Abbildungen in einen 
Raum X mit einer Topologie 1I handelt 2. Dabei genfigt im folgenden die Voraus- 
setzung 

(1) (X, 1I) lokal-kompakt mit abz~hlbarer Basis, 

die insbesondere beinhaltet, da6 (X, 11) separiert ist. Topologische l ~ u m e  mit der 
Eigenschaft (1) lassen sich dadurch charakterisieren, dab der durch Einffihrung 
eines ,unendlich fernen" Punktes w kompaktifizierte Raum eine Metrik d besitzt 
(vgl. hierzu etwa [1], Anhang w 1.1). 

Der lineare Raum der beschri~nkten und stetigen reellen Funktionen ] auf 
(X, 1I) wird im folgenden kurz mit ~f (X) bezeichnet. Dureh die Definitionen 

Jl I I[: = s u p  II(x) l ,  
x ~ X  

ll ~12  genaudann,  wenn /l(x) =~12(x) ffiralle x e X  

wird ~ (X) zu einem normierten Vektor-Verb&nd. 
Beim ~bergang yon einer einzelnen Zufallsvariablen a zu einem stochasti- 

schen Prozel] at, t ~ T ( ~ 0), werden die folgenden Produktbildungen ben6tigt. 

a) Sind Xt, t ~ T, beliebige Mengen, so definiert 

(2) ]-~Xt:-= {(xt, t e T ) :  x t e X t  ffir t e T }  
t e T  

die zugehSrige Produktmenge und die Abbildung 

y [ X t  ~ (x, t ~ T) -~ (xt, t~ S) ~]-[  Xt 
t e T  ~z t e S  

die zu einer nicht-leeren Teilmenge S yon T gehSrige und im Fall S ~ {t} kurz mit 
~rt bezeichnete Projektion. 

b) Sind fiber den Mengen Xt  a-l~inge 9At gegeben und bezeichnet allgemein 
~(.) den yon einem Mengensystem erzeugten d-Ring, so definiert 

(3) ~-~ ~ ~t : = a ({7~t- 1 (At): t e T, At e 9~t}) 
t e T  

den zugehSrigen Produkt-o'-Ring, d. h. den kleinsten d-Ring fiber ] ~  Xt, beziiglieh 
t e T  

dessen die Abbildungen ~t, t r T, mel~bar sind. 

2 Ist also ~ der yon 1I erzeugte a-Ring der Borelschen Mengen in X, so ist die Wahrschein- 
lichkeit p (a e B) ffir alle B e ~ definiert. 

24 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Oeb., Bd. 7 
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e) Sind fiber den Mengen Xt  Topologien Ut gegeben und bezeichnet allgemein 
(.) die yon einem Mengensystem erzeugte Topologie, so definiert 

(4) ~[~ l~t : = T ( { g ~ t l ( u t ) : t  @ T, U t @ 11t}) 
t e T  

die zugeh6rige Produkt-Topologie, d. h. die gr6bste Topologie fiber ~-~ Xt, beztig- 
t~T 

lich darer die Abbildungen ~t, t e T, stetig sin& 
Im Fall T = {tl . . . .  , tn} findan ffir die in (2)--(4) definierten Gesamtheiten 

anch folgende Sehreibweisen Verwendung : 

xx,n, x ,o, x 11,~ 

Mit diesen Bezeiahnungen l~Bt sich das Ziel der folgenden ~berlegungen ange- 
ben: die Ableitnng von Beziehungen, die zwischen den W-MaBen (Wahrsaheinliah- 
keitsmaBen) # auf dem a-Ring ]-I~a (~t) einerseits und den -- dureh die Forderung 

t e T  
A (1) = 1 -- normierten positiven linearen Funktionalen auf dem Vektor-Verband 

(I-[ Xt )andererseits bestehen und in w und w Verwendung finden. Dabei ist 
teT 

es zweokmBl3ig, yon der folgenden Verallgemeinerung des t~IESzschen Satzes sus- 
zugehen, daren Beweis sich etwa in [4] (Proposition II. 7.1) findet : 

Es sei X eine beliebige Menge, ~f ein Velctor- Verband reeller Funktionen / I X,  der 
alle Konstanten enthi~lt, und ~ der kleinste a-Ring i~ber X,  bezi~glich dessen aUe 
Funktionen / ~ ~f merlbar sin& Dann definiert die Relation 

eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Mengen 

{ # [ ~ : / t  W-Marl mit f l / ] d # < o o  /iir / ~ } ,  

{ A ILf: A normiertes positives lineares Funktional und a-stetig}. 
I)abei heist ein positives lineares Funktional A auf einem Vektor-Verband 
a-stetig, falls 

(5) l i m A ( / n ) = 0  ffir ~ / n ~ 0 .  
n - - ~  OO 

Die Anwendung dieses S~tzes auf den hier interassierenden Full ergibt: 

Satz 1. Es sei T ~ 0 eine beliebige Indexmenge, (X, 1I) das Produkt der lokal- 
kompakten Ri~ume mit abzi~hlbarer Basis (Xt, 11t), t ~ T, und ~) (X) das Produlct der 
a-Ringe ~t  = a(lIt), t ~ T. Dann definiert die Relation 

A( / ) -=f fd t~  /iir / e ~ ( X )  

eine eineindeutige Zuordnung zwisehen den Mengen 

(x): W.Marl}, 
{ A [ ~ (X) : A normiertes positives lineares Funktional und a-stetig}. 

Beweis. 1. Auf Grund des vorausgehenden Satzes ist ledigllah zu zeigen, dal~ 
!~ (X) der kleinste a-Ring ist, bezfiglich dessen alle Funktionen / e c# (X) meBbar 
sind. Da die topologJschen Ri~ume (Xt, 11t) separabel sind, hi~ngt dabei jede Funk- 
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tion / e (d(X) gems [3] nur von abz~hlbar vielen Variablen ab, d. h. T li~Bt sich 
ohne Einschr~nkung als abzs voraussetzen. 

2. Ist  !~t eine abzs Basis yon lit, so ist die Gesamtheit 

{( '~ay~(Vt): S c T endlich, Via ~t} 
t eS  

abz~hlbar, eine Basis yon 1I und in ~ (X) enthalten. Daraus folgt 1I c ~ (X), so dab 
insbesondere jede Funktion / ~ ~ (X) bezfiglich ~ (X) meBbar ist. 

3. Es bleibt zu zeigen, dab ~ (X) der kleinste derartige a-Ring ist; dazu 
genfigt der Nachweis, dab zu jeder Menge Ut ~ lit eine Funktion [t e ~ (Xt) mit 
Ut - {xt: /t (xt) > 0} existiert. Ist  dt die im Anschlu$ an (1) erwahnte Metrik zu 
(Xt, lit), so leistet dies die Funktion 

/,(xt): = ~ ({d~(x~, yt): W ~ U~} v {1} ) .  

Bereits der Fall einer einelementigen Indexmenge T zeigt, dab die Beschrs 
auf a-stetige Funktionale in diesem Satz wesentlich ist; doch laBt sich die Bedin- 
gung (5) folgendermal]en abschws 

Satz 2. Es seien die Voraussetzungen yon Satz 1 gegeben. Ferner sei ~f ein linearer 
Teilraum von ~ (X), der alle nur von einer Variablen abMingigen Fun]ctionen enthiilt, 
und A ] elf ein normiertes positives lineares Yunktional mit der Eigenseha]t 

(6) lim A (ff o at) = 0 /itr cd (Xt) ~/~ ~ 0 (t a T beliebig). 
?t --+ oO 

Dann existiert ein W-Marl ff ] ~ (X) derart, darl 

A (l) = . [1@ I ~  aUe I e ~ .  

Beweis. l. Da sich A nach dem Satz yon HAKN-BANACK zu einem normierten 
positiven linearen Funktional auf ~ (X) fortsetzen 1/~6t und die Eigenschaft (6) 
davon nicht beeinfluBt wird, kann ohne Einschr&nkung ~ = q~ (X) angenommen 
werden. Auf Grund von Satz 1 ist dann ]edig]ich die a-Stetigkeit yon A nachzu- 
weisen, wobei T wie ira Beweis dieses Satzes als abzahlbar --  etwa T-~ {t eZ:t  >= 1 } 

- -  vorausgesetzt werden kann. 

2. Mit den im Anschlug an (1) eingefiihrten Bezeichnungen werden dazu fol- 
gende Funktionen auf Xt  definiert: 

n X (7) gt( t ) : = m e d { 0 ,  2 - - n d t ( w t ,  xt), 2} ffir 1 < n ~ Z .  

Dann gilt, wie leicht einzusehen ist, W(Xt)~ g~ ,~ 0; dabei sind die Mengen 
{xt:g~(xt) < 1} abgeschlossen und im Komplement yon {xt: dt(wt, xt) < 1/n} 
enthalten und daher kompakt. Zusammen mit der Voraussetzung (6) ergibt das: 
zu vorgegebenem s > 0 existieren Funktionen gt ~ ~ (Xt) derart, dal~ 

s 
(8) A(gtOY~t) <~ ~ u n d  K t :  = {xt: gt(xt) ~ 1} kompakt. 

3. Nach diesen Vorb~reitungen sei ((In)) eine monoton gegen Null konvergente 
Folge aus W (X), wobei etwa in ~ 1 gelte und zun/ichst zuss angenommen 
werde, dab jede dieser Funktionen nur yon endlich vielen Variablen abh/ingt. Da 

'2.4* 
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die Menge K:  ~ ]--[ Kt nach dem Satz von TYcHO~OV ebenfalls kompakt ist, ist 
t e T  

dig Konvergenz/n ~ 0 naGh dem Satz yon DzNz a u f K  gleichm/~13ig, d.h. GS existiert 
Gin Index m m i t  

/m(X)<~ ffir x e K .  

Ist  dabei /m yon den Variablen xt, t > s, unabh/~ngig, so gilt diese Ungleichung 
fiir alle x e ~ [  Kt x ~ [  Xt. Vnter  Berficksichtigung yon /m <= 1 ergibt gas 

t ~ s  t>s  

/re(x) < ~ + ~,gt(~tx) fiir alle x z X ,  
t ~ s  

also wegen (8) schlie$1ieh die Abseh/~tzung 

A ( / n ) < A ( / m ) < e - t -  ~ < 2 e  far n > m .  
t<s  

4. Zum Nachweis, dab dig in Teil 3 gemachte Einsehr~nkung night wesentlich 
ist, geniigt es, folgende Behauptung zu beweisen: 

/Jede Funktion / z W (X) ist Grenzwert einer monoton fallenden Folge yon 
(9) (Funkt ionen/s  e ~ (X), die yon den Variablen xt, t > s, unabh/~ngig sin& 

Denn auf Grund dieses Hilfssatzes existieren zu einer monoton gegen Null kon- 
vergenten Folge (([n)) aus W (X) zun~ehst Funktionen/~ mit den in (9) angegebenen 
Eigenschaften, aus denen sigh durch die Definition 

/n:=rain{ /~  . . . .  ,In n} ffir l g n E Z  

eine monoton fallende Folge yon Funktionen ]qz e ~ (X) ableiten 1/s die jeweils 
nur yon endlich vielen Variablen abh/ingen und ffir die 

0 ~ h m ] n < l i m / ~ = / ~ - + 0  ffir k - + o o .  
n---> oo %--->00 

Gem/~$ Teil 3 gilt also 

0 ~ lim A (In) ---- lim A (min{/~, . . . , /n}) < lim A (/n) = 0, 

und das beweist die allgemeine a-Stetigkeit yon A. 

5. Um die l~ichtigkeit yon (9) nachzuweisen, werde definiert: 

]s (x) : = sup gs (x, y) nnt gs (x, y) : ~- ] (y) -- s maxdt (xt, Yt). 
y e X  t < s  

Das ergibt auf Grund der ffir jedes feste y gfiltigen Ungleichungen 

8 ~X pl gS(x,y) >gs+l(x,y) und [gS(x' ,Y)--g ( ,Y)I ~ s  maxdt(x ' ,x")  
t ~ s  

eine monoton fallende Folge stetiger Funktionen /s, die yon den Variablen xt, 
t > s, unabh~ngig und wegen 

/ = (x, x) (x) <= II /I[ 

beschri~nkt sind. Daher bleibt lediglich zu zeigen: 

limfS(x)<~/(x) ffiralle x ~ X .  
8---> OO 
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Dazu  werde ffir festes x ~ X und  e > 0 ein - -  wegen der Stet igkeit  yon / vor- 
handener  - -  I n d e x  s gewi~hlt derar t ,  dag 

/(y) < /(x) -~ e ffir y s U : = - t y : m a x d t ( x t ,  Y t ) <  21~11~" - 
k t<=s 

Das ergibt  die Ungleiehung 

[ / ( y ) < / ( x ) - ~ e  ffir y e U ,  
g~(x, y) = ] I[ / 11 - s ~ I!/ll 8 g / ( x )  ffir y ~ U ,  

also /s (x) ~ /(x) ~- e, woraus  schliel~lich die Behaup tung  folgt. I 
Abschliel~end sei noch bemerk t ,  da~ sich aus diesem Satz sofort  der Satz yon 

K o ~ o G o n o v  ablei ten l~l~t: 
Zu einer Familie vertriiglicher W-Marie tee au/ den a-Ringen ~ ~  0 + S c T 

t e S  

endlich, existiert genau ein W-Marl te au/ ~ ( X )  derart, daft 

te o ~ 1 _~ /us liar 0 * S c T endlich a. 

w 2. Komposition vertr~iglicher stochastischer Prozesse 

Die Problemste l lung des Satzes yon KOL~IOGOROV l ~ t  sich dahingehend ver- 
allgemeinern, dal~ die zu einem stochast ischen Prozel~ at, t e T, geh6rigen Ver- 
tei lungen # s ( B ) - ~  p((at, t e S ) ~  B) nur  ffir gewisse Teflmengen S yon T ale 
bekann t  vorausgese tz t  werden. Gegeben ist also ein Sys tem | yon  - -  nicht  not-  
wendig endlichen - -  Mengen 0 * S c T und  gesucht  sind die zwischen den W-MaBen 
#z  anf  den a-Ringen ] -~ !~ t ,  S e | bes tehenden Beziehungen, d.h.  jene Bedin- 

t e S  

gungen, denen sie nnter]iegen, u m  Marginalmal~e eines W-MaiZes te] !~ (X) zu sein. 
Eine notwendige Bedingung ist die Vertr~glichkeit  

o -1  -1  fiir SlnS2~=O 

die in e inem besonderen Fall  auch hinreichend ist:  

Satz 3. Es sei T 40  eine beliebige Indexmenge, (Xt, lit) ein lokalkompakter 
Raum mit abzi~hlbarer Basis und ~t = a(llt) sowie 

t e S  t e S  t e S  

Dann existiert zu vertriiglichen W-Marlen fiT, I ~T~ und teT~ ] ~T~ stets ein W-Marl 
#] ~T  derart, daft 

te o ZT, 1 ---- teT, /i~r i ---- 1, 2. 

Beweis. 1. Da  ein W-MaB tes]!~s nach Mult ipl ikat ion mat einem beliebigen 
W-MaI~ fiT-Z] ~ T - S  ein W-MaI~ tel ~T mit  te o x s  -1 ~ tee liefert, kann  ohne Ein- 
schrs  angenommen  werden:  

T l w T 2 - - - - T  und  D : - - - - T l n T u , 0  4 

/~ o z~-i ist das aus # durch die Projektion zs  entstehende MarginalmaB. 
4 An dieser Stelle wird Xt * 0 fiirt  e T vorausgesetzt. 
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2. Ffir Funkt ionen/ , ]XT,  (i = 1, 2) werde nun definiert: 

(]i)D (z) : ---- inf{/l (y) : TeD y ---- Z} ffir z e XD. 

Mit [ / is t  also auch (/i)D beschrgnkt; daneben gilt: 

(2) (]f)D ~D-meBbar, falls ]i e ~ (XT,) . 

Denn gemiig [3] ist h nur yon abzghlbar vielen Variablen xt mit t r D abMngig 
und daher mit Xt auch der entsprechende Produktraum separabel, d.h. (h)D ist 
das Infimum abzghlbar vieler in g (XD) enthaltener und damit insbesondere ND- 
meBbarer Funktionen. 

3. Nach diesen Vorbereitungen sei 

K ( h , [ ~ ) : = ~  ]hd#T, fiir [~e~(XT,). 
i = 1 , 2  

Dieses Funktional hat  folgende Eigenschaft: 

(3) K(/1,/2) ~ 0, falls ~ /l o 7~e, ~ 0. 
i=1 ,2  

Denn unter Verwendung yon (2) und dem wegen der Vertrgglichkeit eindeutig 
definierten W-MaB #D = #T, o ~ 1  folgt in diesem Fall 

K(11,[2) ~ ~ f (/i)Dd(/~T, OTgD 1) 
i=1 ,2  

~=1,2 

z e X •  i = 1,2 

----inf ~ (]i O XT,) (X) >---- 0- 
x e X T  i = 1,2 

4. Wegen (3) ist die Definition 

A (  ' ~ h o ~ r , ) :  = ~  ~/~d/~T, ffir he~f(XT,) 
i=1 ,2  i=1 ,2  

! 
eindeutig, da aus einer Identit~t ~ /, o ~T, ---- ~ /i o XT, zuni~chst die Relation 

i=1 ,2  i=1 ,2  

(h -- f ~ ) o ~ ,  ~ 0 und somit K(h,/2) ~ K(/~, I"2) folgt. Daher ist A ein 
i=1 ,2  

lineares Funktional auf dem linearen Teilraum 

i=1 ,2  

der wegen T1 w T2 ---- T alle nur yon einer Variablen abhgngigen Funktionen aus 
(XT) enthglt. A ist dabei wegen #T,(XT,) ---- 1 normiert, wegen (3) positiv und 

genfigt der Bedingung (6) in Satz 2, da 

A(/toT~t) = f ftd(/~T, OT~[ -1) ffir /te(~(Xt) (re T~ beliebig). 

5. Folglich ist dieser Satz anwendbar, d.h. es gilt 

A ( / ) = S / d  # fiir ] e 2 z  
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mit einem geeignet gew~hlten W-MaB #] !~T. Das ergibt insbesondere 

J" l1 d (# o ~ 1 )  _-- A (/l o ~T,) - -  j" 1~ d#~,, f f i r  / i  e ~ (X,~,), 

also mittels der in Satz 1 enth~ltenen Eindeutigkeitsaussage 

~o~,1----#T, ffir i = 1 , 2 .  _~] 

Auf Grund dieses Satzes existiert also zu zwei Prozessen a 1 t, t e T 1 ,  u n d a t  2, 
t ~ T2, die im gemeinsamen Parameterbereich T1 ~ T~ gleich verteilt sind, stets 
ein ProzeB at, t ~ T1 W T2, derart, daB fiir i ~ l, 2 die Zufallsvariablen at, t ~ T~, 
und a~, t ~ Ti,  gleich verteilt sind. DaB eine derartige ,,Komposition" im allgemeinen 
nieht eindeutig ist, zeigt sofort der Fall T1 (~ T2 = 0. 

In diesem Zusammenhang sind zwei Ergebnisse aus [2] yon Interesse: 

a) Ist  T ---- {1, 2, 3} und T~ ---- T -- {i}, so existiert zu vertrggliehen W-MaBen 
#T, I~T,, 1 ~ i ~ 3, nieht notwendig ein W-MaB #]!~T mit diesen M~rginal- 
m & B e n .  

b) Ist ~ ein beliebiger G-Ring fiber X~, so existiert zu vertrgglichen W-MaBen 
/*1] 9~1 x 9A2 und #3[ ~12 X 9A8 nicht notwendig ein W-MaB auf I-I  ~ 9~ mit diesen 

(~ ~ 1 _ ~ i ~ 3  

M~rgin~lmaBen. 
Das zeigt einerseits, daB die topologischen Voraussetzungen in Satz 3 wesent- 

lieh sind, und andererseits, dab dieser Satz nur unter zuss Annahmen fiber 
die Mengen Ti auf mehrere vorgegebene W-MaBe #~., ] ~T, verallgemeinert werden 
kann. 

Dabei genfigt es, yon den Eigensehaften der in der Einleitung betraehteten 
Parameterbereiche T und To die folgenden zu verwenden: 

I T  ist eine teflweise geordnete kommutative Gruppe, d.h. 
(4) mit tl ~ t2 gilt ffir alle t ~ T ~uch tl -k t ~ t2 -k t; 

To ist lfickenlos, d.h. 
(5) mit tl und t2 enthKlt To auch alle t m i t  tl ~ t < t2. 

Mit diesen Bezeichnungen lautet die erste zur L6sung des Fortsetzungsproblems 
ben6tigte Aussage : 

Satz 4. Fi~r eine teilweise geordnete kommutative Gruppe T seien die Voraus- 
setzungen yon Satz 3 gegeben. Ferner sei 

(6) To c T li~ckenlos, H c T vollstiindig geordnet 

und T (h) : = {t ~- h: t ~ To} /i~r h ~ H.  Dann  existiert zu vertr~iglichen W.Ma/3en 
/tT(~) [ ~T(h),  h ~ H,  stets ein W-Mar l / z [  ~ T  derart, daft 

- 1  /i~r alle h ~ H ~t O Y~T(h) ~ fiT(h) 

Beweis. 1. Ist  T (H) : = ~J  T (h), so genfigt wie im Beweis yon Satz 3 die Kon- 
h e l l  

struktion eines W-MaBes fiT(h)] ~T(~) m i t  
--1 IZT(h) o Zqr(h) ---- #T(h) ffir alle h e H .  

2. Dabei sei H zun/iehst als endlich angenommen, wegen (6) also 

H = { h l  . . . .  ,hn} mit h l < ' " < h n .  



346 H .G .K~LL~R:  

Dann gilt ffir n > 1 stets 

(7) ([,J T ( h m ) ) n  T ( h n ) =  T(hn-1)(3 T(hn) .  
m ~ n  

UIn das naehzuweisen, sei t e T(hm) (~ T(hn) mit m < n, d.h. 

t l - ~ - h m = t - = t 2 - F h n  mit t t , t 2 ~ T o .  

Das ergibt die Ungleiehung 

tu G t2 q- (hn --  hn-1) G t2 q- (hn --  hm) = t l ,  

wegen (6) also tz q- (hn --  hn-1) ~ To und somit 

t = (t2 + (hn - -  G - l ) )  + h . - 1  ~ T ( G - l )  �9 

3. Nach diesen Vorbereitungen lgBt sich die - -  fiir n = 1 triviale - -  Behaup- 
tung durch vollsti~ndige Induktion beweisen. Mit der Abkfirzung G ~- {h i , . . . ,  hn-1} 
sei also #r(e) l ~3T(a) ein W-Mag derart, dab 

--1 (8) #T(e) o 7~(h) = #T(h) ffir h e G. 

Dann iibertrggt sich wegen (7) die Vertr/~gliehkeit yon #T(h,-~) und #~(h,) auf  
#T(a) und #f(h,), so dab nach Satz 3 ein W-MaB/~T(H) I 23T(H) existiert derart, dab 

(9) ktT(t~) o 7 r ~ )  ~T(e) und #T(H) o ~T(h,) = #r(h,). 

--1 Die gelat ionen (8) und (9) ergeben zusammen #T(m o 7~T(h)= #T(h) ffir alle 
h e H und damit  die Richtigkeit der Behauptung ffir endliches H. 

4. I m  allgemeinen Fall sei zungchst G eine endliche Teilmenge von H;  ferner 
werde angenommen: 

heG 

Is t  dann # G H  ein nach Tefl 3 vorhandenes W-MaB auf !~T(H) mit  den Marginal- 
maBen/~T(n) ffir h e G, so folgt daraus 

b e g  hsO 

Das ergibt wie im Beweis zu Satz 3 die Eindeutigkeit der Definition 

heG heO 

ffir Funktionen aus 

Lf: = { ~ / h  o ~T(h): G c H  endlich und [h ~ ~(XT(a))} �9 
b e g  

5. Gleichfalls wie im Beweis zu Satz 3 folgt nun, daft ~ und A (mit T (H) 
start  T) alle erforderlichen Voraussetzungen erfiillen und demnach ein W-MaB 
mit  den vorgegebenen MarginMmaBen existiert. _ J  

Aus diesem Satz folgt insbesondere ffir T = R, To = [0, 1] und H = R der 
bereits in der Einleitung formnlierte Satz a), also die Tatsaehe, dag die zu den 
Parameterbereiehen S mit  max S - -  rain S ~ 1 geh6rigen Verteilungen eines 
Prozesses at, t ~ T,  abgesehen yon der Vertr/~glichkeit unabhangig sind. 
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AbschlieBend sei an einem Gegenbeispiel gezeigt, dab beide Voraussetzungen 
in (6) wesentlich sind. Zu diesem Zweck liege einer der folgenden Fiille vor: 

a) T = Z ,  T 0 = { - -  1 , 0 , 2 } = H ,  
d.h. H ist vollsti~ndig geordnet, jedoch To nicht ltickenlos; 

b) T = Z •  To----{(0, 1), (0, 0), (1, 0)} = H ,  
d.h. To ist lfickenlos, jedoch H nicht volls~ndig geordnet. 

Da die Abbildung Z x Z  ~ (tl, t2)-~ 2 t l -  t2 EZ eine umkehrbar eindeutige 
Zuordnung zwischen den zu a) und b) gehSrenden Mengen Ta herstellt, kann sich 
die weitere Untersuchung auf den ersten Fall beschr/~nken. Hier werde mit zwei 
nicht vertauschbaren Permutationen ~ und W yon X --~ {1 . . . .  , n} und einer fiber 
X gleichverteilten Zufallsvariablen a definiert: 

(a~_l+h, aoh+h, a2h+h) ---- (a, ~(a), ~(a)) ffir h e U .  

Dann sind die zugehSrJgen W-MaBe fiT(h) vertrs da die zu a, ~v(a) und W (a) 
geh6rigen Verteilungen fibereinstimmen. Unter der Annahme, es existiere eine 
Komposition at, t ~ T, der Prozesse aht, t ~ Th, gilt jedoch mit Wahrscheinlichkeit 
Eins 

a- l=~v(a-2)  ( h = - -  1) und a+2=w(a-1)  ( h = 0 ) ,  

a + l : w ( a - 2 )  ( h = - - l )  und a + 2 = ~ ( a + 0  ( h = 2 ) ,  

was durch Einsetzen 

W (~ (a-2)) ----- a+2 : ~v (~v (a-2)) 

und damit einen Widerspruch zur Voraussetzung ~v ~o # ~v ~v liefert. 

w 3. Station~irer Ausgleich stochastischer Prozesse 

Ffir die weitere Untersuchung wird ein Hilfss~tz aus der Funktionalanalysis 
ben6tigt. Darin finder der zu einer kommutativen Halbgruppe d mit der l~ich- 
tungsrelation 

A' -~ A" genau dann, wenn A' = A" oder AA'  ---- A"  mit A E d 

gehSrende Konvergenzbegriff Verwendung, d.h. es ist 

{ l im~(A): = sup inf(v(AA') ,  l im~(A):  = inf sup ~v(AA') 
(1)  A e ~  A ' e s /  Aeo~ A e ~  A'Eo~r A e d  

ffir beliebige Abbildungen d ~ A ---> ~ (A) ~ R.  

Mit diesen Bezeiehnungen gilt: 

Satz 5. Es sei A ein lineares Funktional au/ dem linearen Raum cS und d eine 
kommutative Halbgruppe linearer Trans/ormationen A v o n  ~ in sich. Dann 
existiert unter der Voraussetzung 

(2) 1 ~  A (A/) < oo /i~r alle / E ~f 
A s 3 /  

ein bezi~glich d invariantes lineares Funktional A [ ~q~ derart, daft 

(/)<=limA(A~) /i~r alle / ~ ~f .  
A e d  
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Beweis. 1. Offenbar definiert 

S:=/t l~i<,<~ (A~/~ - /d: l <= n~Z'  / ~  ~f und A~E ~'} 

einen linearen Teilraum yon ~ und 

F(/): = ~ A (A/) 

ein positiv-homogenes und subadditives Funktional auf ~f. Mit diesen Ab- 
kiirzungen lauten die Forderungen an das gesuchte lineare Funktional: 

zt ([) ---- 0 ffir alle [ a S ,  

(/) < r ( / )  fiir alle [ E ~ce. 

Die Behauptung folgt damit unmittelbar aus dem Satz yon I-IAKN-BANACK, wenn 
nachgewiesen wird: 

1"([)>=0 ftiralle ] a J f f .  

2. Es sei also [ = ~ (AJ~ -- [~) mit [i ~ ~-~ und Ai a s / .  Dabei werde zungchst 
1 N i g h  

angenommen: 

(3) 7 ( ] ) : - - s u p A ( A [ ) < o o  ffir ]~-4-/i  ( l_<_i_<n).  
A e ~  

Dann grit ffir natfirliches k stets 

knsupA(A[) > ~ A ( A ~  . . . .  A~"]) 
A e ~  r 1 <=k~ ~ 

= ~ ~ A(A~ . . . .  ,--i(A~'+a-- d~')'"Akn~/d 
l~_i<<_n l<=kj~k 

= Z Z A(A~ . . . .  ,--i(A~+~-- A,) . . .A~'h)  
l ~ i ~ n  l <=ks~k ffir j * i  

->-- ~ ~ n - ~ ( r ( - l ~ ) + ~ ( + h ) ) ,  
l g i<=n  

und das ergibt 
1 

s u p A ( A / ) >  ~ ~ ( y ( - / d + y ( + h ) ) - - > 0  fiir / c ~ o o .  
A ~ d  l <i<=n 

3. Ist  die Annahme (3) nich~ erfiillt, so existieren gem/~B Voraussetzung (2) zu 
i -= 1, . . . ,  n Transformationen A~-, A + ~ d mit 

sup A(AA~- ( - - [d)  < oo und sup A ( A A  + (+h)) < oo. 
Ae~r Ae~r 

Ftir beliebiges A' ~ d werde nun definiert: 

]~:-=A'A-A+[i mit A : ~ : = A ~ . . . A f .  
t 

Dann geniigen ]1 . . . . .  [~ der Forderung (3), so dab 

sup A(AA'[)  >= sup A(AA-A+A' / )  
A e d  A e d  

A ' =sup A(A 2( 
A e M  l g i _ ~ n  

0 ffir beliebiges A' f f d .  

Daraus folgt die behauptete Ungleichung F(/)  ~ 0. 
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Die Voraussetzung (2) in diesem Satz ist wesentlich, wie folgendes Beispiel 
zeigt: 

= R  2 , A ( ( x l , x 2 ) ) = x l , d ~ - { A n :  n s Z }  mi~ A =(10 ~).  2f 

Itier ist d kommutativ,  und es giI~ 

lim A (A /) = sup (xl + nx2) 
A e d  ne Z  

= x l ,  falls x2--~ 0 (=  co sonst); 

die Annahme, A besitze die in Satz 5 angegebenen Eigensehaften, fiihrt jedoch zu 
folgendem Widersprueh : 

o = / t ( ( o ,  1)) - . g ( ~  (o, ])) 
= A ( ( o ,  ~)) - A( (1 ,  ~)) 
= A((--  1,0)) ~ - - 1 .  

Unter zusatzlichen Voraussetzungen 1/~Bt sich Satz 5 noch erganzen : 

~) Ist 5~ ein normierter Raum und sind die Transformationen A ~ d normtreu, 

so ist mit A auch A stetig, da 

[fi(/)[ <g~[A(A/)[ <[JAIl f/ir [l/l[ =<1. 
A e J  

b) Ist  ~f ein Vektorverband nnd sind die Transformationen A e d ordnungs- 

treu, so Jst mit A auch zi positiv, da 

z{(/) <limA(A]) <O far / < 0 .  
A e ~  

Ffir die Anwendung yon Satz 5 auf die in w 1 betraehteten linearen Funktionale 
ist zungehst eine Abkfirzung zweekmi~Ng: Ist  Xt  = X f/Jr t e T mit einer beliebi- 
gen Menge X und einer Gruppe T sowie 0 4: To c T, so definiert die Abbildung 

~1 xt  ~ (xt, t e ~ro) - .  (xt+1,, t e ~o)  e 1-[  xt 
teTo TA teTo 

die zu einem Element h yon T mit {t + h: t ~ To} c T0 geh6rige Versehiebung. 
Ferner wird folgender Begriff ben6fligfl: 

Definition. Es sei (X, 1I) ein topologiseher Raum, ~3 = cr(lI) und H eine ge- 
riehtete Indexmenge. /)ann heiBfl eine Gesamtheifi yon W-MaBen teal ~3, h ~ H, 
,asymptotisch gleichm/iBig sfiraff", falls zu beliebigem s > 0 stets eine kompakte 
Menge K mit lira teh (X -- K) < e existiert. 

hET/ 

Mifi diesen Bezeichnungen lautet die zweJte zur L6sung des Fortsetzungs- 
problems benSfiigte Aussage: 

Satz 6. Es sei T eine ]commutative Gruppe, H c T eine Halbgruppe und To c T 
eine Menge mit t -~ h ~ To/ i ir  alle t ~ To und h ~ H. Ferner 8el (X, 11) ein lo#al- 
~ompa~ter Raum mit abziihlbarer Basis und 23 = (~ (1I) sowie 

X s : = ~ X ,  1Is:=]-[~II ,  ~ 3 s : = ~ ~  /iir O : r  
t~S t eS  ten 
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Dann existiert zu einem W-Marl fl l !ST~ mit der Eigenseha/t 

(4) ff o ~7+~, h e H ,  asymptotisch gleiehm5rlig stra[[ /i~r t ~ To 

stets ein W-Marl ff l leT~ derart, daft 

(5) fio~= ~ ]i~r alle h E H ,  

(6) ] i m ] ( / O T h ) d f f ~ / d f i ~ f ( / o T h ) d #  /i~ralle [~(~(XT~ 
h e l l  h e l l  

Beweis. 1. Die Abbildungen / - >  l o Ta, h e H, definieren eine kommutative 
Halbgruppe ~/linearer Transformationen A des linearen l~aumes ~ (X T~ in sich, 
wobei ffir das dem W-MaB # [ ~  T~ entspreehende ]ineare Funktional A I(# (X T~ 
gilt: 

l i m A ( A / )  <= ]]/II < oo ffir alle /~(d(XT~ 
A ~ d  

Gem/~B Satz 5 existiert also ein bez/iglieh d invariantes lineares FunktionM 
/ l l ~ ( X  T~ derart, dab 

A(]) =< li-~ A(A])  fiir alle [ e ~ ( X T ~  
A ~ d  

Zusammen mit der entspreehenden Ungleiehung ffir -- [ liefert das : 

]im f (/ o Th)d# <= zl([) =<limf(/OTh)d# fiir alle t ecd(Xf~ . 
h e l l  h e l l  

2. Aus dieser Relation folgt neben A (1) = 1 die Positivit~t yon ~]. Um nach- 

zuweisen, dag A augerdem der Bedingung (6) in Satz 2 genfigt, gelte (~ (X) ~/n ~ 0, 
wobei ohne Einschr~nkung [n ~ 1 angenommen werden kann. Nach Voraus- 
setzung existiert dann zu vorgegebenem e > 0 und beliebigem t e To eine kom- 
pakte Menge Kt mit  

lim fft+h (X -- Kt) < e 
h~H 

und dazu, da die Konvergenz In ~ 0 naeh dem Satz yon DIz~i auf Kt gleiehm/~13ig 
ist, ein Index m t m i t  

/mr(X)  < e ffir x e K t .  

Das ergibt zusammen 

ff l([ n o ~t) <= l i ~  f (In o Zt+h)d,u -t- lim ] (In o :~t+a)d# 
h~H K~ h~H X--K~ 

<=e-}-e ffir n>~mt .  

3. Gem/~6 Satz 2 existiert demnaeh ein W-MaB # 1 23~~ derart, dal3 

A ( / ) = f / d f i  fiir lecd(XT~ 

das also gemi~B Tell I der geforderten Ungleichung sowie wegen der Invarianz yon 

zl und auf Grund der in Satz 1 enthaltenen Eindeutigkeitsaussage der Bedingung 
0 17 ;  1 = ; ftir h e H geniigt. _J  

Aus diesem Satz folgt insbesondere ffir T = R, T0 = [0, oo) und H = R der 
bereits in der EinMtung formulierte Satz b), also die Tatsaehe, dab sieh ein 
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stochastischer ProzeB at, t ~ To, mit identisch verteilten Zufallsvariablen at stets 
in dem dort angegebenen Sinn zu einem station/iren ProzeB at, t s To, ,,ansglei- 
chen" lagt. Welter ist im AnschluB an Satz 6 zu bemerken: 

1. Die Voraussetzung (4) ist wesentlich. Das zeigt beispielsweise ein abz/~hl- 
barer diskreter Raum X mit den Elementen Zn und die Folge der konstanten Zu- 
fallsvariablen an = zn, n >= 1, die diese Voraussetzung offenbar nicht erfilllt. Da 
~(X)  in diesem Fall jede besehr/~nkte Funktion -- also insbesondere jede Indika- 
torfunktion -- enth/i]t, milBte filr einen zngeh6rigen stationaren Prozeg an, n ~ 1, 
zun/ichst 

P (an ---- x) =< l imp (an+l~ =- x) ---- 0 filr alle x e X 
h- ->  c o  

und somit p (an e X) = 0 gelten. 

2. Eine hinreichende Bedingung filr die Voraussetzung (4) ist jedenfalls die 
Kompaktheit  des zugrunde liegenden Raumes, d. h. Satz 6 gilt uneingeschr/inkt, 
wenn X endlich ist. Eine weniger triviale hinreiehende Bedingung ist die schwache 
Konvergenz der zu at+h, h ~ H, geh6rigen Verteilungen filr jedes fes te t  e To. Das 
1KBt sich -- mit I-Iilfe der im Beweis zn Satz 2 unter (7) definierten Funktionen 
g~ -- leicht aus den tOloologischen Eigenschaften yon X ableiten. 

3. Die Ungleichung (6) liiBt sich weder ant  unstetige noch auf unbesehr/~nkte 
t~unktionen ]] X T~ ausdehnen. Das zeigt beispielsweise eine Folge yon Znfalls- 
variablenan, n ~ 1, mit 

n + l  und p ( a n = n ) - -  n + l '  

die die Voraussetzung (4) gem~B Bemerkung 2 erfilllt. Ffir einen zugeh6rigen 
stationgren ProzeB an, n ~ 1, gilt in diesem Fall 

E(/([tn)) = / ( 0 )  filr alle / E ~(R)  mit kompaktem Tr/iger, 

und das ergibt 

p (an ---- 0) ---- 0 und E (an) = 1 } 
p(hn = 0) = 1 und E([tn) 0 ,  fiir allen.  

4. Dagegen ist eine teilweise Verallgemeinerung der UngMchung (6) auf nach 
oben bzw. unten halbstetige F u n k t i o n e n / I X  T~ m6glich. Da eine meBbare der- 
artige Funktion nut  von abz/~hlbar vielen Variablen abhiingig und daher mit X 
auch der entsprechende Produktraum metrisierbar ist, ist / nach einem bekannten 
Satz Grenzwert einer monoton fallenden bzw. wachsenden Folge stetiger Funktio- 
nen. Daraus folgt mittels des Satzes yon der Integration bei monotoner Konver- 
genz ohne Schwierigkeit: 

f l d f i  ~ lim f (1 o r~)d# 
h e H  

ffir beschr/~nkte, nach oben halbstetige, ~~  Funktionen/[  XT~ 

.[ ld f f  < 1T~.[ (l o ~r~)dff 
h e l l  

fill" besehr/inkte, naeh unten halbstetige, !~T~ Fnnktionen 11XT~ 
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5. Aus diesen Beziehungen folgt insbesondere 

/ /~ (F) ~ lira tt (~- 1 (F)) fiir abgeschlossenes F ~ ~ T0, 
h e H  

(7) //~(G) ~ lim #(T~-I(G)) ffir offenes Ge  ~T0. 
h e l l  

Das ffihrt im Fall eines abzghlbaren diskreten Raumes zu der Ungleichung 

[lim #(v~-l(B)) ~/~(B) _< i ~ / z  (~-I(B)) 
(s) ~ - - h ~  

| f i ir  alle Mengen B e ~T0 mit endlich-dimensionaler Basis. 

Ferner ergibt sieh im Fail konstant~ Zuf~llsvariablen at -~- zt, t e To, ffir einen 
zugeh6rigen stationgren Prozel~ at, t ~ T0, stets 

Ip(([ t t ,  t e S ) e F s ) =  l mit Fs:=-{(zt+a, t e S ) :  h e l l }  5 
(9) [ ffir alle abzs Mengen 0 * S c To. 

6. Das folgende Beispiel zeigt, dal3 vorhandene Unabh~ngigkeiten beim statio- 
ns Ausgleich nicht notwendig erhalten bleiben. Es sei T0 -~ {n e Z : n ~ 1 } und 
/~] ~To ein ,periodisches" W-MaI~, d. h. es gelte tt o T~ -1 = # ffir eine geeignet ge- 
w~hlte natfirliche Zahl k. Dann ist die Voraussetzung (4) erfiillt und wegen der 
Periodizitgt 

Far  ein zugeh6riges W-Mal~/~1 ~ 0  gilt also wegen der Invarianz 

d. h . /~ ist eindeutig bestimmt und gleich 1 k- ~ # o ~  -~. Ist  daher an, n ~ 1, eine 
l <=i~_k 

periodische Folge konstanter und damit unabh~ngiger Zufallsvariablen mit einer 
~ 

primitiven Periode/c ~= 1, so sind die Zufallsvariablen der zugehSrigen Folge an, 
n >= 1, abh~ngig. 

7. Eine hinreiehende Bedingung fiir die Eindeutigkeit des W-MaiZes/~1 ~ ~~ ist 
neben einer derartigen Periodizitgt von ttl ~T0 die ,,asymptotische Stationarit~t" 
des entsprechenden stoehastischen Prozesses, d. h. die schwaehe Konvergenz der 
Z U  (at+h, t @ S),  h ~ 11, geh6rigen Verteilungen fiir alle endlichen Mengen 0 * S r To. 
In diesem Fall ist gems Bemerkung 2 die Voraussetzung (4) erffillt. Ferner kon- 
vergieren die Erwartungswerte E (/(at+h, t ~ To)), h ~ 11, ffir jede nut von endlich 
vie]en Variablen abh~ngige Funktion / ~ c~ (X'r d. h. die zu (at, t e S)  geh6rigen 
Verteilungen sind fiir alle endlichen Mengen 0 .  S c T0 eindeutig bestimmt. 

8. Im allgemeinen besteht dagegen keine Eindeutigkeit; das folgende Beispiel 
zeigt alas m6gliehe Ausmal~ der Mehrdeutigkeit. Es sei X endlich und ((zn)) eine 
Folge, die -- in beliebiger I~eihenfolge -- alle k-Tupel (x~, . . . ,  x~) mit k ~ 1 und 

5 Der Querstrieh 5bet einer Menge bezeichnet den Ubergang zur abgeschlossenen Hi~lle. 
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xi E X enth/flt. Dann erffillen die konstanten Zufallsvariablen an = zn, n >= 1, die 
Voraussetzung (4) und geniigen nach Konstruktion der Fo]ge ((Zn)) den Gleiehungen 

lira E (] (an+h, n => 1)) = n fm / (xn, n ~ 1), 
h--->oo x~sX 

l imE(/(an+h,  n ~ 1)) : m a x / ( x n ,  n ~ 1) 
h---->oo XneX 

flit jede nur yon endlich vielen Variablen abhgngige Funktion. Ein beliebiger 
station/irer ProzeB an, n ~ 1, erffi]lt also ffir derartige Funktionen die geforderte 
Ungleiehung, woraus sich -- wie im Beweis zu Satz 2 -- mittels monotoner 
Approximation leieht die giehtigkeit  yon (6) ffir alle zugelassenen Funktionen ab- 
leiten l~Bt. 

w 4. Liisung des Fortsetzungsproblems 

Mit Hilfe der in w 2 und w 3 erhaltenen Ergebnisse l~Bt sieh nun folgender 
Hauptsatz beweisen : 

Satz 7. Es sei T eine vollst~indig geordnete ]commutative Gruppe und 0 * To c T 
li~c]cenlos; /erner sei (X, 1I) ein lokal-]compa]cter R a u m  mit abz~ihlbarer Basis und 

= a(lI)  sowie 

teS  teS  teS  

Dann existiert zu einem W-Marl  jr176 ~ To mit der Eigenseha/t 

(1) ] t~s t~s 

|/alls S c To endlich und h ~ T mit  {t + h : t e S}  c To 

stets ein W-Marl  ~1 ~ T  derart, daft 

Beweis. Es sei T(h):  ~ {t -[- h: t ~ To} und/t~,(h) jenes W-MaB auf ~'(h), das 
aus #Tol ~T0 durch die Abbildung (xt, t ~ To) -+ (xt-h, t ~ T(h)) entsteht. Dann 
sind die W-MaBe f T  (h)] !~ y(h), h ~ T, wegen (1) vertr~glich, gem/iB Satz 4 existiert 
also ein W-MaB #l ~Y mit 

[~ 0 YgT(lh) = /s fiir alle h ~ T .  

Dabei sind die W-MaBe ,u o 7ct -1, t ~ T, anf Grund der Definition yon tt~(a) und 
wegen (1) identisch und somit gleichmi~Big straff. GemgB Satz 6 existiert also ein 
W-MaB/~1 ~ Tmi t  

/~ o T~- ~ =/~ ffir alle h e T ,  

das der dort angegebenen Ungleichung (6) geniigt. Das ffihrt auf Grnnd der Uber- 
einstimmung der W-MaBe f i t  (h), h ~ T, sehlieBlieh zn 

d. h./~ besitzt alle geforderten Eigensehaften. __J 
Mit diesem Satz ist insbesondere das eingangs formulierte Problem gel6st: 

jeder relativ-stations ProzeB at, 0 <-- t ~ 1, besitzt eine station~re Fortsetzung 
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at, t ~ 0. Zum AbsehluB sei an einem Beispiel gezeigt, dab cliese For tse tzung auch 
unter  s tarken Stetigkeitsvoraussetzungen nicht  eindeutig ist. 

Es sei (f2, 7[, p) das dureh das Lebesguesehe MaB auf  den Borelsehen Mengen 
des Interval ls  (0, 1] definierte W-Feld und a(co) die zum Interval l  (0, �89 gehSrige 
Indikatorfunkt ion.  Ferner  werde ffir t ~ 0 und  0 ~ ~ ~ 1 folgende meBbare Ab- 
bildung yon  19 in sich definiert: 

/ ~ - - t  [mode]  for  o~::_~,  
(2) ~(~o) : - -  [~ j r  (w - -  ~ - -  t [mod 1 - -  ~]) ffir co > ~; 

~ bewJrkt also in den dureh ~ definierten Teilintervallen yon  t9 eine zyklische 
Translation um --  t, d. h. die Gesamtheit  dieser Abbildungen bildet eine einpara- 
metrige Halbgruppe  maBtreuer Transformationen.  

Mit diesen Bezeichnungen sei 

a ~ ( w ) : : a ( 9 ~ ( c o ) )  ffir t ~ 0  und  0 ~ 1 .  

Die so definierten Zufallsvariablen besitzen folgende Eigenschaften:  

(3) a~, t ~ 0 ,  s tat ioner  ffir festes ~, 

(4) p ( lim a~, : -  a~o) = 1 ,  falls lira tn -~ to, 
n----> o o  ~----> o o  

(5) a ~ = a ~  2 fiir ~ i > � 8 9  

(6) p ( a ~ - - O  ffir 0 ~ t e Q ) ~ - l - g  ffir ~ � 8 9  

Die zu den Parameterwer ten  ~ ~ ~0 (~0 ~ �89 beliebig) geh6rigen stochastischen 
Prozesse a ~ t, t > 0, sind also gems (3) stationttr, wegen (4) iiberall fast sieher 
stetig und gem~fi (5) fiir t ~ ~0 - -  �89 identiseh, s t immen jedoch wegen (6) in ihren 
Verteilungen nicht  fiberein. 
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