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Une extension de la loi des grands nombres de Prohorov
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Summary. The Prohorov law of large numbers is extended to random vari-
ables taking their values in a 2-uniformly smooth Banach space (B, | |). In
our result the classical assumption of the scalar case is replaced by the
following one:

Ve>0, Y exp(—e/A(n)) < + 0,
nelN
where:

Am=272" ¥ sup(Ef*(X), | flx=1)

2"+1§j§2"+1

1. Introduction

Le théoréme de Prohorov [6] est probablement la forme la plus belle de la loi
forte des grands nombres pour une suite de variables aléatoires (v.a.) réelles,
indépendantes, non équidistribuées. Il était donc maturel d’en chercher une
extension aux v.a. & valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie. J.
Kuelbs et J. Zinn [3] ont obtenu la généralisation suivante, vraie dans tout
espace de Banach:

Théoréme 1. Soit (X, kelN) une suite de v.a. indépendantes d valeurs dans un
espace de Banach réel séparable (B, | |), telle que:
i) Il existe une constante M >0, vérifiant :

VieN, | X;I=Mj/L,j ps.,

ou: L,x=Log(sup(e, Logx));
ii) Si 'on pose pour tout entier n:

An)=2"2"( > E| X%,
p1gjgontt
ona:
Yex>0, > exp(—eg/i(n)< + oo.

nelN
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Sous ces hypothéses, I'équivalence suivante est réalisée:

1( Y Xk)Loc»l( Y Xxp)—2-0.

n1<kzn Noq<kzn

Cet énoncé reprend la formulation de la partie suffisante du théoréme de
Prohorov en remplagant les valeurs absolues des v.a. 4 valeurs scalaires par des
normes de v.a. a valeurs vectorielles. Or les travaux récents sur les théorémes
limites pour les v.a. & valeurs dans un espace de Banach - la loi forte des
grands nombres comme le théoréme central limite et la loi du logarithme itéré
- montrent qu’il n’y a pas analogie compléte entre les hypothéses sur la valeur
absolue des v.a. scalaires et celles sur la norme des v.a. vectorielles. Par
exemple, nous avons étendu la loi forte des grands nombres de Kolmogorov
aux espaces de Banach 2-uniformément lisses [2], sous une forme qui exige
non pas la convergence de la série de terme général E| X, |*/n?, mais seulement
de celle ayant pour terme général sup(Ef*(X,)/n%; | f|gz £1).

Dans le présent travail, nous allons de méme démontrer - toujours pour
des v.a. a valeurs dans un espace de Banach 2-uniformément lisse - une
extension de la loi forte des grands nombres de Prohorov, dans laquelle on
impose une hypothese de convergence beaucoup plus faible que la condition ii)
du Théoréme 1 ci-dessus.

2. Terminologie et résultats

Soit (X,,kelN) une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans un espace de
Banach réel séparable (B, || ||) muni de sa tribu borélienne.
Pour tout entier n on pose:
S,=X,+X,+ ... +X,.

On dit que la suite (X,, kelN) vérifie la loi forte des grands nombres si et
seulement si:

S /n—250.

Nous nous intéresserons a cette propriété limite pour des v.a. prenant leurs
valeurs dans un espace de Banach 2-uniformément lisse.

Avant d’énoncer les résultats nous rappelons la définition et les principales
propriétés d’'un tel espace.

Definition. Un espace de Banach (B, || |) de dimension n=2 est 2-uniformément
lisse s’il existe une constante K> 0, telle que pour tout couple (x,y) d’éléments de
B, on ait:

lx+p* 1+ llx—ylI* =2 x>+ K]

Les espaces de Banach de cette classe, a laquelle appartiennent en parti-
culier les espaces de Hilbert et les espaces IP(p=2), possédent de nombreuses
propriétés géométriques. Nous rappelons celles qui nous seront utiles.



Une extension de la loi des grands nombres de Prohorov 351

Soit (B, || |) un espace 2-uniformément lisse.
1) Pour tout élément x non nul de B, il existe une forme linéaire continue
D(x), telle que:
VYyeB, VteR:x+ty=+0,
on a:

d
I [x+ty|=D{x+ty)y).

2) Soit F la fonction: F: B—{0}—> B

xi=[|x[| DG/ [1x1);
on pose de plus: F(0)=0.
Cette fonction vérifie: VxeB |F(x)| 5 =|x]|.

De plus il existe une constante C>0, telle que pour toute suite (x,,...,x,)
d’éléments de B on ait:
1Y xI7PS2 Y F(C Y x))+C Y Ixl* 1)
15j5n 2<jsn  1sksj-1 1£j%n

3) L’espace (B, || ||) est de type 2. Si 'on désigne la constante intervenant
dans T'inégalité¢ de définition du type 2 par K, alors la relation (1) est vérifice
en particulier pour C=K.

Les espaces 2-uniformément lisses ont d’intéressantes propriétés probabilis-
tes qui ont été étudiées abondamment. Nous ne les rappelierons pas ici et nous
ne démontrerons pas davantage les propriétés 1), 2) et 3) ci-dessus; le lecteur
trouvera des détails et des références dans [4] et [2].

Nous rappelons & présent extension de la loi forte des grands nombres de
Kolmogorov démontrée dans [2]; cet énoncé justifie le type d’hypothése que
nous ferons dans la généralisation de la loi des grands nombres de Prohorov.

Théoréme 2. Soit (X, kelN) une suite de v.a. indépendantes, centrées, a valeurs
dans un espace de Banach 2-uniformément lisse (B, | ||). On suppose vérifiées les
conditions suivantes:

1) Il existe une constante K >0, telle que:
vnelN | X,| £ Kn/L,n)"? ps.

(la fonction L, étant définie comme dans le Théoréme 1);
2) lim (Y E|X,|%m=0;

n= 00 1<jsn
3) Y sup(Ef*(X)fj% 1 fllp £1)< + 0.
JjelN
Sous ces hypothéses la suite (X, keN) vérifie la loi forte des grands nombres.

Nous énongons a présent notre généralisation de la loi forte des grands
nombres de Prohorov.

Théoréme 3. Soit (X, keN) une suite de v.a. indépendantes et centrées, & valeurs
dans un espace de Banach 2-uniformément lisse (B, || |). Supposons vérifiées les 3
conditions suivantes:
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i) Il existe une constante M >0, telle que pour tout entier k:
| X | <MkE/L,kp.s.

(la fonction L, étant définie comme dans le Théoréme 1),
i) lm () E|X,[I?)/n*=0,
n-+00 1<k<n

iii) Si lon pose pour tout entier n:

An)=( 1 Y sup(Ef*(X ), I1f 115 =1))/2%",
2nplgjg2antt
alors on a:
Ve>0, ) exp(—e/A(n) <+ co.
neN

Sous ces hypothéses la suite (X,, keN) vérifie la loi forte des grands nombres.

Un espace (B,| |) 2-uniformément lisse étant de type 2, il cxiste une
constante K >0 telle que:

VneN  E|S,/nl> <K( E| X, |1%)/n*;

1=k=n

A

ainsi ’hypothése ii) du Théoréme ci-dessus implique la convergence en
probabilité vers O de la suite (S,/n, neIN). Une question naturelle se pose donc:
Peut-on améliorer le résultat précédent en remplagant I'hypothése ii) par la

condition plus faible S,/n—F—0?

La réponse a cette question est affirmative lorsque B est un espace de
Hilbert; nous ne savons pas ce qu'il en est dans des situations plus générales.
Dans le cas d’un espace de Hilbert, le Théoréme 3 admet le corollaire suivant:

Corollaire. Soit (X,, kelN) une suite de v.a. indépendantes et centrées a valeurs
dans un espace de Hilbert réel séparable (H,<{,»). Supposons vérifiées les
2 propriétés suivantes:

a) Il existe une constante M >0, telle que pour tout entier k:

1 X, £Mk/L,k ps.,

b) Si l'on pose pour tout entier n:

Am=( ) sup(E<f, X% f | g=1))/2%",

2np1sjgontt
alors on a:
Ve>0, ) exp(—e/A(n)<+ 0.

nelN

Sous ces hypothéses on a I'équivalence suivante:

S fn—""50eS,/n——0.
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3. Démonstration du Théoréme 3

En vertu d’un résultat classique (rappelé en Lemme 9 ci-dessous), on peut
supposer les v.a. X, symétriques. De plus, par application du Lemme 2.2 de
[3] la démonstration se réduit & montrer la convergence presque sfire vers 0 de
la suite:
Z,=( Y x)m
My 1gjEontt

En vertu du Lemme de Borel-Cantelli cette convergence presque sQire aura

lieu si:
Ye>0 > P(|Z,]>¢e)<+ 0.

nelN

L’espace B étant 2-uniformément lisse, on a pour tout entier n et tout w:

1 Z?=@ Y  F( ) X)X (o)

2nt1js2ntl an41sksi—1

+C ) 15012 (e))/22"

2nb1<j2ntt

ou on a posé par convention: > =0
n+1=j52n
De par cette inégalité la démonstration de la convergence de la série
numérique précédente se fera en 2 étapes. La premicre d’entre elles consiste a
établir:
Ve>0 Y P(( > 1X;1%)/2%" > g) < + o0.

neN 2rnp1gjs2ntl

Par indépendance cette propriété découle immédiatement du résultat plus
fort suivant:

Lemme L. ( Y [X;|2/)/n———0.

1<jzn
Démonstration du Lemme 1. Remarquons tout d’abord que I’hypothése ii) du
Théoréme 3 implique:

lim (3 E|X[?/j)/n=0. 2

n-+ 00 1<j5n

En posant pour tout entier j:

nous obtenons par application de ’hypothése i):

VieN  |nj<M?j/(L,j)* ps. @)
De plus:

Am=( ) Em22ert=M 3 (E[X)722 D(Logn)).
2

ne1sjg2ntd a1 ont



354 B. Heinkel

Ainsi pour tout ¢>0:
> exp(—¢/An))< + . 4
nelN
Les propriétés (2), (3), (4) permettent d’appliquer le Théoréme 1 rappelé en
introduction; donc:
(X 1X,0%pin—=-0.
1<j5n
Nous allons établir maintenant le résultat technique essentiel pour la
démonstration du Théoréme 3.

Lemme 2. On a:

LPC Y FC Y X)X)2*">16 O)< + oo,

nelN  2np1<jsant! ampi1<k<j-1
ou C désigne la constante intervenant dans linégalité (1).

Démonstration du Lemme 2. Nous allons montrer que la série précédente peut
s’écrire comme la somme de 2 séries convergentes. La convergence de ces
dernic¢res résultera des Lemmes 3 et 8 ci-dessous.

Nous introduisons tout d’abord quelques hypothéses et notations
simplificatrices.

Par hypothése il existe une constante K - que nous pouvons supposer sans
perte de généralité supérieure a 4 - telle que:

Viel(n)={2"+1,...,2"*'} | X,|<K2"/Logn ps.

Dans toute la suite de la démonstration du Lemme 2 nous ne nous
intéressons quwaux v.a. X; indexées par I(n), n étant fixé. Il n’y a donc aucun
inconvénient a renuméroter ces v.a. X, X,,..., X ..

Nous poserons S,=0, et pour tout j=1,2,...,2™

Sj=X1+X2+ +Xj,
Tj=( Z F(Sk—l)(Xk))/zzna

t=k=j

a,=I(|IS;_; || £(2"/K)Logn),
c;=sup(Ef*(X )/2*", || flz =1).

Enfin nous supposerons C>144 ce qui ne restreint évidemment pas la
généralité. 1l nous faut donc étudier la convergence de la série de terme
général:

a,=P(T,.>16C).

Pour majorer a, de fagon efficace, nous distinguerons 2 cas:
1) K/Logn<yA(n),

il) K/Logn>17A(n), ot y désigne la constante numérique Ke
Les termes a, d’indice vérifiant i) satisfont a la propriété suivante:

K/2
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Lemme 3. I/ existe un entier N et une constante 6 >0, tels que pour tout n=N
vérifiant i) on ait:
a,Sexp(—8/A(n). 6)

Démonstration du Lemme 3. Définissons la suite de v.a. &,:

é():o:

Vk=1,...,2", &=( Z F(Sj_l)(Xj)aj)/22”,
1sjsk

et Vk>2" & =E,.

On a alors la majoration suivante:
a, < P(sup(|IS; /2", 12j<2">(1/K) Logn)+ P(£,,> 16 C),
soit encore par application de 'inégalité de Lévy:
a,Z2P(|S,+/2"| >(1/K)logn)+ P(¢,.>16 C).

Pour majorer le premier terme du membre de droite, nous utiliserons
I'inégalité exponenticlle de V.V. Yurinskii [7], dont nous rappelons I’énoncé
pour la commodité du lecteur:

Lemme 4. Soient A, A,,..., A, n v.a. indépendantes a valeurs dans un espace de
Banach réel séparable (B, || ||). On suppose qu’il existe une constante L>0 telle
que:

Vi=1,2,...,n Vmentier=2 E|i|"<(m!2) E||* "2

Alors on a pour tout r>0:
1=<i=n

> EILIP+@L/2)

1<iZn

Pl Y Allzr<exp-

1=iZn

{FZ/S —(/E| Y A II}

Par application de I'hypothése ii) du Théoréme 3, le résuliat ci-dessus
implique T'existence de o’ >0 et de n, entier tels que:

Vnzng,  2P(|S,.]l/2">(Logn/K)) < exp —(a/A?(n)).
La majoration de P(£,.>16C) repose sur le résultat d’intégrabilité de
martingale suivant, di & P.A. Meyer ([5] Theorem 68):

Lemme 5. Soit (0,, %) une martingale réelle telle que 6,=0. Pour tout entier n,
on pose:
Vo= en - Gn— 1

H

et on suppose vérifiée la condition:

[vI=1 ps..
Désignons par ¢ la function: R —R

t—expt—1—t.
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Alors le processes y,,:

vn=(ﬁ‘«><10/19n)/1 (1+E(@(Av)|F 1))

k=<n

A

est une martingale pour tout AR,

Nous allons appliques ce résultat a la martingale (£, %), ou:

Zo=(,Q),
Vk=1,2,...,2" Fi=0(X,,X,,...,X}),
Vk>2r F=F,.

Si I'on pose pour tout j=2,...,2":

g;=1+E(p(AF(S;_ WX ) o;/2°")| F;_ ),
on constate que:

=1+ Y @ MK EGH F(S, ) (X )| 7).

kelN

Les propriétés de 'opérateur F et Phypothése i) faite sur A(n) impliquent:
gS1+ 3 (@ "R Am)* 2 S, 1% * s, (7
keN
L’espace B étant 2-uniformément lisse, nous déduisons de (7):

g;s1+ ) PHRHAW* QT +C Y (IX, 1222 c;;.

J
keN 18r<j~1

D’ou en faisant le changement de notation A=1/2C et en majorant
brutalement:

gi=1+ Z(/1’2"/(2k)!)(v/l(n))z"‘z((ljugzniﬂ/2C2)+ 2 X Pac2ye;

keN 1Z5r=2

Posons & présent:

Q= sup T,)2CH+ 3 (IX,[?/4C2*")=1).

1<rg2n 1Zrg2n

Pour tout we2, on a:

G@Z1+ Y (/RN A A~ 2c,.
keN
Choisissant a présent:

A'=1/y An), (®)
nous obtenons:
VoeQ,, glw)S1+ec,(1/yAm)>. ©

Cette relation subsite évidemment si j=1; nous aurons donc finalement

pour tout we,:
[T gjw)<exple/y*Am). (10)

l=j=2n
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Désignant a présent par y,. la v.a. (expAé,.)/ || g;, nous constatons que
S an

-
1A

[
A

pour tout wef?;:
V(@) Z exp((£2/2 Cy Aln)—(e/y> Am))).
Par application du Lemme 5, il vient donc:
Vnzny  a,Sexp—(a/A*(n)+P(Q7)+exp(—(8/yAm) + (e/y* A()),
soit encore:
Vnzn,  a,Sexp—(o/A%(m)+ P(Q})+exp—(4/y An)).
I1 faut a présent majorer P(Q). Remarquons déja que:

P(Q) = P( Z HX [2/22">2C)+P( sup T,>C?).

1<r 1gj=2n

Le premier terme du membre de droite se majore a nouveau aisément en
utilisant I'inégalité exponentielle de V.V. Yurinskii:

IngeN,  30'>0:Vnzng P( Y |X,1%/2°">20)exp— (/A ().

15rx2
Dr’ou en posant n,=sup(ng, ny) et o=inf(e’, a”):

Vnzn, a,22exp(—a/A*(n)+exp—4/yAm)+P( sup T;>C?. (11)
1sj=s2"

A partir de cette relation (11) nous allons obtenir le résuitat général
suivant:

Lemme 6. Pour tout indice n=n,, vérifiant la condition i), et pour tout kelN, on
a:
a,<2kexp—a/A*(n)+kexp—4/y Am)+P( sup T,>C**1), (12)
15js2n
Cette relation (12) est évidemment vraie pour k=1. Supposons-la vérifiée
pour un k arbitraire et montrons qu’elle subsiste pour (k+1).
Notons déja:

P( sup T>Ck+1)<P( sup HS H/2”>(Logn/K))+P( sup £>C"+l)

15j=2n
D’aprés le méme raisonnement que précédemment:

VYnzn, P( sup T,>C**Y<exp—a/A*(n)+P( sup &;>C 1)

1<js2n 1<j<2n

Le deuxiéme terme du membre de droite va a4 nouveau étre majoré en
utilisant une transformation exponentielle convenable de la martingale (,, £).

Reprenons les calculs précédents en faisant le changement de notation A
=1'/2C%*+ /2 et en posant:

Qe =(( sup L2C )+ Y (IX,|2/ACH 1 22)<1).

1grg2n
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On aura:

VoeQ,, , Vi=2..,2" g@)=1+ Y (1/2k))AHGAm) e,

kelN

En faisant le méme choix A'=1/y A(n) que précédemment, nous aurons pour
tout wef, , ;:

[1 gfw)sexple/y*An)).

l=js2n

Remarquons aussi que:

P( sup &;>C*1)=P( sup exp(¢;/(2C** 12y A(n))>exp(CY2/2y A(n)).
1zjz2n

1=j=2n
De plus:

P( sup ;> C"+1)§P(1<Sl_lgznv,->eXp((C"/Z/ZVA(n))—(e/vz/l(n))))JrP(Qz‘iH),

1=j=s2n

ou les v.a. y; sont construites comme plus haut avec évidemment une nouvelle
valeur pour A.

Les (y;, #) formant une surmartingale constante & partir de I'indice 2", telle
que Ey, =1, on aura:

P( sup &;>C*)<exp(—(C*?/2y An)+(e/y* A(m) + P(Q;, »)-

1=j=27

A présent:

P@ )SP( sup T,>C**H+P( Y |X,[?22">2C"D).
1zj=s2n 1Zrs2n
Sinzn,on a:
P, )SP( sup T;>C* ) +exp—a/A*(n).
tzjson

Les constantes K et C étant choisies telles que K>4 et C>144, on a par
ailleurs:

exp(—(CY?/2y A(n) + (e/y* A(n))) < exp — 4/y A(n).
D’ou finalement:
a,<2(k+1)exp—a/A*(n)+ (k+1)exp—4/yAm)+P( sup T;> C*+?),
1gjs2n
et ceci termine la démonstration du Lemme 6.

En appliquant ce Lemme 6 pour k=[(Logl/A(n))/Log C], le symbole [ ]
désignant la partie entiére, on voit qu’il existe une constante §>0 telle que:

Vnzn, a,Sexp(—p/A@m)+P( sup T;>1/A(m). (13)

Pour terminer la démonstration du Lemme 3, nous appliquerons I'inégalité
exponentielle suivante dans laquelle nous reprenons les notations du Lemme 5:
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Lemme 7. ([5] Theorem 69). Soit (0,,, %,) une martingale telle que: 6,=0 et:

VnelN  |v|£1 ps..
Alors le processes
Ta=exp(6,— () Y E(FIZ_))
1

k<n

1A

est une surmartingale pour tout AelR.
En particulier:
Va>0 P(supy,>a)<1/a.
nelN

Considérons la martingale:

=Y. (F(S;_ DX )I(IS; | @ AAm)"*)/2%")
12jgk
et appliquons le Lemme 7 avec A=1/4.
Pour n assez grand, on aura pour k=1,2,...,2"

Pz exp((40,—e'/?)/16) ps.
Donc:

P( sup 0;>1/A(m)<P( sup 7y;>exp((4/A(n)—e'?)/16))

l=j=2n

<exp((e'? —4/A(n)/16).

Une derniére application du Lemme 4 et (13) fournissent alors le Lemme 3.
Pour les indices vérifiant la condition ii) la majoration de a, est la suivante:

Lemme 8. Il existe un entier M et une constante >0, tels que pour tout n=M
vérifiant ii) on ait:
a,=n" % +exp(— p/An).

Démonstration du Lemme 8. La méthode de démonstration est la méme que
pour le Lemme 3. Nous garderons donc les différentes notations et nous
donnerons seulement un plan détaillé de la preuve.

1 ére étape: Nous démontrons tout d’abord l'analogue de la formule (11), a
savoir:

Yazn, a,S2exp(—a/A*(m)+n~7*+P( sup T,>C?). (11y
1

gjson
Pour cela nous reprenons le raisonnement précédent sans modification
jusqu'a la formule (7) qui doit étre remplacée par:

gi=1+ ) (1/2R))(K/Logn)* = 2(2/2"* S, _1[**¢;0;. 7y

keN

Les calculs se poursuivent comme plus haut jusqu’au niveau (8) ou l'on
choisit:

X =(Logn)/2. 8y
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La relation (9) devient:
VoeQ, giw)<1+(c;/4)(Logn)*e?, Oy
d’ou la relation (10) vérifiée pour tout weQ,:

[1 gfw)sexp(A(n)/4)(Logn)* e¥*)<exp(Ke*?/4y)Logn).  (10)

l=j=2n

Soit encore par définition de y:
[ glw)=n" (10"

1=j=2n
Il s’ensuit que (11) est remplacée par:

Vnzn, a,<2exp(—a/A*m)+n~"*+P( sup T,>C?). (11y
1

sjgon
2 éme étape: La formule (12) s’adapte comme suit:

Va=n, VkeN ang2kexp(—oc/Az(n))+kn‘7/4+P(1sup T,> C*+1)(12)

=j=2n

Pour démontrer cette relation il suffit de reprendre le raisonnement par
récurrence fait précédemment avec A=1/2C**2/2 et )’ =(Logn)/2.

3 éme étape: Appliquons (12) pour k=[(8 Log,n)/Log C]+1.

Par une nouvelle application du Lemme 7 - en tronquant & présent les v.a.
IS;_ |l au niveau 2"e¥*(Logn)*/? et en prenant toujours A=1/4 - on aura pour
nzn, (Zng):

P( sup T;>(Logn)®)<1/n.
1gjs2n

Donc:
Vnzn, a,<2([(8Log,n)Log C]+1)exp(—a/A*(n)
+([(8 Log, n)/Log C]+2)n~ "4,
Or:
1/A(n)>(y Logn)/K >4 Logn.
Finalement:

Vnzn, a,sn”%2+exp(—p/AM),

ce qui est bien la relation annoncée.

Le Lemme 2 découle alors des résultats partiels énoncés par les Lemmes 3
et &.

Il nous reste & déduire des Lemmes 1 et 2 la convergence de la série de
terme général P(||Z,|| > ¢).

Soit >0 quelconque; on a:

P(| Z,| > &)=P(I|Z,]|* > e*)=P(I(8 C'*/e) Z,]| *> 64 C)
PR Y IxlP>e20)

2n+1<jgantl

+PQ Y F( Y ¥)(Y)>160),

anpl=j2mtt 2n4isksj—1
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ou pour tout entier k on a posé:
Y, =(8C'?/e) X,.

Le premier terme du majorant est le terme général d’une série convergente.
Il en est de méme du second, car la suite de va. (Y,,kelN) vérifie les
hypothéses du Lemme 2.

Cet argument termine la démonstration du Théoreme 3.

4. Démonstration du Corollaire

Rappelons tout d’abord un résultat général de symétrisation ([3] Lemma 2.1):

Lemme 9. Soient X =(X, jelN) et X'=(X}, jeN) 2 suites de v.a. indépendantes a
valeurs dans un espace de Banach réel séparable (B, || |I); on suppose de plus que
X et X' sont indépendantes, de méme loi.

Alors les 2 propriétés suivantes sont équivalentes:

) (Y X)n——-0.

1£jgn
a) (Y (X,—X))/n———0,
1Zjzn

b) (D Xj)/n—P—>0.
1£jsn
En vertu de ce Lemme, il suffit de démontrer le Corollaire pour une suite
de v.a. symétriques (X, keN). L’étape suivante est une autre propriété de
convergence classique ([1] Lemma 3.1):

Lemme 10. Soit (X;,jelN) une suite de v.a. indépendantes et symétriques d
valeurs dans un espace de Banach réel séparable (B, | |). On suppose vérifiées les
conditions suivantes:

1) VjeN  ||X;| <) ps.
2 (Y X)mn—F—0.

1<jzn
Alors on a:
EIC Y, X)/m|*—0.
1<j=n
Par application du Lemme 10, la convergence en probabilite vers 0 de la

suite (( >, X j/n),neN) implique sa convergence vers 0 dans .
1=j=n
Un espace de Hilbert étant de cotype 2, il existe une constante K >0 telle
que:

VneN E|X, Hz/n2<KEH( X)/nl*.

1<ksn k=n

IIA
!l/\

Toutes les hypothéses du Théoréme 3 sont donc vérifiées et ceci termine la
démonstration du Corollaire.
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5. Un exemple d’application du Théoréme 3

Nous allons donner un exemple d’une suite de v.a. indépendantes a valeurs
dans [? vérifiant les hypothéses du Théoréme 3 et ne vérifiant pas celles du
Théoréme 1. En fait nous reprenons I'exemple donné dans [2] d’une suite de
v.a. satisfaisant aux hypothéses du Théoréme 2, mais pas & celles du Théoréme
1.

Soit (A3, j=1,2,..., [n"%]),. une suite indépendante de v.a.r., elles-mémes
indépendantes entre elles.

Pour tout n les 47, j=1,2,...,[n"/®], sont toutes de méme loi, & savoir une
distribution de Cauchy tronquée au niveau (n*/°)/L,n (la fonction L, étant
définie de fagon similaire & L,).

Supposons /> muni de sa base canonique (e,, nelN) et posons pour tout
entier n:

X,= Y e
15 j<[nl/9]
11 est clair qu’il existe une constante M >0 telle que:
VneN, [|X,|EMn/L,n ps..

De plus les hypothéses 2) et 3) du Théoréme 2 sont satisfaites (cf. [2]), donc
a fortiori les conditions ii) et iii) du Théoréme 3. Par contre le Théoréme 1 est
en défaut (voir [2] pour un calcul détaillé).
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