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Summary. The Prohorov law of large numbers is extended to random vari- 
ables taking their values in a 2-uniformly smooth Banach space (B, I[ II). In 
our result the classical assumption of the scalar case is replaced by the 
following one: 

where: 

gg>O, ~ exp(-e/A(n))< + 0% 
n~IN 

A(n)=2-2n( ~ sup(Ef2(Xj ) ,  IIfllB.~ 1)). 
2 n +  1 < j <  2 n+ 1 

1. Introduction 

Le th6or6me de Prohorov [6] est probablement la forme la plus belle de la loi 
forte des grands nombres pour une suite de variables al6atoires (v.a.) r6elles, 
ind6pendantes, non 6quidistribu6es. I1 6tait doric naturel d'en chercher une 
extension aux v.a. ~t valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie. J. 
Kuelbs et J. Zinn [31 ont obtenu la g6n6ralisation suivante, vraie dans tout 
espace de Banach: 

Th6or/~me 1. Soit (X  k , k e N )  une suite de v.a. ind@endantes d valeurs dans un 
espace de Banach r&l s@arable (B, [1 II), telle que: 

i) I1 existe une constante M > O, vdrifiant: 

VjeN, IIXj[I < M j / L 2 j  p.s., 

off: L2 x = Log(sup(e, Log x)) ; 

ii) Si l'on pose pour tout entier n: 

2(n)=2-2"(  ~" EIIXjlI2), 
2 n + l  < j < 2  - + j  

on a: 

V e > 0, ~ exp ( -  e/2 (n)) < + ~ .  
nEN 
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Sous ces hypoth&es, l'~quivalence suivante est rgalisde : 

1( Z Z ,0. 
II l<k<<_n n l<<k< n 

Cet 6nonc6 reprend la formulation de la pattie suffisante du thdor6me de 
Prohorov en rempla~ant les valeurs absolues des v.a./t  valeurs scalaires par des 
normes de v.a. ~t valeurs vectorielles. Or les travaux r6cents sur les th6or6mes 
limites pour les v.a. g valeurs dans un espace de Banach - la loi forte des 
grands nombres comme le th6or6me central limite et la loi du logarithme it6r6 
- montrent  qu'il n'y a pas analogie compl6te entre les hypoth6ses sur la valeur 
absolue des v.a. scalaires et celles sur la norme des v.a. vectorielles. Par 
exemple, nous avons 6tendu la loi forte des grands nombres de Kolmogorov  
aux espaces de Banach 2-uniform6ment lisses [2], sous une forme qui exige 
non pas la convergence de la s6rie de terme g6n6ral E IlX, ll2/n 2, mais seulement 
de celle ayant pour terme g6n6ral sup(Ef2(X, ) /n2;  H f liB, < 1). 

Dans le pr6sent travail, nous allons de marne d6montrer - toujours pour 
des v.a. ~ valeurs dans un espace de Banach 2-uniform6ment lisse - une 
extension de la loi forte des grands nombres de Prohorov, dans laquelle on 
impose une hypoth6se de convergence beaucoup plus faible que la condition ii) 
du Th60r6me 1 ci-dessus. 

2. T e r m i n o l o g i e  et  r 6 s u l t a t s  

Soit (Xk, k e N )  une suite de v.a. ind6pendantes /t valeurs dans un espace de 
Banach r6el s6parable (B, II [I) muni de sa tribu bor61ienne. 

Pour tout entier n on pose: 
S n = X I + X z + . . .  + X , .  

On dit que la suite (Xk, k e N )  v6rifie la loi forte des grands nombres si et 
seulement si: 

S n / n  p.s. ) 0 .  

Nous nous int6resserons /t cette propri6t6 limite pour des v.a. prenant  leurs 
valeurs dans un espace de Banach 2-uniform6ment lisse. 

Avant  d'6noncer les rdsultats nous rappelons la d6finition et les principales 
propri6t6s d'un tel espace. 

D e f i n i t i o n .  Un espace de Banaeh (B, ]1 II) de dimension n>=2 est 2-uniform~ment 
lisse s'il existe une constante K >0, telle que pour tout couple (x, y) d'dldments de 
B, on ait : 

ILx +y2 II + ILx-yll2 < 2  IlxllZ+KllYll 2. 

Les espaces de Banach de cette classe, ~ laquelle appartiennent en parti- 
culier les espaces de Hilbert et les espaces LP(p>2), poss6dent de nombreuses 
propribt6s g6om6triques. Nous rappelons celles qui nous seront utiles. 
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Soit (B, 11 11) un espace 2-uniform6ment lisse. 
1) Pour tout 616ment x non nul de B, il existe une forme lin6aire continue 

D(x), telle que: 
Vy~B, Vt~N: x+ty4=O, 

on a: 
d 
dt ]Ix + tyll = D(x + ty)(y). 

2) Soit F la fonction: F: B-{0}--~ B' 

x ~  qlx[I O(x/llxll); 
on pose de plus: F(0)= 0. 

Cette fonction v6rifie: Vx~B [IF(x)IIB,= Ilxll. 
De plus il existe une constante C>0,  telle que pour toute suite (x 1 .. . .  ,xn) 

d'616ments de B on ait: 

[] ~ xjl12~2 ~ F( ~ Xk)(Xj)+C ~ Hxj]l 2. (1) 
l<_j<=n 2<j<_n l<<.k<_j--1 l<=j<=n 

3) L'espace (B, [] ][) est de type 2. Si l'on d6signe la constante intervenant 
dans l'in6galit6 de d6finition du type 2 par K, alors la relation (1) est v6rifi6e 
en particulier pour C = K. 

Les espaces 2-uniform6ment lisses ont d'int6ressantes propribt6s probabilis- 
tes qui ont 6t6 6tudi6es abondamment. Nous ne les rappellerons pas ici et nous 
ne d6montrerons pas davantage les propri6tbs 1), 2) et 3) ci-dessus; le lecteur 
trouvera des d6tails et des r6f6rences dans [4] et [2]. 

Nous rappelons ~ pr6sent l'extension de la loi forte des grands hombres de 
Kolmogorov d6montr6e dans [2]; cet 6nonc6 justifie le type d'hypoth6se que 
nous ferons dans la g6n6ralisation de la loi des grands nombres de Prohorov. 

Th~or~me 2. Soit (Xk, keN)  une suite de v.a. ind@endantes, centr~es, d valeurs 
dans un espace de Banach 2-uniformOment lisse (B, [[ [I). On suppose vOrifiOes les 
conditions suivantes : 

1) Il existe une constante K > 0 ,  telle que: 

VnMN ][ X, ][ < Kn/(L2n) 1/2 p.s. 

(la fonction L 2 dtant d~finie comme dans le ThOorOme 1); 

2) lim ( ~ EIIXj[I2)/n2=O; 
n ~ + o o  l < j < n  

3) ~ sup(Efz(xj)/j2; ][THB" < 1)< + oo. 
j~N 

Sous ces hypotheses la suite (Xg, k~lN) vOrifie la loi forte des grands nombres. 

Nous 6nongons h pr6sent notre g6n6ralisation de la loi forte des grands 
nombres de Prohorov. 

Th6or~me 3. Soit (Xk, keN) une suite de v.a. ind@endantes et centr~es, ~ valeurs 
dans un espace de Banach 2-uniform~ment lisse (B, ]] H). Supposons vOrifides les 3 
conditions suivantes : 
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i) II existe une constante M>O, telle que pour tout entier k: 

IIXkll <= M k/L2k p.s. 

(la fonction L 2 &ant d~finie comme dans le Thdor~me I) ,  

ii) lim ( y, EIIXk]12)/n2=O, 
n ~ + o o  l < k < n  

iii) Si l'on pose pour tout entier n: 

A(n)=( ~ sup(Ef2(Xj) ,  IlfllB.~l))/2 2n, 
2 n + l < j < 2  n + l  

alors on a: 
Ve>O, ~ exp ( - e / A (n ) )<  + oo. 

n ~ 4  

Sous ces hypothdses la suite (Xk, keN) v&ifie la loi forte des grands nombres. 

Un espace (B, II II) 2-uniform6ment lisse &ant de type 2, il existe une 
constante K > 0 telle que: 

Vn~N EllSn/nN2<g( ~ EIISklle)/n2; 
l < k < n  

ainsi l'hypothbse ii) du Th6or6me ci-dessus implique la convergence en 
probabilit6 vers 0 de la suite (S,/n, nMN). Une question naturelle se pose donc: 
Peut-on ambliorer le r6sultat pr6chdent en remplaqant l'hypoth6se ii) par la 

condition plus faible S,/n P ~07  

La rhponse ~t cette question est affirmative lorsque B e s t  un espace de 
Hilbert; nous ne savons pas ce qu'il en est dans des situations plus ghn6rales. 
Dans le cas d'un espace de Hilbert, le Thhorhme 3 admet le corollaire suivant: 

Corollaire. Soit (X k, k e N )  une suite de v.a. ind@endantes et centr~es d valeurs 
dans un espace de Hilbert rdel s@arable (H, ( , ) ) .  Supposons vOrifiSes les 
2 propri&ds suivantes: 

a) II existe une constante M>O, telle que pour tout entier k: 

IlXkl I <= M k / L 2 k  p.s., 

b) Si l'on pose pour tout entier n: 

A(n) = ( ~ sup(E( f ,  X j )  2, I l f l l~< 1))/2 2", 
2 n + 1 < j < 2  n+~ 

alors on a: 
Ve >0, ~ exp ( - e / A (n ) )<  + oo. 

n6N 

Sous ces hypothOses on a l'dquivalence suivante : 

Sn/n P'S'---~ O.c:> Sn/n - P ~0. 
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3. D6monstration du Th6or6me 3 

En vertu d'un r6sultat classique (rappel6 en Lemme 9 ci-dessous), on peut 
supposer les v.a. X k sym6triques. De plus, par application du Lemme 2.2 de 
[3] la d6monstration se r6duit ~ montrer  la convergence presque sfire vers 0 de 
la suite: 

Z , = (  2 X~)/2". 
2 n + 1  <j<2 n+1 

En vertu du Lemme de Borel-Cantelli cette convergence presque sfire aura 
lieu si: 

Ve>O .~, P(IIZ,,IL > e ) <  § oo. 
hEN 

L'espace B 6tant 2-uniform6ment lisse, on a pour tout entier n et tout co: 

IIZ.(co)ll2 ~(2 ~, F( ~ Xk)(X j)(CO ) 
2n+1<=j<=2 n+l 2n+l~<k_< /--1 

+ C Z IIXjIt 2(c~ 
2 n + l = < j < 2  ,~+1 

off on a pos6 par convention: ~ =0.  
2n+l__<j=<2 ~ 

De par cette in6galit6 la d6monstration de la convergence de la s6rie 
num6rique pr6c6dente se fera en 2 6tapes. La premi6re d'entre elles consiste ~t 
6tablir: 

Ve>O ~ P(( ~,, IlX/12)/22">e)< +oo. 
hEN 2n+l<=j<=2 n+l 

Par ind6pendance cette propri6t6 d6coule imm6diatement du r6sultat plus 
fort suivant: 

Lemme 1. ( ~ []Xj][2/j)/n p.s. ~0. 
l<=j<n 

Ddmonstration du Lemme 1. Remarquons tout d 'abord que l 'hypoth6se ii) du 
Th6or6me 3 implique: 

lim ( ~ EI[xjHa/j)/n=O. (2) 
n~+c~ l < j < n  

En posant pour tout entier j: 
~j= Ilxjll2/j, 

nous obtenons par  application de l'hypoth6se i): 

V jeN  Ir/j[ =< Mzj/(Lzj) 2 p.s. (3) 
De plus : 

) , ( / 7 ) = (  Z E[rlj[2)/22(n+ l )<=M'  E (E[]Xj[[z /22(n+ l ) ( L ~  �9 
2n+ i _-<j_-< 2 n+ 1 2n+  1 _-<j=< 2 n+ 1 
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Ainsi pour  tout  e > 0: 

e x p ( -  e/2(n)) < + oe. (4) 
uEIN 

Les propri6t6s (2), (3), (4) permettent  d 'appl iquer  le Th6or6me 1 rappel6 en 
in t roduct ion;  donc:  

( 2 IlXjll2/j)/n p.s. ' 0 .  

l<j<=n 

Nous  allons 6tablir main tenant  le r6sultat technique essentiel pour  la 
d6monst ra t ion  du Th6or6me 3. 

Lemme 2. On a: 

2 P(( ~ F( 2 Xk)(X;))/22~ > 16 C ) <  + 0% 
neN 2n+l<=j<=2 n+l 2n+l<k<j--1 

oft C d~signe la constante inrervenant dans l'in~galit~ (1). 

D~monstration du Lemme 2. N o u s  allons mont re r  que la s~rie pr6c6dente peut  
s'6crire c o m m e  la somme de 2 s6ries convergentes. La  convergence de ces 
derni6res r6sultera des Lemmes  3 et 8 ci-dessous. 

N o u s  introduisons tout  d ' abord  quelques hypoth6ses et notat ions 
simplificatrices. 

Par  hypoth6se il existe une constante  K - que nous pouvons  supposer  sans 
perte de g6n6ralit6 sup6rieure/ t  4 - telle que:  

Yj~I(n)={2"+l . . . . .  2 n+l} [[Xj[l<g2"/Lognp.s. 

Dans  toute la suite de la d6monst ra t ion  du Lemme 2 nous ne nous 
int6ressons qu 'aux  v.a. Xj  index6es par I(n), n 6tant fix& I1 n 'y  a donc  aucun 
inconv6nient  ~t renum6roter  ces v.a. X 1, X2, . . . ,X2, .  

N o u s  poserons S o = 0, et pour  tout  j = 1, 2 . . . . .  2": 

S j =  X I - ~  X2-}- ... -~- X j ,  

5 = (  E F(Sk-1)(Xk))/22", 
l<~k<~] 

c~j = I(l[ S j_ 1 l[ < (2"/K) Log  n), 

cj = sup(Efz(xj)/22", II f IIB" =< l). 

Enfin nous supposerons  C > 1 4 4  ce qui ne restreint 6videmment  pas la 
g6n6ralit6. I1 nous faut donc  6tudier la convergence de la s6rie de terme 
g6n6ral: 

an=P(T2.>16C ). 

Pour  majorer  a n de faqon efficace, nous dist inguerons 2 cas: 

i) g/Logn<TA(n), 
ii) K / L o g  n > 7A(n), off y d6signe la constante numdrique Ke K/2. 
Les termes a,  d ' indice v6rifiant i) satisfont ~t la propri6t6 suivante: 
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Lemme 3. I1 existe un entier N e t  une constante 6 >0, tels que pour tout n>=N 
v&ifiant i) on ait : 

a, < e x p ( -  6/A(n)). (6) 

Ddmonstration du Lemme 3. D6finissons la suite de v.a. ~k: 

4 0  ~ 0~ 

V k = l  .... ,2", ~k=( ~ F(Sj_~)(Xj)a j ) /2  2", 
l<=j<=k 

et Vk > 2", ~ k ~ 2  n. 

On a alors la majoration suivante: 

a n =< P(sup( II St I1/2n, 1 < j  __< 2 n) > (l/K) Log n) + P(~2- > 16 C), 

soit encore par application de l'in6galit6 de L6vy: 

a, =< 2P( [1S2n/2n LI > (l/K) log n) + P(~ 2 ~ > 16 C). 

Pour majorer le premier terme du membre de droite, nous utiliserons 
l'in6galit6 exponentielle de V.V. Yurinskii [7], dont nous rappelons l'6nonc6 
pour la commodit6 du lecteur' 

Lemme 4. Soient 21,22, "",'~n n v.a. ind@endantes d valeurs dans un espace de 
Banach rod sOparable (B, [I [[). On suppose qu'il existe une constante L > 0  telle 
que: 

V i = l , 2  . . . .  ,n Vm ent ier>2 Ell2i[lm<(m!/2) gHRill2g "-2.  

Alors on a pour tout r > 0: 
f r2 /8 - ( r /4 )El]  2 )-ill} 

P(l[l_<~/_<n)-il[>r)<exp-(_ _ ~- EH2iH21-+~/2) �9 
l<=i<=n 

Par application de l'hypoth6se ii) du Th6or~me 3, le r6sultat ci-dessus 
implique l'existence de ~ '>0  et de n~ entier tels que: 

> , Vn=no 2P(llSE.IL/2">(Logn/K))<=exp--(~'/A2(n)). 

La majoration de P(~2.>16C) repose sur le r6sultat d'int6grabilit6 de 
martingale suivant, dO/L P.A. Meyer ([-5] Theorem 68): 

Lemme 5. Soit (0,, ~ )  une martingale r~elle telle que 0 o=0.  Pour tout entier n, 
on pose: 

v~ = O~ - O n_ 1, 

et on suppose vOrifi~e la condition." 

Iv,I< 1 p.s.. 

DOsignons par qo la function : , lR -+N 

t~--, expt - 1 - t. 
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Alors le processes 7,: 

7 , = ( e x p 2 0 , ) /  I~ (l+E(g0(,~Vk)l~_x)) 
l < k < = n  

est une martingale pour tout 2EIR. 

Nous  allons appliques ce r6sultat ~t la mart ingale (~k, ~'~), Off: 

= (r O), 

V k = l , 2  . . . .  ,2" ~ = a ( X 1 , X  z ..... Xk) , 

Vk>2"  ~=~22-"  

Si l 'on pose pour  tout  j = 2 . . . . .  2": 

gj = 1 + E(~o(2F(Sj_ O(X) ej/22")l ~ _  1)), 
on constate  que: 

gj = 1 + Z (2-""k/(2 k)!)E(2 2k Fzg(sj_ 1)(X) c@ ~ _  1)" 
k E N  

Les propri6t6s de l 'op6rateur F et l 'hypoth6se i) faite sur A(n) impliquent:  

g~< 1 + ~ ((2-"2)ak/(2k)l)(vA(n)) zk-2/[S j_ 1 [[2kcjej (7) 

L'espace B 6tant 2-uniform6ment  lisse, nous d6duisons de (7): 

g j < l +  Z (22k/(2k)!)(vA(n))2k-Z(2Tj_l +C Z ([IXr[Iz/22"))kcfl~j �9 
k e n  1 <=r<=j - 1 

D'ofi en faisant le changement  de nota t ion  2 = 2 ' / 2 C  et en majoran t  
bruta lement :  

g~<l+ ~(2'2g/(2k)!)(yA(n))2k-2(( sup T/2C2)+ ~, IlX~[12/4C22")kcj. 
ke~q  1 < - r < - 2  n l__<r_<_2 n 

Posons ~t pr6sent: 

12~=(( sup T~/2C2)+ ~ (1[X~[[2/4C22")<1). 
l <_r<_2 n l < r < _ 2  n 

Pour  tout  coef21 on a: 

g~(~o) < 1 + ~, (1/(2k)!) 2" 2k(TA(n))2k-- 2 cj. 
k e n  

Choisissant h pr6sent: 
)J = 1/y A(n), 

nous obtenons:  

Cette relat ion 
pour  tout  co6(2a: 

(s) 

Y me f21, gj(co) < 1 + e cj(1/7 A(n)) 2. (9) 

subsite 6videmment  si j = l ;  nous aurons donc finalement 

~I gj(co)<exp(e/yaA(n)). (10) 
1 = < j < 2  n 
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D6signant /~ pr6sent par 72n la v.a. (exp2~2.)/ 1-I gj, nous constatons que 
1 < : j < 2  n 

pour tout co~f21 : 

72.(c0) > exp ((~2./2 C 7 A(n)-  (e/72 A(n))). 

Par application du Lemme 5, il vient doric: 

> , V n = n o a,,_-< exp - (a'/A2(n)) + P(f2~) + e x p ( -  (8/?A(n)) + (e/~2A (n))), 

soit encore: 

> , Vn=n  o a,<exp-(a'/A2(n))+P(f2~)+exp-(4/~A(n)). 

I1 faut ~ pr6sent majorer P(Q~). Remarquons d6j& que: 

P(f2])<P( ~ IIX~[Iz/22">2C)+P( sup Tj> CZ). 
1 ~ r  <- 2 n 1 ~j<= 2 n 

Le premier terme du membre de droite se majore ~ nouveau ais6ment en 
utilisant l'in6galit6 exponentielle de V.V. Yurinskii: 

3no~N," 3e">O: v n = n  o ' ~  > " P( 2 I]X~H2/22n>RC)<=exp-(~ �9 
l <=r<=2 n 

D'ofi en posant n0=sup(n~, n~) et , = i n f ( , ' , , " ) :  

Vn>n o a.<=2exp(-~/AZ(n))+exp-4/TA(n)+P( sup Tj> C2). (11) 
1<=j<=2 n 

A partir de cette relation (11) nous allons obtenir le r6sultat g6n6ral 
suivant: 

Lemme 6. Pour tout indice n>n o, v~rifiant la condition i), et pour tout keN, on 
a ."  

an<2kexp- , /AZ(n)+kexp-4 /vA(n)+P(  sup Tj>Ck+I). (12) 
l <=j<=2 n 

Cette relation (12) est 6videmment vraie pour k--1. Supposons-la v6rifi6e 
pour un k arbitraire et montrons qu'elle subsiste pour (k + 1). 

Notons d6j~: 

P( sup Tj>Ck+~)<P(  sup [[Sj[I/2n>(Logn/K))+P( sup ~.>Ck+l).  
1 < j < 2  n 1 <: j<:2  n 1 < : j < 2  n 

D'apr6s le m6me raisonnement que pr6c6demment: 

Vn>n o P( sup Tj>Ck+!)<exp-~/A2(n)+P( sup ~j>ck+l) .  
1 _ _ < j < 2  ~ 1 < _ j < 2  n 

Le deuxi6me terme du membre de droite va ~ nouveau 6tre major6 en 
utilisaut une transformation exponentielle convenable de la martingale (~k, ~) .  

Reprenons les calculs pr6c6dents en faisant le changement de notation 2 
= 2'/2 C (k+ 2)/2 et en posant: 

Qk+~=(( sup T~/RCg+2)+( ~ ([]X, llZ/4Ck+!22"))<=l). 
1 _ < r _ < 2  n l < e < 2  n 
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On aura :  

VO)eQk+i, Vj = 2 . . . .  ,2" g/(co) =< 1 + ~ (1/(2k)!) 2'2k(~ 2k- 2 c i. 
k e n  

tout  (oeO~+ i" 

FI 
l__<j__<2- 

Remarquons  aussi que:  

P(  sup ~j>Ck+l)=P( sup 
1 _-<j<2 n 1 < j < 2  n 

En faisant le meme choix 2 ' =  1/TA(n) que pr6c6demment,  nous aurons pour  

gj(co) < exp (e/72 A(n)). 

De plus: 

exp (~j(2 C (k + 2)/2 2 A (n))) > exp (C k/2/2 ~/A (n))). 

P( sup ~j>ck+l)<=P( sup ?j>exp((Ck/2/27A(n))-(e/v2A(n))))+P((2~,+1), 
1 < 1 < 2 ~  1 < 1 < 2 ~  

off les v.a. 7~ sont construites comme plus haut  avec 6videmment  une nouvelle 
valeur pour  2. 

Les (Tj, ~ )  fo rmant  une surmart ingale constante /~ partir  de l 'indice 2 n, telle 
que E~I = 1, on  aura :  

P( sup C k+ a<,<2='= - 42> 1)<exp(-(ck/;/2yA(n))+(e/vZA(n)))+P(s 

A pr6sent" 

P(g2~+~)<P( sup T j > C k + Z ) + P (  ~, Ilxrllz/2z'>2ck+l). 
l < j < 2  n l _ < r _ < 2  n 

Si n>=n o on a: 

P(K~+ i)<=P( sup Tj> Ck+ 2)+exp-~/AZ(n). 
l < j _ _ < 2  n 

Les constantes K et C &ant  choisies telles que K > 4  et C > 1 4 4 ,  on a par  
ailleurs: 

exp ( - ( C k/2/2 7 A (n)) + (e/7 2 A (n))) < exp - 4/y A (n). 

D'ofi  f inalement:  

a n =< 2(k + 1) exp - o~/AZ(n) + (k + 1) exp - 4/TA(n) + P( sup Tj > C k+ 2), 
I <j_-< 2 n 

et ceci termine la d6monst ra t ion  du Lemme 6. 
En appl iquant  ce Lemme 6 pour  k =  [(Log 1/A(n))/Log C], le symbole  [ ] 

d6signant la partie enti~re, on voit  qu'il existe une constante  fi > 0 telle que:  

Vn>n o an<exp(-fi/A(n))+P ( sup T~>I/A(n)). (13) 
l < j < 2 -  

Pour  terminer  la d6monst ra t ion  du Lemme 3, nous appl iquerons l'in6galit6 
exponentielle suivante dans laquelle nous reprenons les notat ions du Lemme 5: 
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Lemme 7. ([5] Theorem 69). Soit ( 0 , , ~ )  une martingale telle que: 0o=0  et: 

Alors Ie processes 
Vn~N ]v,I < 1 p.s.. 

y =exp(20_~o([2l  ) ~ 2 v~" 

l <_k<_n 

est une surmartingale pour tout 2 ~ .  
En particulier : 

V~>0 P(sup 7 ,>  e) =< 1/c~. 
n~fi'q 

Consid6rons la martingale: 

Ok= ~ (F(Sj_ 1)(Xj)I(IISj_ 111 <(2"/(A(n))l/2))/22") 
l < = j ~ k  

et appliquons le Lemme 7 avec 2 = 1/4. 
Pour n assez grand, on aura pour k=  1, 2, ..., 2": 

Donc: 
Yk > exp((40g-- el/2)/16) p.s. 

P( sup Oj>I /A(n) )<P(  sup 7j>exp((4/A(n)-el /2)/16))  
1 <=j<=2 n 1 <=j<=2 n 

< exp ((e I/2 _ _  4/A(n))/16). 

Une derni6re application du Lemme 4 et (13) fournissent alors le Lemme 3. 
Pour les indices v&ifiant la condition ii) la majoration de a, est la suivante: 

Lemme 8. I1 existe un entier M e t  une constante fl >0, tels que pour tout n> M 
v&ifiant ii) on air: 

a, < n-  3/2 + exp ( -  fl/A(n)). 

Dkmonstration du Lemme 8. La m6thode de d6monstration est la marne que 
pour le Lemme 3. Nous garderons doric les diff&entes notations et nous 
donnerons seulement un plan d6taill6 de la preuve. 

1 Ore drape: Nous d6montrons tout d'abord l'analogue de la formule (11), /t 
savoir: 

Vn>=n o a,<=2exp(-c~/A2(n))+n-7/~+P( sup Tj> C2). (11)' 
1 --<j=< 2 n 

Pour cela nous reprenons le raisonnement pr6c6dent sans modification 
jusqu'/~ la formule (7) qui dolt 6tre remplac6e par: 

gj < 1 + ~ (1/(2 k)!)(K/Log n) zk- 2(,~/2")Zk [[ Sj 1 ]1 2k CjO~j. (7)' 
k e n  

Les calculs se poursuivent comme plus haut jusqu'au niveau (8) off l'on 
choisit: 

2 '=  (Log n)/2. (8)' 
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La  relat ion (9) devient:  

Vo~eQ 1 gi(co) < 1 + (cJ4)(Log n) 2 e r/z, (9)' 

d'ofl la re lat ion (10)' v6rifi6e pour  tout  o ~ Q I :  

I~  gj(co) < exp((A(n)/4)(Log n) 2 e K/2) < exp((KeK/Z/4?) Log n). (10)' 
1<=j<=2 n 

Soit encore par  d6finition de y: 
H gj(r ~ n l / 4 "  (10 ) "  

1 < j <  2 n 

I1 s 'ensuit  que (11) est remplac6e par :  

gn>=n o a,<=2exp(-o~/AZ(n))+n-7/4+P( sup T~> C2). (11)' 
1 < j <  2 n 

2 ~me dtape: La  formule  (12) s ' adapte  c o m m e  suit: 

V n > n  o g k e N  a ,<2kexp( -o~ /A2(n) )+kn-7 /4+P(  sup Tj>  Ck+1)(12) ' 
l <=j<=2 n 

Pour  d6mont re r  cette relat ion il suffit de reprendre  le r a i sonnement  par  
r6currence fait p r6c6demment  avec 2 = 2'/2 C (k+ 2)/2 et 2' = (Log n)/2. 

3 dine dtape: Appl iquons  (12)' pour  k = [(8 Log  2 n)/Log C] + 1. 

Par  une nouvelle appl ica t ion  du L e m m e  7 - en t ronquan t  ~t pr6sent les v.a. 
I]Sj_ 1 [] au niveau 2"eK/4(Logn)l/e et en p renan t  toujours  2 =  1/4 - on aura  pour  
n > n  1 (-->_no): 

P(  sup T~>(Logn)S)< l/n 2. 
l < j < 2  n 

D onc: 

Vn>=n t 

O r :  

Fina lement :  

a ,  =< 2([(8 Log  2 n)/Log C] + 1) exp( - cr 

+([(8  Log  2 n)/Log C] +2 )  n -v/4. 

1/A(n) > (~ Log  n)/K > 4 Log  n. 

Vn>=n e a ,<n-3 /Z+exp( - f l /A(n) ) ,  

ce qui est bien la relat ion annonc6e.  
Le L e m m e  2 d6coule alors des r6sultats partiels 6nonc6s par  les L e m m e s  3 

et 8. 
I1 nous  reste h d6duire des L e m m e s  1 et 2 la convergence de la s6rie de 

te rme g6n6ral P(I[Z.[] >e). 
Soit e > O  quelconque;  on a: 

P(ll Z .  II > 0 ---- P(il Z .  II 2 > ~2) = p([l(8 C~/2/0 Z. II 2 > 64 C) 

=<P(2 -2"  ~ IlXjll~>~2/2c) 
2 n + l < j < 2 n + l  

+ P ( 2  -2n ~ F( ~ Yk) (Y~) > 16 C), 
2n+ 1 =<j=_< 2 n+l 2 n + l < _ k < _ j - - 1  



Une extension de la loi des grands nombres de Prohorov 361 

off pour tout entier k on a pos4: 

Yk = (8 Cl/2/~) xk. 

Le premier terme du majorant est le terme ghn6ral d'une s6rie convergente. 
I1 en est de marne du second, car la suite de v.a. (Yk, k~N) vhrifie les 
hypoth6ses du Lemme 2. 

Cet argument termine la dhmonstration du Thhor6me 3. 

4. D6monstration du Corollaire 

Rappelons tout d'abord un r6sultat g6n6ral de sym6trisation ([3] Lemma 2.1): 

Lemme 9. Soient X = (X  j, j e N )  et X ' =  (X},jeN) 2 suites de v.a. ind@endantes gt 
valeurs dans un espace de Banach rdel s@arable (B, [] H); on suppose de plus que 
X et X '  sont ind@endantes, de m6me loi. 

Alors les 2 propri~t~s suivantes sont ~quivalentes: 

1) ( Z Xj) /n  P'S-~O. 
l<=j~=n 

2) a ) (  ~ ( X ; - Z ~ ) ) / n  p.s. , 0 ,  
l<=j<n 

b) ( ~ Xj) /n  P ,0. 
l<=j<<_n 

En vertu de ce Lemme, il suffit de d6montrer le Corollaire pour une suite 
de v.a. sym6triques (Xk, k~N) .  L'~tape suivante est une autre propri~t6 de 
convergence classique ([1] Lemma 3.1): 

Lemme 10. Soit (Xj , j~N) une suite de v.a. ind@endantes et sym~triques dl 
valeurs dans un espace de Banach r~el s@arable (B, ]l II). On suppose v&ifiOes les 
conditions suivantes : 

l) Vj~N HXj]] <-_j p.s., 

2) (  y~ X?/n 
l<=j<=n 

Alors on a: 

P >0. 

~11( E xj)/nlb 2-'~ 
l<=j<=n 

Par application du Lemme 10, la convergence en probabilit4 vers 0 de la 
suite (( ~ Xj)/n), n~N)  implique sa convergence vers 0 dans L 2. 

l<=j<=n 

Un espace de Hilbert 4tant de cotype 2, il existe une constante K > 0  telle 
que: 

VneN ~ EIIXklI2/n2<KEII( ~ Xk)/n[j 2 
1 < k ~ n  1 ~k<--n 

Toutes les hypotheses du Th6or6me 3 sont donc v6rifi6es et ceci termine la 
d6monstration du Corollaire. 
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5. Un exemple d'applieation du Th6or6me 3 

N o u s  al lons donne r  un exemple  d 'une  suite de v.a. ind6pendantes  /t valeurs  
dans  l z v6rif iant  les hypoth6ses  du Th6or6me 3 et ne v6rifiant pas  celles du 
Th6or6me 1. En fait nous  reprenons  l ' exemple  donn6 dans  [2]  d 'une  suite de 
v.a. sa t isfa isant  aux  hypoth6ses  du  Th60r6me 2, mais  pas  /t celles du  Th6or6me 
1. 

Soit  (2~., j =  1, 2 . . . . .  [nl/6]),~ N une suite ind~pendan te  de v.a.r., e l les-m~mes 
ind6pendantes  entre  elles. 

Pour  tou t  n les 2~, j =  1, 2 . . . .  , [nl /6] ,  sont  toutes  de m6me loi, h savoi r  une 
d i s t r ibu t ion  de Cauchy  t ronqu6e  au  n iveau  (nS/6)/L3 n (la fonct ion  L~ 6tant  
d6finie de faqon s imila i re  ~t L2). 

Supposons  12 mun i  de sa base  canon ique  (e,, h e N )  et posons  pou r  tout  
ent ier  n: 

X .  = E 2~ej. 
1 <=j<_[n ~/61 

I1 est clair  qu ' i l  existe une cons tan te  M > 0  telle que:  

Vn~N, IlX.[I <_Mn/L2n p.s..  

De  plus  les hypoth6ses  2) et 3) du  Th6or6me 2 sont  sat isfai tes (cf. [-2]), donc  
a for t ior i  les cond i t ions  ii) et iii) du Th6or~me 3. Par  cont re  le Th6or6me 1 est 
en d6faut (voir [2] pou r  un calcul  d6taill6). 
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