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Die AbschlieBbarkeit vektorwertiger Martingale
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Einleitung

In [3] gab Métivier hinreichende Bedingungen fiir die AbschlieBbarkeit vektor-
wertiger Martingale an. Diese Bedingungen haben die Eigenschaft, nicht invariant
zu sein gegeniiber Abdnderung der Funktionen des Martingals um eine schwache
Nullfunktion. Dieser Umstand erlaubt es, ein Beispiel zu konstruieren, welches
zeigt, daB die Bedingungen Métivier’s in [3] nicht notwendig sind.

Deshalb werden fiir schwache Martingale neue hinreichende Bedingungen
fiir AbschlieBbarkeit angegeben, welche die genannte Invarianzeigenschaft
besitzen. Das oben genannte Beispiel zeigt, daf3 diese hinreichenden Bedingungen
echt schwicher sind als die von Métivier.

Diese neuen Bedingungen gestatten es, cine solche abschlieBende Funktion
zu konstruieren, die eine gewisse Invarianzeigenschaft beziiglich einem gegebenen
linearen Lifting L des zugrunde liegenden MaBraumes besitzt. Demgemif; nennen
wir diese Martingale L-abschlieBbar. Fiir die L-AbschlieBbarkeit eines schwachen
Martingals erweisen sich die neu angegebenen Bedingungen auch als notwendig,
nicht nur als hinreichend.

Als Folge ergibt sich, daf3 bisher nur eine Teilklasse schwach abschlieBbarer
Martingale betrachtet wurde, nimlich die L-abschlieBbaren bez. einem passenden
linearen Lifting L.

Obige Ergebnisse in Verbindung mit der Ldsung eines Liftingproblems fiir
Bochner-integrierbare Funktionen in [5], §3, Satz L gestatten es, im Falle
starker Martingale notwendig und hinreichende Bedingungen fiir die AbschlieB3-
barkeit aufzustellen.

1. Ein Gegenbeispiel

Was Martingale betrifft iibernehmen wir die Definitionen und Bezeichnungen
von Métivier [3]. Demgemil bezeichnet im folgenden I stets eine geordnete, nach
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oben gerichtete Indexmenge. Falls diese kein groBtes Element besitzt, sei I diejenige
geordnete Menge, die aus I entsteht, indem ihr ein mit oo bezeichnetes groBtes
Element adjungiert wird.

Mit (@, # P) wird ein totalendlicher MaBraum bezeichnet, der gleich seiner
Carathéodoryschen Vervollstandigung durch das zugehorige duflere MaB ist.

Eine Martingalbasis wird gegeben durch (Q, #, P) und eine wachsende Familie
von Unter-g-Algebren (%,),.; von &, und %, ist die (Carathéodorysche) Ver-
vollstindigung der von | ) {#: ael} erzeugten g-Algebra, wenn I kein groBtes
Element besitzt. Bei fest gegebenem Martingal (%, f,),.; wird im _folgenden
0.B.d.A. stets Z, =% angenommen.

Ferner bezeichne V stets einen Hausdorffschen lokalkonvexen Vektorraum
mit (topologischem) Dual V', und €=C(V) sei das System aller ¢(V, V')-kom-
pakten, absolutkonvexen Teilmengen von V.

Definition. Ein schwaches (bzw. starkes) Martingal (%, f,),.; mit Werten in V'
heiBit abschliefbar, wenn eine Abbildung f,: Q— V existiert, so daB (%, £.),.; €in
schwaches (bzw. starkes) Martingal ist.

Zwei Funktionen f; g von Q in V heiBen schwach dquivalent, — in Zeichen

f=g oV,
wenn < f, x> =g, x> f.s. gilt fiir alle x'eV".

Bemerkung. Durch =g (V, V') wird auf V¥ eine Aquivalpnzrelation definiert.
Wenn (%, f,).<r €in schwaches Martingal ist, und wenn

O fizg. oKV,

(2) ¢, die von £, und den P-Nullmengen erzeugte Unter-g-Algebra von & ist
fiir a1, so st auch (%,, g,).<; ein schwaches Martingal, das genau dann abschlieB-
bar ist, wenn dies auf (%, £,),.; zutrifft. Demgemi0 sollte man auch an hinreichende
oder notwendige Bedingungen fiir AbschlieBbarkeit schwacher Martingale die
Forderung richten, daB sie bei Abdnderungen gemdB (1) und (2) ihre Giiltigkeit
nicht verlieren. Dal diese Forderung aber bei Métivier’s Bedingungen (A), (B)
und (C) von Théoréme 1 aus [3] nicht zutrifft, zeigt das folgende

Beispiel. Sei Q=[0,1], &# die o-Algebra der Lebesgue-meBbaren Teilmengen
von [0, 1], P das Lebesgue-MaB auf [0, 17, I sei die Menge N der natiirlichen
Zahlen, A=(0, 1], V=I2 ={(x,): sup {|x,|: ae A} < co}, versehen mit der schwachen
Topologie o(V, V'), wobei V'=I={(x,): X|x,/<oo}. Ferner sei & die von
n,={[(k—1)/2", k/2"]: k=1, ...,2"} erzeugte Unter-c-Algebra von &, und mit
e,=1 fir alle aeA sei f,(w)=(e,),cs fir alle neN und weQ. Dann ist (%, f)uen
ein schwaches (sogar starkes) Martingal, fiir welches offenbar f (w)=(e,) fiir alle
we zu setzen ist. Werden positive reelle Zahlen c, , mit

n

a1 (f@d
fiir «e A und nelN gewidhlt (es ist (f,(w)), die a-te Komponente von f,(w)) und
dann

Ca,n(fn(w))a fir o=«

() Jt(fn(w))u fir oo,
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gesetzt fiir we A und nelN, so folgt

g=f oV)
fiir alle neN. Ist 4, erklirt gemdB (2), so ist das schwache Martingal (%, gu)nen
abschlieBbar durch g, = f,,, aber es erfiillt weder Métivier’s Bedingung (A) noch
(B) noch (C). Daraus folgt unmittelbar, daB3 keine der hinreichenden Bedingungen
(A), (B) oder (C) notwendig ist fiir die AbschlieBbarkeit eines schwachen Martingals.

2. Punktweise Kompaktheitsbedingungen fiir Abschliefibarkeit

Im folgenden werden Liftings in .#* verwendet, statt wie in der bisherigen Literatur
in #*®. Es handelt sich hierbei um die in [4] definierte und zu diesem Zweck
eingehend untersuchte de Posselsche Ableitung D;, die ausgehend von einem
linearen Lifting L des zugrunde liegenden MaBraumes konstruiert wird.

Definition. Es bezeichnet ¥4 den Raum der schwach integrierbaren Funk-
tionen, d.h. aller Abbildungen f von @ in ¥ mit

(fix>ept  firalle x'eV’
und | fdPeV fiir alle Ge# Dann heiit f e LY schwach L-invariant bez. dem
linearGen Lifting L des MaBraumes (@, %, P), wenn ein Q€% mit P(2~Q)=0
existiert, so dab fiir alle weQ und alle x' eV’ gilt
B) {fl),x>=D {f,x>(w)

und

@ [<Sf@), x> =Dy K, XD ().

Ein schwaches Martingal (£, f,).,.; heiit L-abschliefbar bez. dem linearen
Lifting L des MaBraumes (2, %, P), wenn eine L-invariante Funktion f, €%}
existiert, so daB (Z,, f,).; ¢in schwaches Martingal ist.

Wenn L ein lineares Lifting des MafBraumes (2, %, P) ist (ein solches existiert
nach [2]), so werde gemiB der Definition auf S. 57 von [1] die zugehorige starke
Vitalische Ableitungsbasis a; =(a,(w)) gebildet, und i(g) bezeichne das System
der Enden eines gerichteten Systems gea, (). Dann gilt:

Satz 1. Ein schwaches Martingal (%, f,)ze; mit Werten in dem lokalkonvexen
Raum V ist genau dann L-abschliefibar, wenn die folgenden drei Bedingungen gelten:

(GI) Das Martingal (%, f,)se1 ist schwach gleichmdifig integrierbar.
(CP) Es gibt ein Q' e F, mit P(Q~)=0, so daf zu jedem we ein (i.allg. von
w abhdngiges) CeQ existiert mit
lim | [{f,, x'>| dP
sup inf sup inf —F————

x'eC% gear(w) eci(g) Gee P(G)

1.

7N
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(MA) Zu jedem Ge %, existiert ein Ce@, so daf
sup |lim { <{f,, x> dP|<1.
xeC® « G

Bemerkung. Offensichtlich ist jede der drei Bedingungen (GI), (CP) und (MA)
invariant gegeniiber Abidnderungen der f, mod=¢(V, V') gemiB (1) und (2).

Beweis. Nach (GI) folgt zunichst fiir jedes x'eV’ die Existenz eines
h,e LY (Q, %, P) mit

(5) lim {(f,,x'ydP= {h.dP
¢ G G
und
(6) ligléf I fas XD dP=G§ |hy | dP

fir alle GeZ,,. Wird der Einfachheit halber I: =D, gesetzt, so existiert nach (CP)
fiir weQ ein CeC, so daB

sup {{(|hy)(w): x' eC'}<k< 0.

Da jedes x'e V' von der (¥, V')-Nullumgebung C° absorbiert wird, gibt es ein
reelles ¢>0 mit x'ec- C°, so dab I(|h,-: |)(w) £ k. Hieraus

() l(heN@)=c-k<oo

fiir alle x’e V" und alle we Q.

Fiir x’eV’ werde gesetzt { f, (), x> =1(h,) (o) fir oeQ und =0 sonst. Aus
(5) folgt h,y\py=ah,+bhy, fs. fir alle reellen a,b und x', y'e¥V’. Nach [4],
Satz 3 ist I(h,.)(w) endlich reellwertig fiir alle x'e V" wegen (7), folglich ist £, (w)
eine Linearform auf V' fiir alle weQ, da nach [17, Hilfssatz 11 das Lifting [ fiir
endliche reelle Werte linear ist. .

Ebenfalls nach (CP) kann fiir ein festes weQ ein CeQ gewdhlt werden mit
sup {I(|h,])(w): x'e C°}<1. Nach Mackey-Arens besagt dies f,, (w)eV fiir jedes
we.

Wegen

®) ([ fwndP,x'>={hydP=lim [ {f, x'> dP
G G % G

fiir x'eV’ und GeZ, ist (MA) gleichwertig mit | f,, dPeV fiir alle GeZ,.
G

Die Martingaleigenschaften fiir (£, f,),.; folgen daraus, daB3 nach Konstruk-
tion {f,,x>=lim{f,, x> in ¥* gilt. Ferner folgt (4) fir f,, aus [4], Korollar

zu Satz 3 wegen (7), wihrend (3) fiir f,, nach Konstruktion klar ist.

Bemerkung. Satz 1 wirft das Problem auf, ob die darin angegebenen hin-
reichenden Bedingungen auch notwendig sind fiir die AbschlieBbarkeit. Dieses
Problem fithrt auf die folgende Frage: Existieren zu jedem lokalkonvexen Raum
V und zu gegebenem fe %} stets ein lineares Lifting L des zugrunde liegenden
MaBraumes (2, %, P) und ein L-invariantes g mit g= f o(V, V")?
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Fiir Bochner-integrierbares f wurde in [5] diese Frage positiv entschieden.
Mittels einer algebraischen Fassung des Satzes von Dunford-Pettis soll in einer
spateren Note gezeigt werden, daB fiir schwach integrierbares f obige Frage
negativ Zu beantworten ist. Dies hat zur Folge, daB die Bedingungen (GI), (CP)
und (MA) von Satz 1 nicht notwendig sind fiir die AbschlieBbarkeit eines schwa-
chen Martingals.

Der nachfolgende Satz bringt einen Vergleich der hinreichenden Bedingungen
von Satz 1 mit den Bedingungen (A), (B) und (C) von Métivier aus [3].

Satz 2. Aus jeder der Bedingungen (A) oder (B) oder (C) folgt (GI) und (CP) und
(MA), aber die Umkehrung dieser Implikation ist falsch.

Zum Beweis dieses Satzes geniigt es wegen Satz 1 zu zeigen, dal} aus (A) oder
(B) oder (C) die L-AbschlieBbarkeit eines schwachen Martingals folgt, wenn L ein
beliebiges lineares Lifting von (2, &, P) ist. Dies ergibt sich aber daraus, daf die
von Métivier im Beweis von Théoréme 1 aus [3] konstruierte Funktion f,, auch
noch die Eigenschaften (3) und (4) hat. DaB die in Satz 2 angegebene Implikation
nicht umkehrbar ist, zeigt das Beispiel unter Abschnitt 1.

3. Starke Martingale

Die Ergebnisse von Abschnitt2 sind ausreichend, um fiir starke Martingale
notwendig und hinreichende Bedingungen anzugeben ohne die bei Métivier in
[3] gemachten Zusatzvoraussetzungen.

Satz 3. Ein starkes Martingal (%, f,).e; mit Werten in einem separablen Banach-
Raum B mit Dualraum B' ist genau dann abschliefbar, wenn die Bedingung (CP)
von Satz 1 gilt und zusitzlich folgende Bedingung:

(SG) Das Martingal (%, || f,)ser ist gleichmdpfig integrierbar;
in diesem Falle konvergiert (f,),e; in ¥ (Q, %, B, P) gegen f,,.

Beweis. Indem man genauso wie in [3], p. 191 vom schwachen zum starken
Fall {ibergeht, erweisen sich die angegebenen Bedingungen als hinreichend fiir
AbschlieBbarkeit.

Die letzte Konvergenzaussage von Satz3 folgt aus dem Satz von Ionescu
Tulcea-Neveu (vgl. [3], p. 189). Sobald f,, existiert, impliziert dieser Satz auch
die Konvergenz von (f,) in (2, %,, B, P), und daraus folgt die gleichmiiBige
Integrierbarkeit von (Z,, || /.| )ser-

Nach [5], § 3 Satz Lexistiert zu f,, € % (Q, %, , B, P) ein schwach L-invariantes
g= f mod ¢ (B, B') bei beliebig vorgegebenem linearem Lifting L des MaBraumes
(Q, #, P). Das starke, also insbesondere schwache Martingal (%, f,),.; ist somit
L-abschlieBbar, woraus nach Satz 1 die Bedingung (CP) folgt.
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