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Charakterisierung universell zuliissiger 
Entscheidungsverfahren 

Horst Bartenschlager 

Institut ftir Angewandte Mathematik der Universit~it, D-6900 Heidelberg, Im Neuenheimer Feld 5, 
Bundesrepubtik Deutschland 

Universell zuliissige Entscheidungsverfahren sind Entscheidungsverfahren (Ev), 
die fOX alle Standardentscheidungsprobleme zul~issig sind, bei denen Parameter- 
raurn, Entscheidungsraum und Verlustfunktion tibereinstimmen. 

Diese Arbeit charakterisiert die universell zulgssigen Ev durch Zerlegungen 
des Stichprobenraums in Entscheidungsbereiche: Jeder a-priori-Verteilung 
wird eine ,,Bayeszerlegung" des Stichprobenraums zugeordnet. Die mit dieser 
Zerlegung ,,vertr~iglichen" Ev sind universelle Bayesverfahren bez. der a-priori- 
Verteilung, also universell zul~issig, wenn die a-priori-Verteilung strikt positiv 
ist. Eine Verallgemeinerung der Begriffe fiihrt zu allen Zerlegungen, deren zu- 
geh6rige Ev universell zul~issig sind. 

I. Einleitung und Definition 

Ein Standardexperiment ~ = ( O ,  Q) besteht aus einem Parameterraum O und 
einem Standardmafl Q, d.h. einem positiven Mal3 auf (A, r162 mit der Eigenschaft 
~xodQ(x)=l f'OX alle 0eO. Hier bezeichnet A das Einheitssimplex {xelR~ 
A 

XO= 1, Xo>O fOX alle 0eO} in IR ~ und ~ die a-Algebra der Borelmengen in A. 
o 

Die ausfiihrliche Schreibweise ~=(A,  ~,  {[..xodQ(x): 0eO})zeigt,  dab jedes 
Standardexperiment ein Experiment ~=(f~, ~r {P0: 0~O})im tiblichen Sinne ist. 

Unter einem StandardentscheidungsprobIem (~, T, v) verstehen wir ein Stan- 
dardexperiment ~ zusammen mit einem Entscheidungsraum T und einer Verlust- 
funktion v, also ein Entscheidungsproblem, dem ein Standardexperiment zugrunde 
liegt. 

~b(~, T, v) (oder einfach q~) bezeichnet die Menge der Entscheidungsverfahren 
im Entscheidungsproblem (~, T,v), d.h. die Menge der stochastischen Kerne 
von (f2, d ) n a c h  (T,Y-), wobei Y die von {v(O, .): 0sO} erzeugte a-Algebra 
in T ist. 

Dies ist ein Teil der Dissertation des Verfassers. Der Verfasser dankt Herrn Professor Dr. H. Dinges 
f'tir die Anregung zu dieser Arbeit. 
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Mit Hilfe der jedem Entscheidungsverfahren q5 in 4~(~, T,v) zugeordneten 
Risikofunktion Re: O --* IR, 

R~(O) = ~ ~ v(O, t) c~(co, dt) dPo(~O) 
Y~T 

erhalten wir eine Ordnung in q~: ~b heiBt besser als~, wenn R4~: R 0 und R~< Ro 
gilt. Die minimalen Elemente bezfiglich dieser Ordnung heiBen zulgtssig (in ~). 

F fir Standardentscheidungsprobteme h~ingt ~ nut yon O mad T ab, nicht 
aber yore speziellen Stichprobenraum. Dadurch bietet sich eine VerscNirfung 
des Begriffs ,,zul~issig" an: q5 heiBt universell zuliissig, wenn q~ fiir jedes Standard- 
maB Qauf(A, N) in q~((O, Q), T, v) zul~issig ist. Die Klasse der universell zul~issigen 
Entscheidungsverfahren zu O, T, v bezeichnen wir mit E(O, T, v). 

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die universell zul~issigen Entscheidungs- 
verfahren in Standardentscheidungsproblemen mit endlichem Parameterraum 
und endlichem Entscheidungsraum durch Zerlegungen des Einheitssimplexes 
in Entscheidungsbereiche zu charakterisieren. 

Bekanntlich gibt es zu jedem Entscheidungsproblem (r 7~ v) mit endlichem 
Parameterraum ein. ~iquivalentes Standardentscheidungsproblem (~, T, v). Da 
-=(O, T, v) eine wesentlich vollst~indige Klasse in q~((O, Q), T, v) unabNingig vom 
speziellen Standardmag Q ist (Bem. 5) und jede wesentlich vollst~indige Klasse 
in ~(| T,v) fiber die Likelihoodtransformation eine wesentlich vollst~indige 
Klasse in ~(r T, v) liefert, charakterisieren wir mit den Entscheidungsverfahren 
aus S(O, T, v) gleichzeitig in jedem Entscheidungsproblem der Form 
(f2, ~1, {P0: 0e O}, T, v) die Entscheidungsverfahren einer wesentlich vollst~indigen 
Klasse. 

Die Beschr~inkung auf endlichen Parameterraum ist notwendig, da fiir den 
Beweis yon Satz 3 die Kompaktheit der Menge der Wahrscheinlichkeitsmal3e 
auf O bentitigt wird. Die Endlichkeit des Entscheidungsraums ist nicht wesentlich. 
Wir ben6tigen nut, dab alle auftretenden Bayesrisiken endlich sind und dab 
gewisse Funktionen ihr Infimum auf dem Entscheidungsraum annehmen (z.B. T 
kompakt, v stetig). 

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Definition eines im folgenden 
h~iufig gebrauchten Begriffs: 

A sei die Menge der a-priori-Verteilungen auf O. 
~b~4~ heiBt universelles Bayesverfahren (in ~) beziiglich 2~A, wenn ffir jedes 

Standardmag Q das Bayesrisiko r.()~)=~2oR.(O) in q~ sein Minimum in 
~i((O, Q), T, v) annimmt, o 

II. Bayeszerlegungen 

Bekanntlich sind Bayesverfahren beziiglich strikt positiver a-priori-Verteilungen 
zul~issig. Wir betrachten deshalb zuerst universelle Bayesverfahren. 

Unter einer Zerlegung verstehen wir eine Zerlegung yon A in disjunkte, 
mit den nichtleeren Teilmengen yon T indizierte Teilmengen. Jeder Zerlegung 

~={SA: 0 + A c  T} ordnen wir die Klasse 
~b(~e)={qSEcb: x~SA ~ ~b(x, A)= 1 fiir alle xea ,  fJ+ A c T} 

der mit ~ vertriiglichen Entscheidungsverfahren zu. 
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Mit Hilfe der ftir festes 2~A auf A x T definierten Funktion 

w~(x, t)= ~ XoXoV(O, t) 
0 

l~il3t sich das Bayesrisiko eines Entscheidungsverfahrens ~b bez. 2 als 

"~('~) = S Y w~(~, t)q~(~, {t})dQ(x) 
A T 

schreiben. Das Infimum von wz(x, .) tiber T bezeichnen wir mit ~z(x). 

Zu 2eA sei ftir jede nichtleere Teilmenge Avon T 

S~={xeA: tea  ~ wax, t)=~Ax)}. 

~ a =  {Sa: r  c T} heigt Bayeszerlegung zu 2. 

Man prfift leicht nach, dab ~ ftir jedes 2eA eine Zerlegung ist. 

Satzl .  qSE~ ist genau dann universelles Bayesverfahren bez. der a-priori- 
Verteilung 2, wenn (~ mit ~a vertriiglich ist. 

Beweis. Sei q~e~(~)'), also qS(x, A)= 1 fiir alle xeS~4, xeS~ impliziert auBer- 
dem: wz(x, t )=~(x)  flit alle teA. Damit ergibt sich ffir alle xeA 

F~ w~(x, t) 4)(x, {t})= %(x). (+) 
T 

Ftir O e �9 und beliebiges StandardmaB Q erhalten wir 

~ ('~)= S Y w~(x, t) ~(x, {t}) dQ(x) 
A T 

> S ~v~(x) dQ(x) 
A 

~+=~ Y~ wax, t) 4)(x, {t})aQ(x) = ~(,~). 
A T 

Sei nun 0 r  In diesem Fall existiert eine nichtleere Teilmenge Avon Tund 
ein xeS~, so daB O(x,A)<l,  d.l~ 0(x,{t})>0 ffir ein t e T \ A .  Dann ist 
w~(x,t)>Cva(x ) und fiir ein StandardmaB Q' mit positiver Masse in x auch 
r~(2) >r~(2), also 0 nicht universelles Bayesverfahren bez. 2. 

Da jedes Bayesverfahren bez. einer strikt positiven a-priori-Verteilung zul~issig 
ist, haben wir als 

Korollar 1. Sei 2~A und 2o>O Jfir alle OEO. Jedes mit ~ vertriigliche Ent- 
scheidungsverfahren ist universell zuliissig. 

Die folgenden Bemerkungen und Beispiele lassen die Struktur der Bayes- 
zerlegungen erkennen. 

Bemerkungl. Sei 2~A und f t + A ~ B c T .  Die Vereinigung aller Mengen 
S)~c, A c C ~ B, ist eine konvexe Teilmenge von A. Diese Aussage folgt unmittelbar 
aus der Definition der Bayeszerlegung. 
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F fir Entscheidungsverfahren, die mit einer Bayeszerlegung vertr~iglich sind, 
ist also der Bereich, in dem eine Entscheidung aus B getroffen werden mul3 und 
jede Entscheidung aus A getroffen werden kann, konvex. Insbesondere sind alle 
S~a, l~ # A ~ T, konvex. 

Bemerkung2. Sei O ' c O  und t ' eAcT.  Ffir alle 2cA, deren Triiger in O' 
enthalten ist, gilt: S~ =~ genau dann, wenn es eine konvexe Linearkombination 
der Funktionen {v(., t ) -v( . ,  t'): teT} mit negativen Werten auf O' gibt. Diese 
Aussage folgt aus einem Dualit~itssatz fiber lineare Ungleichungssysteme. 

Entscheidungsverfahren, die eine Entscheidung mit der oben genannten 
Eigenschaft zulassen, sind also mit Bayeszerlegungen bez. a-priori-Verteilungen 
mit Tr~iger in O' nicht vertr~iglich. Ist insbesondere 0 '= O, so sind solche Ent- 
scheidungsverfahren mit keiner Bayeszerlegung vertr~iglich und damit auch 
nicht universell zul~issig, wie wir spiiter sehen werden. Eine Reduzierung des 
Entscheidungsraums durch Weglassen dieser Entscheidungen spielt somit bei 
der Frage nach den universell zuliissigen Entscheidungsverfahren keine Rolle. 

Beispiel 1. Ein Klassifizierungsproblem ist ein Entscheidungsproblem mit 
identischem Parameter- und Entscheidungsraum (o.B.d.A. O = T = { 1  .. . . .  n}) 
und der Verlustfunktion v (0, t)= 1 -  for. 

Wir fragen nach den Bayeszerlegungen. 
Sei 2~A und O4:A~ T. 

S~= xeA: kEA r 22iXi(1--fik)= min ~2ix~(1--fU) 
i = 1  1 <=j<=n i = l  

={xeA: keA r 2kXk= max 2..xj} 
I <j<-n J 

={xeA: 2jXj=2kXk ffir j, kzA und 2~Xi<2kXk ffirjCA, keA}. 

S~A ist also der Durchscbnitt yon A, den Teilr~umen {{x~lR': 2~xf =2kXk}: i, kzA} 
und den offenen Halbriiumen { {x e IR": 2i xi > 2k Xk} : ic A, k r A}. 

Beispiel 2. Sei O = { 1, 2, 3}, T= { 1, 2, 3, 4, 5} und 

(i' 40i) v= 3 4 4 . 

1 0 2 

Wir skizzieren die Bayeszerlegung ffir die Gleichverteilung auf O: 

( 0,0,1 ) 

U2/'~ S[2~'~~~U 3 

S(1) 

(1,o,o) (o3,o) 

U~ =�88 O, 3) 

U2 =�89 O, 1) 

U 3 -�89 1, 1) 

U 4 =~(3, 1, 2) 
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IlL Verallgemeinerte Bayeszerlegungen 

Durch Korollar 1 wird eine Klasse universell zul/issiger Entscheidungsver- 
fahren gegeben. Diese Klasse ist aber nicht vollst/indig. Um alle universell zu- 
l~issigen Entscheidungsverfahren zu erfassen, ist es notwendig, die Begriffe 
,,a-priori-Verteilung", ,,Bayesverfahren" und ,,Bayeszerlegung" zu verallge- 
meinern. 

Eine verallgemeinerte a-priori-Verteilung ist ein Tupel von a-priori-Ver- 
teilungen (21 . . . . .  2m), 2isA, mit der Eigenschaft: ~ 2~O2k0 = 0  fiir i+  k. 

o 
Wir bezeichnen die Menge der verallgemeinerten a-priori-Verteilungen mit A. 
Ein Entscheidungsverfahren ~bE~ heiBt Bayesverfahren bez. der verall- 

gemeinerten a-priori-Verteilung 2sA,  wenn gilt: 
~b ist Bayesverfahren bez. 21 und 
4) ist Bayesverfahren bez. 2k+1 ftir jedes k = l ,  . . . , m - 1  in der Klasse der 

Bayesverfahren bez. (2t, ..., 2k). 
Sei nun 2=(2z . . . . .  2,.) eine verallgemeinerte a-priori-Verteilung und x~A. 

Wir setzen Ao(x ) = T und ffir i = 1 . . . .  , m: 

Ai(x)= {teAi_l  (X): w~(x, t) <=w ~,(x, t') fiir alle t' eAi_l(x)}. 

Zu ~=t= A c r s e i  S~A ={x" Am(x)=A }. 
y,x = {SA~ : ~ + A c T} heigt Bayeszerlegung bez. 2. 
Die beiden letzten Definitionen sind Verallgemeinerungen der entsprechen- 

den Definitionen fiir gew6hnliche a-priori-Verteilungen. Wir miissen allerdings 
noch zeigen, dab diese verallgemeinerten Bayeszerlegungen auch wirklich Zer- 
legungen sind. 

Bemerkung 3. Sei 2~A. Ftir jedes xeA  ist Am(x ) nicht leer, denn Ao(x)= T4:t~ 
und Ai(x)+O impliziert Ai+l(X)+fJ , i=0,  ..., m - 1 .  Da A,, (x) durch x eindeutig 
bestimmt ist, liegt jedes xeA  in genau einer Menge S~A . Folglich ist ~ eine 
Zerlegung. 

Bemerkung 4. Verallgemeinerte Bayeszerlegungen haben dieselben Kon- 
vexit~itseigenschaften wie Bayeszerlegungen: Sei 2eA und O + A c B c T .  Die 
Vereinigung der Mengen S ~" A c  C c B, ist konvex. C~ 

Wir verallgemeinern Satz 1 durch 

Satz 2. qSe(b ist genau dann universelles Bayesverfahren bez. der verallgemei- 
nerten a-priori-Verteilung 7t, wenn 4) mit ~ i  vertriiglich ist. 

Beweis. Wir schreiben 2 ~ ffir (2~ . . . . .  2~), i = 1 . . . . .  m. Nach Satz 1 ist q$ genau 
dann universelles Bayesverfahren bez. 2 z, wenn q$ mit ~)'~ vertr~iglich ist. 

Die Aussage des Satzes gelte fiir alle 2~ j < k. 
Sei qSe~(~(x~) und xeA.  
Da ~(z~ eine Zerlegung ist, gibt es eine nichtleere Teilmenge A von T, so dab 

x in S~ " liegt. 
Ersetzen wir nun im Beweis von Satz 1 2 durch 2k und ~x(x) durch inf w~(x, t), 

t~A  

so erhalten wir f'tir jedes Standardmag: rg,(2k)<rO(2k) flit alle Oe(b(Y'~-'),  d.h. 
q$ ist universelles Bayesverfahren bez. 2 k. 
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Ist ~pe~(~fzk-1), aber Or so existiert ein xEA und eine Entscheidung 
tCAk(X) mit ~k(x, {t})>0, und rox ein StandardmaB Q mit positiver Masse in x 
erhalten wir rO(2k)<ro(2k), d.h. 0 ist nicht universelles Bayesverfahren bez. 2 k. 

Eine verallgemeinerte a-priori-Verteilung 2=(21 . . . .  ,2,,) heiBt vollstiindig, 
wenn zu jedem 0e O ein k, 1-< k < m, existiert, so daB 2kO positivist. 

Korollar 2. Sei ~ eine vollstiindige verallgemeinerte a-priori-Verteilung. Jedes 
mit ~x  vertriigliche Entscheidungsverfahren ist universell zulgtssig. 

Beweis. Sei q~e~(~ex) und Li der Tr~iger von 2i, l<_i<_m. Nach Satz2 ist 
q~ universelles Bayesverfahren bez. 2, also insbesondere universelles Bayes- 
verfahren bez. 21 und somit nach Korollar 1 Ll-universell zul~issig, d.h. rox alle 
~ e ~  mit Ro(O)<__Ro(O), OeL1, gilt Ro(O)=R~(O), OeL1, wobei R die Risiko- 
funktion bez. des zugrunde liegenden Standardmages bezeichnet. 

Sei L k die Vereinigung der L j, j____ k, und q~ Lk-universell zul~issig. In tier Klasse 
der universellen Bayesverfahren bez. (21 . . . .  ,2k), deren Risikofunktion fOx alle 
OEL k mit der Risikofunktion yon ~b t~bereinstimmt, ist q~ universelles Bayes- 
verfahren bez. 2k+1 und somit Lk§ zul~issig. Nun ist ~. als vollstiindig 
vorausgesetzt, also L m = O und folglich ~b universell zul~issig. 

Wir haben nun die Klasse der universell zul~issigen Entscheidungsverfahren 
auf alle bez. einer vollst~indigen verallgemeinerten a-priori-Verteilung uni- 
versellen Bayesverfahren erweitert. DaB diese Erweiterung hinreichend ist, 
best~itigt 

Satz 3. Jedes universell zuliissige Entscheidungsverfahren ist universelles Bayes- 
verfahren bez. einer vollstiindigen verallgemeinerten a-priori-Verteilung. 

Beweis. FUr jedes StandardmaB Q sei AQ(~b) die Menge der a-priori-Vertei- 
lungen, bez. denen das universell zul~issige Entscheidungsverfahren q5 Bayes- 
verfahren zu Q ist. 

1. AQ(~b) ist nicht leer, denn q~ ist in der Klasse der zul~issigen Entscheidungs- 
verfahren zu Q und diese in der Klasse der Bayesverfahren zu Q enthalten. 

2. Aa(~b ) ist beztiglich der yon der gew/Shnlichen Topologie auf IR ~ in A 
induzierten Topologie abgeschlossen: 

FUr eine konvergente Folge #geA, k = l ,  2,. . . ,  l im#k=#, folgt aus re(#k ) 
=< rq, (#k) fOx alle k und O ~ ~b: k ~ o~ 

r~ (#) <--_ ro (#) fur jedes ~9e~. 

3. FUr jede endliche Familie yon StandardmaBen Q1 . . . .  , Q~ ist der Durch- 
1 

schnitt der Ae~(q~), i=  1 . . . . .  k, nicht leer: Q = ~ - ~  Qi ist StandardmaB und nach 

FOX 2eAe(q~) ist q5 Q-f.s. vertr~iglich mit ~ea, also auch Q~-f.s. vertr~iglich mit 
~ea, i = 1, ..., k. Das bedeutet aber, dab der Durchschnitt der Ae~(qS) die nichtleere 
Menge AQ(qS) entNilt, also selbst nicht leer ist. 

Da A kompakt ist, folgt aus 1 . -  3. : Der Durchsehnitt aller Mengen in {Ae(qS): 
Q StandardmaB auf A} ist nicht leer. 21 liege in diesem Durchschnitt. Dann ist 
q5 universelles Bayesverfahren bez. 21. 
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Sei nun r universelles Bayesverfahren bez. 2k=(21 .... ,2k). 1st 2 k nicht voll- 
st~indig, so betrachten wir die Klasse der universellen Bayesverfahren bez. 2 k. 
r ist in dieser Klasse universell zul~issig, und wit finden wie im ersten Teil dieses 
Beweises unter Einschrgnkung von A auf die zu 2a, ..., 2k orthogonalen a-priori- 
Verteilungen eine a-priori-Verteilung 2k+1, beziiglich der r universelles Bayes- 
verfahren in dieser Klasse ist. 

Wir erhalten schlieBlich eine vollst~indige verallgemeinerte a-priori-Ver- 
teilung, bez. der r universelles Bayesverfahren ist. 

Die Zusammenfassung der beiden letzten Aussagen ergibt den 

Satz 4. Ein Entscheidungsverfahren 0 ist genau dann universell zuli~ssig, wenn 
es eine vollstgmdige verallgemeinerte a-priori-Verteilung 2 gibt, so daft 0 mit der 
Bayeszerlegung zu 2 vertriigIich ist. 

Damit sind alle universell zul~issigen Entscheidungsverfahren charakterisiert. 
Es bleibt nun noch zu bemerken, dab die Klasse der universell zul~issigen Ent- 
scheidungsverfahren wesentlich vollst~indig ist. 

Bemerkung 5. Zu jedem zul~issigen Entscheidungsverfahren (zu einem Stan- 
dardmaB Q) gibt es ein universell zul~issiges Entscheidungsverfahren mit derselben 
Risikofunktion: 

O e~b sei zul~issig bez. Q. Dann existiert eine vollst~ndige verallgemeinerte 
a-priori-Verteilung 2, bez. der ~ Bayesverfahren zu Q ist, und~ ist Q-f.s. vertr~iglich 
mit ~x, d.h. es existiert ein Ce~(~e~), so dab O=q~ Q-f.s. und R~,(O)=Ro(O ) fiir 
alle 0 e O. Dieses r ist abet universell zul~issig. 

Beispiel 3. Wir wollen im Entscheidungsproblem aus Beispiel 2 die Bayes- 
zerlegungen zu folgenden verallgemeinerten a-priori-Verteilungen skizzieren: 

2 =((1, 0, 0)) 2 =((1, 0, 0), �89 1, 1)). 

\ \  / / , 

1 0 Die Koordinaten der Punkte U 1 bzw. U 2 sind x( , 1, 2) bzw. �89 1, 1). 

Zum Abschlul3 wollen wir die bekannte Aussage (s. (2)), dab die Klasse der 
zul~issigen Entscheidungsverfahren eine echte Unterklasse der Klasse der punkt- 
weisen Limiten yon Bayesverfahren bez. strikt positiver a-priori-Verteilungen 
ist, mit Hilfe von Zerlegungen formulieren. 

Die Zerlegungsfolge ~k, k = l ,  2 .... heigt konvergent, wenn zu jedem xEA 
eine nichtleere Teilmenge Avon T und eine nattirliche Zahl N existieren, so dal3 
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x e S  k ftir alle keN.  Den Limes einer konvergenten Folge von Bayeszerlegungen 
bez. strikt positiver a-priori-Verteilungen nennen wit Grenzzerlegung. 

Sei 2 eine vollst~indige verallgemeinerte a-priori-Verteilung. Die zugeh6rige 
Bayeszerlegung ~ ist Grenzzerlegung. Zum Beweis dieser Aussage ist einfach 
zu zeigen, dab die Zerlegungsfolge ~"", n = 1, 2 . . . .  , gegen ~ konvergiert, wenn 
man f'tir #" die strikt positive a-priori-Verteilung 

nl-i'~i E nl-k •ko 
i=1 k=l 

w~ihlt. 
DaB die Umkehrung der Aussage nicht gilt, ergibt sich leicht durch ein 

Gegenspiel. 
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