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Zur gemeinsamen Charakterisierung
der Entropien a-ter Ordnung und der Shannonschen Entropie bei
nicht unbedingt vollstindigen Verteilungen
Von

J. AczEL

1.

In einer vorhergehenden Arbeit [3] hat Herr Z. DAROCZY in dieser Zeitschrift
den folgenden interessanten Satz bewiesen:
Gendigen die fiir beliebige natirliche n und fiir pr >0 {(k=1,2,...,n) bei
P14+ P2+ o+ P = 1 definierten Funkiionen I(p1, P2, ..., Pn) den Bedingungen
1. I(p) ist stetig in (0,1)
I 1) =1
1. I(piqa, . - P19Qms s Pully s Pudm) = L(01, .-, D) + 1(q1, ..., qm)
(Pe>0,k=12,...,0;p1+p2+ -+ P =1¢:>0,j =12, ..., m;
GtgetFgm=1)
IV. I(p1,. 02,91, -, Qm) =

_ 1 ((pl + o pa) g1, s pa)) F i+ )9 (g, - gm))
=9 Pt on Tt dm

L+ -+ o+ + - Fam=1; p>0, ¢>0; k=12,...,n;j=12,
..., m; g stettg und streng monoton), dann und nur dann gilt entweder

1 n . K
I(p17 "':_pn) = Ioc(Pl: =pn) == 1 — « lng( zpk/zpk) (O€ =+ 1)
k=1 k=1
oder

n n
I(p1, .o pn) = 11(P1, ..., pa) = — > prlog pi| D v -
E=1 E=1
Hier wollen wir zwei wesentlich kiirzere Beweise fiir den obigen Satz geben.
Mehrere Grenzprozesse und dhnliche Betrachtungen, darunter auch der Ubergang
auf Mittelwerte der Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen dabei beseitigt wer-
den.
Wir bemerken, daf} es geniigt 11T und IV fir » = m = 1 sowie I1I fiir n = 2,
m = 1 ausniitzen, so dafl statt der unendlichen Funktionenfolge

I(p1), I(p1,p2), I(p1,p2.23)...., I(p1,p2,-..,00),---
nur die beiden Funktionen

I(p) und I(p,q)

in Bedingungen und Behauptung vorkommen (dhnlich kénnen I{p) und I(p,
P2, ..., Pp,) fiir beliebiges fixes ng = 2 charakterisiert werden). —

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie, Bd. 3 13
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Wir schlieflen diese kleine Note mit einer Bemerkung, wie die praktisch un-
brauchbaren Entropien nicht-positiver Ordnung ausgesondert werden kénnen und
mit einer teilweisen Verallgemeinerung eines bei dem einen Beweis benotigten
Lemma’s, die auch sonst interesant zu sein scheint.

2.

Aus I, II und aus III fiir n = m == 1 folgten sofort (vgl. [1] S. 48—51 oder [3]
oder [5] S. 552)

(1) I(p)= —logp

(hier und im folgenden bedeutef log den Logarithmus mit Basis 2) und aus IV fiir
n == m = 1 folgt dann

—1 —1
@) Ipg) =gt (PUEDTUERED) (5 0,50, prg=).

Endlich ergibt 1T fiir n = 2, m = 1
I(pr,qr)=I(p,q) + I(r)
d. h. wegen (1) und (2)

g1 (pg(-—logp —log7) + gg(—logg —log r))

(3) p+q
_ 1 (29(—logp) +qg(~logq)) _
Schreiben wir ¢ = I(r) = —log #, dann driickt (3) die ,,Translativitit* von I aus.

Wir beweisen also den folgenden

Satz 1. Die Entropiefunktion

—logp) + gg(—1
I(p,g):g—l(”( og12+gg( ogq))’

wo g stetig und streng monoton ist und p > 0,9 > 0,p + q = 1 gilt, ist dann und
nur dann translativ:

Ipr,qr)=I1(p,q)+ I(r)=1I(p,q) —logr,
d.h.

1 (pg(—logp 4t} +qg{—logg+-t)\ _, (pg(—logp) +gg(~logq)
“) gl( p+4q )_g ( P+ )‘H’

O<r=1,t=0), wenn g(x) =ax -+ boder g&) = a21=9% L b (@ +0,a=1)
ist,d. h.

__plogp +qlogyg

Ip,9)=Ii(p,q9) = g
(Shannonsche Entropie ) oder

1 d+ o
Ip,9) = La(p,9) = l_mlogpp+g (@ * 1)

ist (Entropien o-ter Ordnung ).
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Beweis. Wir setzenin (4)nochz = — log p,y = —logq

L (FTE D+ 2V ) (2@ + 29 () oo
gl( 2w 42 ):91@*??¥?7'ﬁ+t“%m2x+2ygn.

Schreiben wir
) @) =gx+1t), k'()=g10r—1,

so geht dies (wenn wir im Augenblick den Index ¢ weglassen) in

(6) Bl (2;”712%_—#@) —g-1 (%;;Q@) 27 4 2v <1)
dber. Wir beweisen (vgl. [3] Satz 2), daB (6) dann und nur dann besteht, falls
(7 h(z)=Ag(x) + B (4 £0) firalle x=0.

Jedenfalls erfiillt (7) die Gleichung (6) und mit % () wird (6) auch durch
(8) H@)=h)—Ag@) — B
erfiillt:

q [2Fgl@) - 27¥g(y\ 2= H(x) + 2V H(y)
) H(g 1( 3 29 ))‘ 3t 27

In (8) kénnen A und B so gewdhlt werden, dafl
(10) Hl)=H2)=0

@+ 2v <1).

ist. In (9) fiihren wir die Bezeichnungen

1 27%g(x) + 2¥g(y) 2-¢ H (z) + 2-% H(y)
ein, so daf
(12) Hxoy)=zOy (224+2¥v=])

bleibt, wo wegen (8) H (x) und wegen (11) z O y stetig als Funktion von z und y
sind, und ebenfalls wegen (11) x O y im Inneren des Intervalles (z, y) un 2 p[Ty
im Inneren von (H (z), H (y)) liegt ((u,v) = (v ,u); (u, u) = {u}):

(13) xOoye(xy), «Oye(H(),H(y).

Die Idee unseres ersten Beweises ist, da dieser Sachverhalt zusammen mit (10)
schon geniigt, um
H(x)=0 firale z=0

beweisen zu konnen. Dies besagt das folgende
Lemma. Sind H (x) und z O y stetig, gelien

(13) xOye(x,y), xUye(H(x), H(y))
und
(12) Hzoy)==a0y

13*
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fir alle x, y, mit 2% -+ 2-v < 1, ist ferner H(1) = H(2), dann st
(14) H(x =0

fiir alle x = 0.

Dieses Lemma veraligemeinert den Satz 1 von [3].

Beweis des Lemmas. a) Erstens beweisen wir (14) fir alle x € [1, 2]. Gébe es
nédmlich ein x; €[1, 2] derart, dall H(x;) + 0, so wiirde die Menge E; aller
ze[l, x1) mit H (x) = 0 eine obere Grenze C; und die Menge Ej aller x  (z1, 2]
mit H (x) = 0 eine untere Grenze (s besitzen, die wegen der Stetigkeit von H zu E;
bzw. Eg gehéren, (lLe Ey,2€ Ey, 1 <1 < Cp =< 2) 5o daB H(x) + 0 fiir alle
x € (C1, Cs), dagegen H (C1) = H (Cp) = 0 wiire. Laut (12) gilt aber

H(C1 00y =000,

und wegen (13) C1[1] Cz e (H(C1), H(C2)) = (0,0) und €1 0 Oy e (04, (), so
daB 1 [J Cs = O wibrend H(C; 0 O3) * 0: ein Widerspruch. (270 +2-0 « 1,
da Cs > Cy = 1.) So gilt schon

(15) H(z)=0 firalle ze(l,2]

b) Zweitens beweisen wir (14) fiir alle z € (2, o). Gébe es ndmlich eine groBte
Zahl E, so daB H (x) = 0 fur alle z € [1, E], dann wiirde es fiir jedes ¢ ein  geben,
so dal H(x) + O fiir xe(F, E - ¢) und es gibe in (E, E -+ &) geniigend nahe zu B
ein xp derart, daBl I (1) + 0 aber 1 O 2z {1, E]. Wire ndmlich 1 0 z > ¥ fiir je
ein x € (B, E + &), dann wiirde — wegen der Stetigkeit vonx 0y — 10 E = E
(£ > 1) folgen, im Gegensatz zu (13). So gilt aber H(1 O xs) = 0, H(1) = 0,
H(zp) & 0,80daB 0 = H(l O w2) = 1[J 22 nicht im Inneren von (0, H (x2)) liegt,
im Gegensatz zu (13). (2=%2 + 2-1 < 2-F - 2-1 << 1 wegen xp > F > 1.) Also
gilt mit (15)

H@x)=0 fir ze[l,oo].

¢) Endlich beweisen wir (14) auch fiir alle € [0, 1). Der Beweis geht dhnlich
wie in b), nur muBl man wegen der Voraussetzung 2-% 4~ 2-¥ < 1 etwas vorsich-
tiger sein. Es sei C die kleinste nichtnegative Zahl derart, dafl H (x) = 0 fiir alle
x = C. Wir wollen € = 0 beweisen. Ware nimlich ¢ > 0, so gibe es fiir jedes po-
sitive ¢ < Ceinx € (C — ¢, O) derart, da H (x) + O wire. Wir wihlen ein festes

(16) D> —log (1—2°°)
und in (C — g, C) ein — wegen der Stetigkeit von « O y wieder existierendes —
geniigend nahe zu O liegendes x fir das
(17) x OoD=C0C,
und H(xg) += 0, H(D)=0,
0=H(xo O D)=z ODe(H(),0)

was wieder ein Widerspruch ist. (27 %+ 2P < 27091 2=D 1 wegenap > C — ¢
und wegen (16)). Alsoist C = 0, d. h.

(14) H(x)=0 firalle x>=0.

Damit haben wir das Lemma und zugleich die Formel (7) bewiesen.
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Eine andere Beweisanordnung fiir (7) ersetzt — auch eine Idee des Herrn
Daroczy verwendend — die Teile a) und b) des obigen Lemmas durch ein be-
kanntes Hilfsmittel aus [2] und [4].

Aus (6) folgt ndmlich mit

(18) k(g1 () = G(2)

das Bestehen von

20g(x) + 2Vg(y)y __ 277G (@) +2¥6@W) o | o-
27 4 27 )= 270 1 27 @e+2v=1).

9

Dies bedeutet aber, daBl an der Kurve w = G (z) zwischen z = ¢ (1) und z = g (&)
mit beliebig groBen &N (da 2-% + 2-¥ <1 fir x = 1, y = 1 immer erfiillt ist), jede
Sehne wenigstens einen Punkt aufler den Endpunkten mit der Kurve gemeinsam
hat. (Die Sehne mit den Endpunkten {u, G («)}, {v, G'(v)} hat nimlich auch den
Punkt

{Z‘xu + 2%y 272G (u) 4 2-YG(v) }
2% 2-v ’ 2z + 2
mit der Kurve gemeinsam. Die ,,Gewichte® 2-%, 2-¥ hingen natiirlich von den
Endpunkten v = g(x), v = ¢g(y) ab, das macht aber nichts: ein behaupteter inne-
rer gemeinsamer Punkt existiert immer.) Dann ist aber (s. [£], S. 73; [2] S. 245)
@ linear:

G(z)=A4z-+ B,
und wegen (18)

(7) h(zx)=Ag(x)+ B

fir alle x = 1. Um (7) auch fir alle € [0, 1) zu beweisen, verfahren wir wie in ¢):

Es sei C die kleinste Zahl derart, da§ (7) fiir alle x = C bestehen. Wire C > 0,
so gibe es wieder fiir alle 0 < ¢ << Cein z € (C — &, C), so daB (7) nicht bestehen
wiirde :

(19) h(x) + Ag(x) 4 B fir xze(C —¢,C).
Andererseits folgt aus (6)

2—% 2- 2=z} 27vh
(20) 3 <g—1( 92(2 ::: 2_3!](?/))) _ () + 27 h(y) (27 42 < 1)

27 29

und fiir die durch (11;) definierte stetige Operation z O y gilt wieder (13;). Wenn
wir also D wieder laut (16) wéhlen, so gibt es ein

(21) roe (U —e,0),

so daB (17) und (19) bestehe und 2% 4- 2= < 1. Da aber (7) fiir z = C schon
giltig ist, wird aus (20) fur ¢ = g,y = D

27%g(z0) +27Dg(D) + B= 2720 h(wo) + 27P(Ag(D) + B)
2~ |- 2D - 2-20 4+ 2-D

A

d. h.
h(xo) = A g(xo) + B

im Gegensatz zu (19) und (21) womit €' = 0 und (7) fiir alle z = 0 wieder bewiesen
ist.
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Ende des Beweises vom Safz 1. Schreiben wir in (7) den Index ¢ (vgl. (5)) aus, so
wird
hs(x) = A;g9(x) + By
oder (mit (5))
g+ =A)gx)+ By (x=0,6=20).
Die einzigen streng monotonen Losungen dieser Funktionalgleichung (s. [1]
S.120—121, vgl. [3], [4]1, S. 68—69, [5] 8. 557—558) sind aber

(22) gx)=ax+b und g(x)=ae®-b=a20"9% L (g £0,c+0, a +1)
womit der Satz 1 bewiesen ist.
] 3.

Um o = 0 auszuschlieBen, fordern wir noch die als natiirlich erscheinende Be-
dingung

(23) lin% I(p,q)=I(p)=—logp,
q—)
die tatsachlich (vgl. (2))
(24) : lin(l)qg(—Iqu) =0
q—

zu Folge hat. Unter den Funktionen (22) erfillt g(x) = awx + b die Bedingung
(24) immer, aber g (x) = 20 =97 4 b nur wenn a > 0 ist.
Damit haben wir das folgende

Korollar, Unter den stetigen und streng monotonen Ldsungen der Funktional-
gleichung (4) erfillen nur

gx)=ax4b uwnd gx)=a20"9* Lb mit a+0, a+1l und «>0

die Bedingung (24), d. h. die Shannonsche Entropie und die Entropien positiver
Ordnung sind die einzigen translativen Entropiefunktionen, die der Bedingung (23)
gentigen. —

Wir wollen endlich noch unser Lemma teilweise verallgemeinern. Ahnlich wie
dieses Lemma (ja sogar wegen des Wegfallens der Bedingung 2-% - 2-¥ < 1 noch
leichter) kann man folgendes beweisen:

Satz 2. Sind in einem (endlichen oder unendlichen, offenen, halboffenen oder ab-
geschlossenen) Intervall {a,b) die Funktionen H(x) und x O y als Funktion von
x und y stetig, gelten ferner

(12) H#xoy)==0y,

(13) zOoye(x,y), xOye(H ), ()

in {a, b> und gibl es zwei beliebige Werte o’ , b’ € {a, by mita’ =+ b’ derart, daf3
H(a') = H(b'),

dann ist die Funktion H im ganzen Intervall {a, b> konstant,
Insbesondere gilt noch folgendes: Es sei fiir reelle 2, y eine Mittelwertoperation
z %y erklirt mit der Eigenschaft z % y € (x, y), so dafl die Funktionalgleichung
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H(z © y) = H(x) % H(y) erfullt ist. Wenn man dann die Operation z ] y durch
H (z) % H (y) ersetzt, bleibt die Behauptung des Satzes 2 richtig.

Einige Spezialfille dieses als wichtig erscheinenden Satzes wurden schon in [1]
(S. 50, 85—86, 203—206) angewendet.
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