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Zur gemeinsamen Charakterisierung 
der Entropien a-ter Ordnung und der Shannonschen Entropie bei 

nicht unbedingt vollst~indigen Verteilungen 
Von 

J. ACZ~L 

. 

I n  einer vorhergehenden Arbeit  [3] ha t  Herr  Z. ])AROCZu in dieser Zeitschrift 
den folgenden interessanten Satz bewiesen: 

Geni~gen die ]fir beliebige nati~rliche n und  ]i~r Pk ~ 0 (]c ---- l ,  2 . . . .  , n) bei 

P l  + P2 + "'" + Pn ~ 1 definierten Fun~t ionen  I (pl ,  p2 . . . . .  Pn) den Bedingungen 

I .  I ( p )  ist steti~ in (0,1) 

H. Z (�89 = 1 

I I I .  I ( p : q :  . . . .  , P : q m  . . . . .  Pnq :  . . . .  , p n q m )  = I ( p l ,  . . . , P n )  + I ( q : ,  . . . ,  qm) 
(p~ ~ O , k =  l , 2 , . . . , n ; p :  + p2 + ""  + p n  ~ l ; q j  ~ O,j  = l , 2 ,  . . . ,  m;  

q~ + q2 + "." + q.,  <= 1) 
IV.  I (pi  . . . . .  Pn , ql . . . . .  qm) = 

[!191 ~- " ' "  + pn) g ( I (p l  . . . . .  Pn)) 4- (ql + "'" + qm)g(I(ql . . . . .  qm)!~ g-1 \ Pl + "" + Pn + ql + "" + qm 

( p l + . . . + p n + q l + " ' + q m < ~ l ;  p ~ > O ,  q j > O ;  k = l , 2  . . . . .  n ; j = ! , 2 ,  
. . . .  m;  g stetig und  streng monoton), dann  und  nur  dann  gilt entweder 

-- ~ (g * i) 1 log2 k k I ( p ~  . . . .  ,Pn)  = I ~ ( p l , . . . , p n )  1 -- ~ k 

oder 
n n 

z (p: ..... p.) = z~ (p: .... , p.) = - ~ p~ bg pk/~p~. 
k=l k = l  

Hier wollen wir zwei wesen~lich kiirzere Beweise for  den obigen Satz geben. 
Mehrere Grenzprozesse und  iihnliche Betr~ehtungen,  darunter  aueh der Ubergang 
auf  Mittelwerbe der Wahrscheinlichkeitsverteflungen kSmmn dabei beseitigt wer- 
den. 

Wir  bemerken,  dab es geniigt I I I  und  IV  ffir n ----- m = 1 sowie I I I  fiir n = 2, 
m = 1 ausniitzen, so da~ star t  der unendlichen Funktionenfolge 

I ( p : ) ,  I ( p : , p 2 ) ,  I ( p : , p 2 , p 3 )  . . . . .  I ( 2 1 , P 2 , . . - , P n ) , . . .  

nur  die beiden Funkt ionen  
l ( p )  und  I ( p , q )  

in Bedingungen und  Behaup tung  vorkommen  (i~hnlich kSnnen I ( p )  und I ( p : ,  

P2, . . . ,  Pno) ffir beliebiges fixes no ~ 2 eharakterisiert  werden). - -  
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Wi t  schliegen diese kleine Note  mi t  einer gemerkung,  wie die praktisch un- 
brauchbaren Ent ropien  nicht-posit iver Ordnung ausgesondert  werden kSnnen und  
mi t  einer ~eilweisen VerMlgemeinerung eines bei dem einen Beweis ben6tigten 
Lemma's ,  die auch sonst interesant  zu sein scheint. 

2. 

Aus I, I I  und  aus I I I  fiir n = m = 1 folgten sofort (vgl. [1] S. 48--51 oder [3] 
oder [5] S. 552) 

(1) I (p)  = - l og  p 

(hier und  im folgenden bedeutet log den Logarithmus mit Basis 2) und aus IV ftir 
n = m ~ 1 folgt dann  

(2) UP, q) = g-Z (.pg(-- logp) + qg(- Iogq)  ~, p T q  )(~o > 0 , q >  0, p + q - - < _ l ) .  

Endlich ergibt I I I  ffir n = 2, m = 1 

I ( p r , q r )  = I (p ,q )  + I(r) 

d. h. wegen (1) und  (2) 

g_l ( p g ( - - l o g p -  l o g r ) +  qg(-- logq--logr!)= 

(3) P + q 
= g_i(pg(--logp)p +q+ qg(--log q ) ) - - l o g  r .  

Schreiben wit  t = I (r) = - - log  r, dann  driickt (3) die , ,Trans laf iv i t i t "  yon I aus. 
Wit  beweisen also den folgenden 

Satz 1. Die Entropiefunlction 

I (p ,  ~) = g-z ( P g(--logp) + qg(--log q)] 
p + q  1' 

wo g stetig und streng monoton ist und .p > O, q > O, .p -+- q < 1 gilt, ist dann und 
nur dann translativ: 

I (p r ,  q r) = I (p, q) + I (r) = l ( p ,  q) - -  log r ,  
d.h.  

(4) ~ + q  J ~ ~ T q  

(O ~ r ~ l ,  t ~ O), wenn ff(x) = ax + b oder g(x) = a2 ( 1 - ~ ) x + b  (a ~ : 0 , ~ z e l )  
ist, d. h. 

1 (io, q) = I i  (/9, q) = - -  p log p + q log q 
p + q  

( Shannonsche Entropie ) oder 

1 log (g + 1) / ( p ,  q) - -  I ~  ( p ,  q) _ 1 - ~ p + q 

ist (Entropieu ~-ter Ordnung). 
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Beweis. Wir setzen in (4) noch x ~ -- log p ,  y ~- --  log q 

if-1 2 - X g ( x 2 2 §  \ ~ _ / _ t ( t ~ O , 2 - x _ ~ 2 - Y ~ l ) .  

Schreiben wir 

(5) ht (z) = ~ (x + t ) ,  h t  I (z) = g-1 (z) --  t ,  

SO geht dies (wenn wit im Augenblick den Index t weglassen) in 

(6) h-~ [2-x~(x) + 2-yh(u)l -1 12-zg(x) + 2-~z(y) I 
\ ~ - T 2  ~:~ /~--g / - 2 -~T5  :y  / ( 2 - x - ~ 2 - y g l )  

fiber. ~u beweisen (vgl. [3] Satz 2), dab (6) dann und nut dann besteht, ]alls 

(7) h ( x ) = A g ( x ) - ~ B  (A e~O) ]iiralle x ~ O .  

Jedenfalls erffillt (7) die Gleichung (6) und mit h (x) wird (6) auch dutch 

(s) H (x) = h(x)  - -  ,4 g(x) - -  n 

erffillt: 

(9) H (g-1 [2.-xg(x) § 2-,g(y)// 2-xH(x) § 2-uH(y) 
\ 2-~ + 2-~ / / =  2-~ + 2-~ (2-x § 2-y =< 1). 

In (8) k5nnen A und B so gew~hlt werden, dal3 

(10) H(1) = H ( 2 )  = 0  

ist. In (9) ffihren wir die Bezeiehnungen 

[2-xq(x) § 2-Yg(Y)I X [] 2-xU(x) § 2-YH(y) 
(11) x �9 y = g-1 ~. 2-x + ~=~ ] ,  Y = 2-~ § 2-y 

ein, so dab 

(12) H(x O y ) = x [ ~ y  (2-x ~- 2-Y ~ 1) 

bleibt, wo wegen (8) H(x) und wegen (11) x �9 y stetig als Funktion yon x und y 
sind, und ebenfalls wegen (11) x �9 y im Inneren des Intervalles (x, y) un x p[~ y 
im Innerenvon (H(x), H(y)) ]iegt ((u, v) ~ (v ,u); (u, u) =~ (u}): 

(13) x � 9  x ~ y e ( H ( x ) , H ( y ) ) .  

Die Idee unseres ersben Beweises ist, da]] dieser Sachverhalt zusammen mit (10) 
schon genfigt, um 

H(x) ~-0 ffiralle x ~ 0  

beweisen zu k6nnen. Dies besagt das folgende 

Lemma. Sind H (x) und x �9 y stetig, gelten 

(13) x O y e ( x , y ) ,  xg]ye(H(x) ,H(y) )  

und 

(12) H(x O y ) : x [ ] y  

13" 
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]iir alle x ,  y ,  mit  2 -x  ~- 2-Y ~ 1, ist ]erner H(1) = H(2) ,  dann ist 

(14) H(x )  =- 0 

]i~r alle x >~ O. 
Dieses Lemma verallgemeinert  den Satz I yon  [3]. 

Beweis des Lemmas.  a) Erstens beweisen wir (14) fiir alle x e [1 ,2] .  Giibe es 
ns ein xz e [ 1 , 2 ]  deral4, dab H ( x l )  4: O, so wfirde die Menge E1 aller 
x e [1, Xl) mit  H(x )  = 0 eine obere Grenze C1 und  die Menge E2 aller x e (Xl, 2] 
mi t  H (x) -~ 0 eine untere Grenze Cu besitzen, die wegen der Stetigkeit yon  H zu E1 
bzw. E2 geh6ren, (1 e E l ,  2 e ]~2, 1 ~ C1 < C2 ~ 2) so dab H(x )  4:0  ffir alle 
x ~ (C1, C2), dagegen H(C1) ~ H(C2) ~ 0 w/ire. Lau t  (12) gilt abet  

H(C 1 �9 C2)--~ Ci[]C2 

und wegen (13) Of[] C2e(H(CI),H(C2))---- (070) und Cl �9 C2e(01, C2), so 
dab CI [] Cs ~- 0ws C2) 4: O: einWiderspruch. (2-cI ~ - 2 -c~ < I, 
da C2 > C1 ~ 1.) So gilt sehon 

(15) H ( x ) = O  ffiralle x e [ 1 , 2 ]  

b) Zweitens beweisen wir (14) ffir alle x e (2, co). G~be es n~mlieh eine gr6Bte 
Zahl E, so dab H (x) -~ 0 ffir alle x e [1, E], dann  wfirde es fiir jedes e ein x geben, 
so dab H (x) 4 :0  ffir x e (E,  E ~- e) und  es g~be in (E,  E -~ ~) genfigend nahe zu E 
ein x2 derart,  daI3 H(Xl) �9 0 aber 1 �9 x2 e [1, E]. Wi~re ns 1 �9 x > E ffir je 
ein x ~ (E, E -~ s), dann  wfirde - -  wegen der Stetigkeit yon  x �9 y - -  1 �9 E ~ E 
(E > 1) folgen, im Gegensatz zu (13). So gilt aber H(1  �9 x2) ~ 0, H(1)  ~ 0, 
H(x2) 4: O, so dab 0 -~ H(1  �9 x~) -~ 1 [ ]  x2 nieht im Inneren  yon  (0, H(x2)) liegt, 
im Gegensatz zu (13). (2-x~ -~ 2-1 < 2-E ~- 2-1 < 1 wegen x2 > E > 1.) Also 
gilt mi t  (15) 

H ( x ) = 0  fiir x e [ 1 , c o ] .  

c) Endlieh beweisen wir (14) auch fiir alle x e [0, 1). Der Beweis geht  s 
wie in b), nur  muB m a n  wegen der Voraussetzung 2 -x + 2-u ~ 1 etwas vorsich- 
tiger sein. Es sei C die kleinste nichtnegative Zahl derart,  dab H (x) -~- 0 ffir alle 
x ~ C. Wir  wollen C = 0 beweisen. W~re niimlich C > 0, so gs es ffir jedes po- 
sitive s < C ein x e (C - -  s, C) derart,  dab H (x) 4 : 0  ws Wir  w~hlen ein festes 

(16) D > --log (1--2 ~-c) 

und in (C - -  s, C) ein - -  wegen der Stetigkeit yon  x O y wieder existierendes - -  
genfigend nahe zu C liegendes x0 ffir das 

(17) x0 o D ~ C ,  

und  H (xo) 4: O, H (D) = O, 

0 -~- H (xo O D) = xo [] D e (H (xo), O) 

was wieder ein Widerspruch ist. (2-x~ 2 - D <  2 - ( C - ' ) +  2 - J ) <  1 wegen x0 > C - -  
a n d  wegen (16)). Also ist C ~- 0, d. h. 

(14) H ( x ) - ~ O  f i i ral le  x ~ 0 .  

Damit  haben wir das Lemma und  zugleich die Formel  (7) bewiesen. 
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Eine andere Beweisanordnung fiir (7) ersetzt  - -  auch eine Idee  des He r rn  
DAl~6CzY verwendend  - -  die Teile a) und  b) des obigen L e m m a s  dureh ein be- 
kann tes  Hi l fsmit te l  aus [2] und  [4]. 

Aus (6) folgt niimlich m i t  

(18) h (g-~ (z)) = G(z) 

das Bestehen yon 

G (2-zg2@x z) + 2-,g(y)l 2-xG(g(x)) + 2-yG(g(y)) (2-x ~- 2-Y < 1) 
+ 2-u / = 2 -x + 2-v = " 

Dies bedeute t  abet ,  dab an der K u r v e  w = G(z) zwischen z = q(1) und  z --~ if(N) 
mi t  beliebig groBen N (da 2-x  -~ 2-y g 1 ffir x ~ 1, y ~ 1 immer  erfiillt ist), jede 
Sehne wenigstens einen P u n k t  auger  den E n d p u n k t e n  mi t  der K u r v e  gemeinsam 
hat.  (Die Sehne mi t  den E n d p u n k t e n  {u, G(u)}, {v, G(v)} ha t  namlich aueh den 
P u n k t  

2-x + 2-u ' 2-~ + 2-v 

mi t  der K u r v e  gemeinsam.  Die , ,Gewichte" 2 -x, 2-Y h~ngen natfirlich yon den 
E n d p u n k t e n  u = g (x), v = g (y) ab, das m a c h t  abet  nichts:  ein behaup te te r  inne- 
rer  gemeinsamer  P u n k t  existiert  immer.)  Dann  ist aber  (s. [4], S. 73; [2] S. 245) 
G linear: 

G(z) = A z  § B ,  
und wegen (18) 

(7) h(x) = A g(x) + Z 

ffir alle x ~ 1. U m  (7) aueh ffir alle x ~ [0, 1) zu beweisen, ver fahren  wir wie in c): 
Es  sei C die kleinste Zahl  derar t ,  daI3 (7),flit alle x ~ C bestehen. Wgre  C > 0, 

so giibe es wieder ffir alle 0 < s < C ein x ~ (C --  s, C), so dab (7) nicht bestehen 
wfirde : 

(19) h(x) . A g ( x ) +  B fiir x e ( C - - s , C ) .  

Anderersei ts  folgt aus (6) 

(20) h {g-~ (?-xg(~) +_2-~q(y))) 2-~h(~) + 2-~h(y) \ ~ 2-~ + 2-u /] = ~ + 2-u (2-x § 2-u ~ 1) 

und  ffir die durch (111) definierte stetige Operat ion x O y gilt  wieder (131). Wenn  
wir also D wieder lau t  (16) wi~hlen, so gibt  es ein 

(21) xo e (C --  e, C),  

so dab  (17) und  (19) bestehe und  2 -z~ + 2 -1) g 1. Da  aber  (7) fiir x => C schon 
gfiltig ist, wird aus (20) ftir x = xo, y = D 

2-xg(xo) + 2-Dg(D) 2-xoh(xo) + 2-O(Ag(D) + B) 
A 2-x + 2-D ~- B = 2-xo -~- 2-D 

d . h .  
h (x0) = A g(x0) + B 

im Gegensatz zu (19) und  (21) womi t  C = 0 und (7) ffir alle x -->_ 0 wieder bewiesen 
ist. 
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Ende des Beweises vom Satz 1. Sehreiben ~ in (7) den Index t (vgl. (5)) aus, so 
wird 

ht(x) = Atg(x) "Jr Bt 
oder (mit (5)) 

9 (x + t) = A (t) g(x) + B (t) (x >= 0, t ~ 0) .  

Die einzigen streng monotonen LSsungen dieser Funktionalgleiehung (s. [I] 
S. 120--121, vgl. [3], [4], S. 68--69, [5] S. 557--558) sind abet 

(22) g ( x ) = a x + b  und g ( x ) = a e c x ~ - b - ~ a 2 ( 1 - ~ ) X ~ b ( a  #-0, c ~-0, ~ * 1) 

womit der Satz 1 bewiesen ist. 

J 3. 

Um ~ < 0 auszuschlieBen, fordern wir noch die als natiirlich erscheinende Be- 
dingung 

lim I (p, q) ~ I (p) ~ --  log p ,  
q--~0 

(23) 

die tats/ichlich (vgl. (2)) 

(24) lim q g (-- log q) = 0 
q-->O 

zu Folge hat. Unter den Funktionen (22) erffillt g(x) = ax + b die Bedingung 
(24) immer, aber g@) = a 2(1-')~ + b nur wenn ~ > 0 ist. 

Damit haben wit das folgende 

KoroUar. Unter den stetigen und streng monotonen L6sungen der Funktional. 
gleiehung (4) erliillen nur 

g ( x ) = a x + b  und g ( x ) = a 2  (1-:)z-~b mit a :~O,  ~:~ 1 und :~>0 

die Bedingung (24), d.h.  die Shannonsche Entropie und die Entropien positiver 
Ordnung sing die einzigen translativen EntroI~ie/unktionen, die der Bedingung (23) 
9eniigen. --  

Wit wollen endlich noch unser Lemma teilweise verallgemeinern. ~hnlich wie 
dieses Lemma (ja sogar wegen des Wegfallens der Bedingung 2 -x ~- 2-Y ~ 1 noeh 
leichter) kann man folgendes beweisen: 

Satz 2. Sing in einem (endliehen oder unendlichen, o~enen, halbo~enen oder ab- 
9eschlossenen) Intervall <a, b> die Funktlonen H (x) und x �9 y als Funktion yon 
x und y stetig, gelten/erner 

(12) H(x  � 9  

(13) x � 9  x [ ~ y e ( H ( x ) , H ( y ) )  

in <a, b> und 9ibt es zwei beliebige Werte a', b' ~ <a, b> mita'  :~ b' derart, daft 

H (a') = H (b') , 

dann ist die ~'unktion H i m  ganzen Intervall <a, b> konstant. 
Insbesondere gilt noch folgendes : Es sei fiir reelle x, y eine Mittelwertoperation 

x * y erkl/irt mit der Eigenschaft x .  y e (x, y), so da$ die Funktionalgleiehung 
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H (x �9 y) = H (x) * H (y) erfiill$ ist. Wenn  man  dann  die Operation x [ ]  y durch 
H (x) * H  (y) ersetzt, bleibt die Behaup tung  des Satzes 2 richtig. 

Einige Spezialf/ille dieses als wiehtig erscheinenden Satzes wurden sehon in [1] 
(S. 50, 85--86,  203--206) angewendet.  
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