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Quelques applications.de la formule de changement 
de variables pour les semimartingales 

C. DOLI~ANS-DADE 

Maisonneuve a montr6 dans [5] qu'il existe une et une seule martingale 
continue Z, satisfaisant ~ l'6quation 

Z t = l +  iZs_  dX,,  (1) 
0 

off (X,) est une martingale continue donn6e. Nous 6tendons ici ce th6or6me et 
nous montrons que, (X~) 6tant une semimartingale locale quelconque, il existe 
une et une seule semimartingale locale (Z~) satisfaisant/t (1). 

Nous en d6duisons un th6or6me de d6composition multiplicative des martin- 
gales locales qui g6n6ralise le th6or6me de factorisation donn6 par Kunita et 
Watanabe pour les processus qui sont ~t la lois, des martingales locales, et des 
fonctionnelles multiplicatives ([-4], w 6). 

0. Notations 

(~2, ~,  P) est un espace probabilis~, complet, mum d'une famille (~)t~R+ de 
sous-tribus de ~ croissante et continue/t droite. Nous supposons que ~o contient 
tous les ensembles n6gligeables de 

Nous identifierons toujours deux proeessus X et Y indistinguables (e'est-fi-dire 
tels que pour presque tout ~o, on ait Xt(~)= Y~(co) pour tout t). C'est en ce sens 
qu'il faudra comprendre les ~none6s d'unicit6 ci-dessous. 

Une martingale locale b~ valeurs r6elles est un processus stochastique adapt~ 
(Mt)t~R+ ~ valeurs dans R, fi trajectoires continues ~ droite et pourvues de limites 

gauche, et ayant la propri6t6 suivante: il existe une suite croissante de temps 
d'arr~t T, tels que lira T~= + ~ ,  et que les processus arr6t6s (MtAr I~ro>o~)~R + 

n 

soient des martingales uniform6ment int~grables. Nous d6signerons par A: 
l'ensemble des martingales locales fi valeurs r6elles, nulles ~ I'instant z~ro, et par 
A~ = A ~  is ~ l'ensemble des martingales locales fi valeurs complexes nulles /t 
l'instant z6ro. Toute martingale locale M~A~ peut s'6crire de mani6re unique 
sous la forme 

M = M~ + M d 

off M ~ et M d sont des 616ments de A~ M ~ est fi trajectoires continues, et la martin- 
gale locale M a est orthogonale/~ toute martingale locale/~ trajectoires continues 
(c'est-/t-dire si N c 5r est/t  trajectoires continues, le processus (M~ N~) appartient 
/t Aec). On dit que M ~ est la partie continue de la martingale locale M, et que M ~ 
est la somme compens~e des sauts de M ([1], th6or6me 4). 
13 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd..16 
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Nous d6signerons par Y/" + l'ensemble des processus adapt6s, ~t valeurs dans R, 
dont les trajectoires sont des fonctions croissantes, continues ~ droite et nulles ~t 
l'instant z6ro. Nous d6signerons par ~ l'espace ~ + - ~ +  et par ~c l'espace 
~F + i V.. 

Une semimartingale locale (Xt)t~R+ est un processus stochastique adapt6, ~t 
valeurs complexes, admettant une d6composition de la forme 

X - - X o + M + A  

o/l Xo est une variable al6atoire ~t valeurs complexes ~%-mesurable, MeSe  c et 
A e ~c. Une telle d6composition n'est pas unique. 

Nous utiliserons les r6sultats de [1] sur les int6grales stochastiques par rapport 
aux semimartingales locales. Ceux-ci sont 6nonc6s dans [-1] pour des processus ~t 
valeurs r6elles, mais se g6n6ralisent de mani6re 6vidente au cas complexe. En 
particulier, si (Xt) est une semimartingale (resp. une martingale) locale, et si (Ut) 
est un processus stochastique adapt6, ~t valeurs complexes, dont les trajectoires 
sont pourvues de limites ~t gauche, on peut d6finir la semimartingale locale (resp. 

t 

la martingale locale) W~ = S Us_ dXs. Cette int6grale stochastique a les  propri6t6s 
suivantes: o 

S 

(0.1) Si (Xs) est une martingale locale ~t trajectoires continues, W~= S U~dX~ 
est aussi une martingale locale ~t trajectoires continues. De plus o 

(w, W)s= fuf  d(x,x),, 
0 

(rappelons que si X est une martingale locale continue appartenant & s (X, X)  
est runique 616ment/t trajectoires continues de ~ tel que X 2 - (X, X)  soit une 
martingale locale). 

(0.2) Si (Xs) est une martingale locale, somme compens6e de sauts, alors 
S 

Ws= ~ Ut_ dX t est aussi une martingale locale, somme compens6e de sauts; et 
o 

l'on a pour presque tout co, A W, = U,_ AXt pour tout t 1. 

Soit X une semimartingale locale, admettant la d6composition 

X = X o + M + A ,  M ~  c, A~'Uc. 

On d6signe par (X~) la partie continue de la martingale locale (Ms); c'est une 
martingale locale continue, ind6pendante de la d6composition de X utilis6e. Si 
X et Y sont deux semimartingales locales, on d6signe par (X  c, yc) l'unique 
processus h trajectoires continues de Vc tel que le processus X c YC- (X  ~, yc) soit 
une martingale locale. 

Nous utiliserons constamment la formule de changement de variables sui- 
vante ([1] th6or6me 8). Soit X une semimartingale locale ~t valeurs dans R" 
(c'est-~t-dire un processus stochastique dont les composantes X ~ sont des semi- 
martingales locales ~ valeurs dans R) et soit F une fonction deux fois continument 

1 A W t d6signe le saut  du processus  W h l ' ins tan t  t. 
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diff6rentiable de R" dans C. On a alors pour tout t fini, en notant par D ~ l 'op6rateur 
de d6rivation par rappor t / t  la i-6me coordonn6e 

[ n t n 

F ~ 1 7 6  + I E DiF~ dXI+�89 E DiDJF~ d (  Xi~, XJ~), 
0 i = 1  0 i = 1  

j= l  

+ ~ , [FoX~-FoX~_  Z ' i i . 
- n 

s<t i = 1  

off la somme ~ ( ) intervenant au second membre converge p.s. pour tout t. 
S ~ t  

t 

1. R6solution de r6quation Z t = 1 + ~ Z~_ dX~ 
0 

Th6or~me 1. Soit (X~) une semimartingale locale telle que X o = 0 

a) il existe une et une seule semimartingale locale (Zt) v~rifiant 

t 

z , = l +   ZsdX . (1) 
O 

b) Z test donnke par 

Z, = exp (X, - �89 ( X  ~, XC>,) I~ (1 + A X~) e - 3x~ 
S~t 

off le produit intervenant au second membre converge presque sfirement pour tout t. 

Nous utiliserons dans la suite la notation Z = g(X)  pour d6signer ce processus. 

DOmonstration. 1) Montrons que le processus 

Z t  = e x p  ( X t - � 8 9  Xc,  XC>t) I ~  (1-4-  A X s )  e -3Xs 
s<=t 

t 
est solution de l'4quation Z~ = 1 + ~ Zs_ dXs. 

o 
Dans l'intervalle [-0, t] la fonction s--* X~(og) n'a qu'un nombre fini de sauts tels 

que ]AX~(~o)[> 1. La shrie ~ [AXs(fo)] 2 6tant convergente pour presque tout co, 
S~t 

([1], th6or6me 4), it enes t  de m6me de la s6rie ~ ]e -~xsr 1 +AXs(oJ) e-ZX'(~ 
S~t 

I1 existe donc un ensemble de mesure nulle N ~ f2 tel que pour co C N le produit 
R~ = I~ (1 + AXe) e-aX" soit uniform6ment convergent sur tout compact; on d6finit 

s~t 
ainsi un processus stochastique adapt6 (R~) dont les trajectoires sont 6videmment 
continues ~t droite et pourvues de limites ~ gauche. 

On voit de m6me que la s6rie 

~, IARsl = ~  IR~_I le -Axs -  1 + ASse-~Xq 
s<t 

converge presque sfirement pour  tout t; le processus (Rt) appartient donc h #c. 

Appliquons maintenant la formule du changement de variables ([1] thhor6me 8) 
/t la fonction F(x, y) = y e x et aux deux semimartingales locales Kt= Xt - �89 ( X c, XC)~ 
13" 
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et R,. Nous obtenons 

Zt = F(Kt, Rt) 
t t 

= Z o +  ~ Zs_dXs-�89 Zs_d(X~,X~)~+ Z e K~- AR s 
0 0 s<-t 

t 

+�89 Zs-d(X~,X~)s + E (Zs-Zs--Z~_ AXs-e  K~- ARs) 
0 s<=t 

ou en simplifiant t 
Z,=l+  ~Zs dXs. 

o 

Le processus (Zs) est donc bien une semimartingale locale solution de l'4quation (1). 

2) Unicit~ de la solution 
a) Supposons d'abord que la semimartingale locale (X~) appartienne a Y/~ et 

d4signons par (As) le processus croissant a valeurs finies d6fini par 

IdX.I. 
[0, s] 

Si (Z~) et (Z'~) sont deux solutions de l'6quation 

z =l+ S Z _dX. 
[o, t] 

leur diff&ence H~ v6rifie l'6quation 

Hs=Z~-Z's= ~ H,_dX,, 
[0, s] 

donc 
M s _  ~ 

[o, s[ 
Ce qui donne en it&ant 

u s =  I dXsl I l 
[0, s[ [0,sK [0, s,, z[ 

et 

H,_dX,. 

dX~.-1 ~ H~zdXs. Vn, 
[0, s,,-a[ 

p.s. pour tout n et tout s, off Ms(co ) d6signe la quantit6 finie M~(o~) = sup IHt_ (~o)l. 
Le processus (Hs) satisfait alors aux in6galit6s 2 o =~t ~ s 

A~(o)) 
IHs- (~)l --< Ms(~~ n! 

p.s. pour tout ne t  tout s, et est indistinguable du processus nul. C.Q.F.D. 

2 L'bgalit6 (22.2), chapitre VII,  [-6] 
n __ n--1 d(A,)-A,_ dA~+A~d(a'~ -1) 

permet  de mont re r  facilement par  r4currence l'in6galit6 d (A~) > n A~51 d (As). On voit alors, toujours  par  
r6currence, que l'in6galit6 A" 

~ dA~ ~ das2... ~ dA~ <=2~. 
[O,s[ EO.sd [ O , s . - l [  

vraie pour  n = 1 est valable pou r  tout  n. 

]Hs-(c~176 S dA~,... ~ dAs. 
[0, s[ [0, s,,- 1[ 
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b) Consid6rons maintenant le cas d'une semimartingale locale nulle/t l'instant 
z6ro, et admettant la d6composition 

X = M + A ,  M 6 Y c ,  A ~ c ,  

et soit (Ns) une solution de l'6quation 

s 

N~=I+  IN~_dXt. 
o 

Nous voulons montrer  que les processus Ns et 

Z~ = exp (X, - �89 ( X  ~, XC}s) [I (1 + AXt) e - Ax, 
t<--S 

sont indistinguables. 

Soit T, la suite croissante de temps d'arrat d6finie ainsi: 

T 1 est le premier instant auquel le processus X t saute d'une valeur ]AXt] >�89 
(ou + oo s'il n'y a pas de tel saut) ... 

T, est le premier instant apr6s T,_ 1 auquel le processus X, saute d'une valeur 
IAXt[ >=�89 (ou + oo s'il n'y a pas de tel saut aprhs l'instant T,_I) . . . .  

La suite T, tend p.s. en croissant vers + oe, et le processus 

Vt = ~ AXr I{,>= r.} 
n 

appartieut/~ ~c. Consid&ons la semimartingale locale Y= X - V ;  les semimar- 
tingales locales Yet Vn'ont pas de discontinuit6s communes; les sauts du processus 
Y sont / t  valeurs dans 1 1 ]-~-,  3[, le processus 

Hs = exp (Y~- �89 ( Xr XC>s) [I  (1 + A Yt) e -a t '  
t<s 

est donc une semimartingale locale qui ne s'annule jamais et qui est solution 
de l'6quation s 

Us= + [, H,_d  
0 

(ceci parce que XC= yc, [1] w Le processus (Hs_) ne prend jamais la valeur 
z6ro. II existe donc une suite croissante de temps d'arr6t (S,) tels que 

et 
lira S, = + oo 

?t 

]Hs_l- > 1  pour s~S. .  

Ceci entraine l'in6galit6 [Hs[=[Hs_[ll+AY~I>I/2n pour s<S.. Appliquons 
maintenant la formule de changement de variables/t une fonction F. de classe C 2 
d6finie sur C x C et telle que F,,(x, y ) = x / y  si [y[ > I/2n; nous obtenons une expres- 
sion de 

Hŝ S~ 
H s  ^ s~ 
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qui devient, apr6s avoir fait tendre n vers + oo : 
N ,  t t 

H t  o - o 
t 

+ 5%_d(X~,X~), 
0 

+ 
s<=t 

ou en simplifiant t 

d(xs- 5) 
0 

(nous avons utilis~ dans les calculs pr6c6dents les propri~t6s (0.1) et (0.2)). Comme 
la semimartingale locale V = X - Y  appartient ~ ~c le processus ~s=NJH, est 
indistinguable du processus 

exp(X~- Ys) [I (I + AXs-AY~) e -r C.Q.F.D. 
t<s 

Remarque 1. Si Z e s t  une semimartingale locale telle que les processus (Z~) 
et (Z~_) ne s'annulent jamais, le processus 1/Z~_ est localement born6 (voir [1]) 
et on peut d6finir l'int6grale stochastique 

dZs 
X~ = i Z~ 

0 

qui est une semimartingale locale. On a alors 
t 

Z t  = N o  + I Z s -  dX~, 
0 

en particulier si Zo = 1, on voit que Z = 6~(X). 

Remarque 2. Supposons que X soit une martingale locale. On peut se demander 
quelle condition la martingale locale g(X)= Z e s t  une vraie martingale. C'est 

certainement vrai si X est une martingale/t valeurs r6elles born6es dont tousles 
sauts sont /t valeurs dans [ - 1 ,  +oo[,  car tous les termes (I+AX~)e -nx~ sont 
alors /1 valeurs dans [0, 1], et l'on a ]Z,l__<exp(sup[Xdco)]). Si X est seulement 

G r 

une martingale r6elle, born6e en valeur absolue par une constante c on peut 
affirmer que g(2X) est une vraie martingale pour tout 121 < 1/2c, mais nous ne 
savons rien dire sur g(X) elle-mame. 

2. D6compositions multiplicatives 

Rappelons que deux martingales de carr6 int6grable X et Y sont dites orthogo- 
nales si leur produit X Y est une martingale. I1 est donc naturel de chercher ~t 
repr6senter une martingale comme un produit de martingales orthogonales. De 
telles repr6sentations se rencontrent en fait dans la litt6rature. Par exemple, soit I~ 
un processus ~ accroissements ind6pendants et stationnaires issu de z6ro, et 4~ 
la fonction caract~ristique de la variable al6atoire It. Introduisons la martingale 
bien connue (Doob [2] p. 389) 

eiUIt 
Z~-  (u e R). ~,(u) 
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La formule de L6vy-Khintchine, ddcomposition additive du processus (I~), donne 
lieu ~t une d6composition multiplicative de la martingale Z~, en un <<produit 
cont inu,  de martingales orthogonales. 

La clef des r6sultats de d6composition multiplicative est la proposition 
suivante, 6vidente sur la formule donnant g(X). 

Proposition 1. Soient X et Y deux semimartingales locales; l'OgalitO 

o~(X+ Y)=o~(X) g(Y) p.s. 

a lieu si et seulement si X et Yn 'ont  pas de discontinuit~s communes, et si les martin- 
gales locales X ~ et Yc sont orthogonales (c'est-d-dire X ~ Y  ~ est une martingale 
locale). 

Ainsi si U est une semimartingale locale de la forme E(Z), toute dhcomposition 
additive Z = X + Y satisfaisant aux conditions ci-dessus donne lieu ~t une d6com- 
position multiplicative de Z. 

Exemple  1. D~composition multiplicative des surmartingales positives 

Cette d6composition est du / t  Ito et Watanabe [-3] dans le cas off la famille 
de tribus ne poss6de pas de temps de discontinuit6, ~ Meyer [7] dans le cas gdn6ral. 
Nous n'en traiterons ici qu'un cas particulier. 

Soit X une surmartingale positive qui ne s'annule jamais (le processus Xs_ 
ne s'annule alors jamais non plus: voir [61, chapitre VIT15). Consid6rons sa 
d6composition de Doob. 

X = M - A (M martingale locale, A processus croissant naturel) et introduisons 

les processus t dMs (martingale locale) 
Ut=o~ Xs_ 

- i dAs (processus croissant naturel) ~-o Xs_ 
~. dX~ 

nous avons X = g ( W ) .  Si la famille de tribus est sans temps de discontinuit6, 
U et V sont sans discontinuit6s communes et l'on a donc 

X = g ( U ) g ( -  V); 

g(U)  est une martingale locale, et on a si on d&igne par A[la  partie continue du 
processus croissant A i dA~ 

0 X s  _ _ _  / AA s \ lqtl-x5  ); 
s<=t 

c ' e s t  la formule de d6composition multiplicative des surmartingales positives. 

Exemple  2. DOcompositions multiplicatives des martingales 

Proposition 2. Soit M une martingale locale, et soit M = M c + M d la dOcomposi- 
tion de M e n  partie continue et somme compensOe de sauts. On suppose que M t et M t_ 
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ne s' annulent jamais ; M admet alors la dOcomposition multiplicative suivante 

off 
M = Mo . X . Y p.s. 

est une martingale locale continue, et off 

AMt 

Y~=exp ~ t=l~It + ~ - ) e  

est une martingale locale, somme compens~e de sauts (le produit H ( ) &ant p.s. 
convergent pour tout s). t<=s 

I1 suffit d'6crire que M = g(N), off 

t d M  s 
N = ~  ~ , 

Ms_ 

et de d6composer N en sa partie continue 

i dM~ Nt c= 
o Ms_ 

et sa partie somme compens6e de sauts 

Nt d= i dM~ 
0 M s -  

Remarque. Voici un autre exemple int&essant de d6composition multiplicative: 
nous supposons pour simplifier que la famille de tribus (4 )  n'a pas de temps de 
discontinuit6/t gauche, et nous consid6rons une martingale locale M telle que 
Mt et Mt_ n e  s'annulent jamais. Soit Tun temps d'arr6t tel que P (Mr + M r _ ) =  1. 
Le temps d'arr6t Test  alors totalement inaccessible, et il existe un processus/t 
trajectoires continues, et un seul, A e ~  c tel que 

N t = A M r lit ~ T~ -- At 

soit une martingale locale (une d6monstration analogue & celle de [13 proposi- 
tion 4 montre qu'un tel processus A existe localement et est unique, il suffit alors 
de recoiler). La martingale locale 

U = M - N  

est alors continue & l'instant T; consid&ons les martingales locales 

dU~ 
Xt=o~ Ms_ 

et 

Yt = " i dN~ (martingale locale somme compens6e de sauts). 
o Ms_ 
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Ces deux martingales sont sans discontinuit6s communes et l'on a 

M = g(X + Y) = g(X) g(Y) 

off g(X) est une martingale locale continue/t  l'instant Tet  ~(Y) une martingale 
locale somme compens6e de sauts qui ne saute qu'/t l'instant T. 

3. D6veloppement de ~(X) 

Consid~rons une semimartingale X nulle/t l'instant z&o, et les semimartingales 
Z(2)=g(2X), 2eC.  Nous savons, d6monstration du th6or6me 1, qu'il existe un 
ensemble N c  s de mesure nulle, tel que pour tout coCN, le produit 

R,(2, co)= [ I  (1 + 2 AXs(co)) e - ~X~(~'' 
s<~t 

soit uniform6ment convergent en (t, 2) sur tout compact de R+ x C. Pour tout 
coCN, les fonctions 

2 --, Z~(2, co) = exp (2 L(co) - } 22 < xc, X%(co)) 1-[ (1 + 2A Xs(co)) e - ~xs(o) 
s_<t 

sont donc des fonctions analytiques de 2 et admettent des ddveloppements de 
la forme 

z,(2, co)= ~ ,l" Y,(t, co), 
n = 0  

off les Y,(t, co) sont des processus stochastiques adapt6s, & trajectoires continues 
t 

/t droite. Par ailleurs l'6quation Z~(2) = 1 + 2 ~ Z,_ (2) dX,, donne apr6s it6ration 
0 

z,(2)=1+2 ~ dX,+~  ~ ~ ax, ,  ~ dX,~+.. .  
[0,  t] [0,  t] [0,  m[  

+2" ~ dX,, ~ ... f dX,~ +' ~ dXo, ~ ... ~ Z,,+,(2) dX,~ 
[0,  t] [0,  u~[ [0,  u , , -~[  [0,  t] [0 ,ua[  [ 0 , u d  

Les processus stochastiques Y~(t) sont done indistinguables des processus 

dx,,~...  S ~x.~ 
[0,  t] [0,  un - 1[ 

et 1'Oll a 

6~(2X)~ = ~ 2 ~ ~ dXux ~ dX,,~... ~ dX~. p.s. pour tout t. 
n = 0  [0,  t] [0 ,u1[  [0,  u n - l [  

On retrouve bien, lorsque (Xs) est une martingale locale continue, le d6veloppe- 
ment donn6 dans [5]. 

4. Le iogarithme d'une martingale locale 

Nous allons maintenant 6tudier les relations entre la formule donnant ~(X) 
et la formule indiqu6e par Kunita et Watanabe dans leur article [4], reprdsentant 
le logarithme d'un processus qui est ~t la fois une martingale locale positive et une 
fonctionnelle multiplicative de Markov. Ce sujet est d'ailleurs li6 ~ la formule de 
L6vy-Khintchine. 
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Nous supposons ici que la famille de tribus (~)  n' a pas de temps de discontinuit~ 
d gauche; les sauts des martingales locales ont donc lieu /t des temps d'arr6t 
totalement inaccessibles. 

Commengons par quelques notations. Soit g u n  processus bien mesurable 3. 
Nous poserons 

~ = e g - 1 ,  ~ = e g - l - g ,  

ce sont aussi des processus bien mesurables. Supposons que pour presque tout co 
l'ensemble {t; gt(co)=~ 0} soit d6nombrable, nous dirons que g eA ~ si le processus 

s g  = g s ( c o )  
s < t  

appartient /t ~ ;  si le processus SI gl est localement int6grable, nous dirons que 
g~A~oo; si g2eA~o c nous dirons que g~A2oo. 

Aloe, il existe alors un processus appartenant Supposons que g appartienne ~i 
~, naturel, localement int6grable, unique sg tel que S g - S  g soit une martingale 

locale. Nous d6signerons par Qg la martingale locale S g -  sg. 
Supposons que g appartienne fi A2o~ et qu'il existe une suite de temps d'arr& T n 

totalement inaccessibles, distincts deux ~t deux tels que {(t, co); g,(co) =t = 0} c U {(t, co); 
n 

T,,(co) = t}. I1 est impossible en g6n6ral de d6finir sg, mais il existe une et une seule 
martingale locale Qg, somme compens6e de sauts, et telle que pour presque tout co 
on ait AQg(co)=gs(co) pour tout s. Voici une d6monstration sch6matique de cet 
6nonc6" a) soient M et M' deux martingales locales, sommes compens6es de 
sauts, et telle que pour presque tout co on ait dM~(e))=AM's(co) pour tout s, on a 
alors pour presque tout co (voir [1] w 3 section 3) 

(AMs) - 2 ~  AMsAM~+(AM~) = 0  pour tout t. [ M - M ' , M - M ' ] t =  2 , ' 2 
s < t  

Le processus ( M -  M') 2 est donc une martingale locale positive et nulle ~ l'instant 
z6ro et est par suite indistinguable du processus identiquement nul. La martingale 
Qg, si elle existe, est donc unique. 

b) I1 suffit maintenant de montrer l'existence de Qg dans le cas off le processus 
g~(co)=~gT.(co) est int6grable. A chaque processus At--gr.I~t>=T.~ on peut 2 2 n 

s n 
associer un processus appartenant ~t V,, continu, unique, B" tel que A " -  B n soit 
une martingale somme compens6ede sauts. Les martingales A " - B "  sont ortho- 
gonales deux ~t deux, et l'on a, en utilisant successivement [-6] chapitre VII (22.2), 
[6] chapitre VII T. 17, et le fait que B" est continu 

] E [(A~o - BL) 23 = E [ ~ (A~ - B~') d (A~' - B~') + ~ (A~'_ - B~') d (A~' - B~') 
L o 0 

= E - d(A  - = E A r  - d(A  - B 

n n n =E A t -A ,_ ldA '  = E [ g 2 ] .  

3 Un  processus  g(t, co) est bien mesurab le  si l ' app l i ca t ion  (t, ~o) ~ g(t, co) est mesurab le  pa r  r appor t  
~t la  t r ibu  R+ x 12 engendr6e pa r  les processus  adapt6s,  d o n t  les t ra jectoi res  sont  cont inues  ~t droite.  
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La s6rie ~ (A~-B~o) est donc convergente dans L 2, et l'on termine comme en 
n 

[6] chapitre VIII T. 32. 

Consid6rons maintenant une mart ingale  locale a t positive, ne s 'annuIant jamai s  

A a ~  
et telle que a o = 1. Pour  une telle mart ingale locale on a > - 1. 

a t _ 

Lemme 1. Supposons  que a soit une somme compensOe de sauts et qu'il exis te  un 
hombre u tel que 1 < u <  +o% et que 

A a t 
u < 1 + pour tout t. 

(Z  t - 

Posons  / A a s ( c o )  
gs(c~ Log t 1 -~ as_ (co))' 

nous avons alors geA~oc, ~eA~oc et 

Log a t = S f -  Sf. 

DOmonstration. Consid6rons la martingale locale, somme compens6e de sauts 

/~s=i d~, 
a s _  

on a e=g(fl).  Pour presque tout co l'ensemble s; s < t ,  a~_(co~+0 est fini pour 

tout t (en effet si s<_t, on a Aas(co)>>_a s (co)(u-1)>infes (co) (u - 1 )  > 0), et la 
. . . .  s <  t - 

quantit6 ~ IA/~I= ~ Aas est p.s. finie pour tout t fini. Consid6rons une suite 
s < t  s < t  a s _  

croissante (S,) de temps d'arr6t r6duisant fortement la martingale locale fl et telle 
que lira S, = + oo p.s. ([1] w 2 section 2), un temps d'arrat S r6duit fortement fl si 

n 

la martingale (fl ,^s) est uniform6ment int6grable et si la martingale E[lflsJ J~]  
est born6e sur l'intervalle stochastique [0, S[, en particulier pour tout temps 
d'arr6t T N S ,  le saut A fir est int6grable), et posons 

T,=inf{t;  ~, [Afls[>n} AS~.  
s < = t  

La suite de temps d'arr& T, tend p.s. en croissant vers + oo ; on a 

EF Z IA~sl]<n+EEIA~r~l] < +oo 
s <  T n  

et aussi, puisque 0 < u -  1 < A fl~ 

E[ ~, I t og ( l+Af l~ ) l ]<E[  E Ihflsl]< + ~ "  
s <= T,, s <= T,, 

Les fonctions g e t  ~ appartiennent donc/ t  A~o~. La martingale locale e ~~ St - St est 
une somme compens6e de sauts, qui a les  m6mes sauts que la somme compens6e 
de sauts fit- Ces deux martingales locales sont donc indistinguables et l'on a 

~, = g(fl)~ = eP' ~ I  (1 + A fl~) e-  ~r 
s < t  

= exp(S~- S~- 2 Af l s )~ I  (1 +A fl,); 
s < t  s N t  
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mais 

s<_t 

et 

H (1 + A fl,) = exp( ~ Log(1 + A fl~)) = exp St g 
s<=t 

On a donc pour a t l'expression 

Y, Afl,=s . 
s<t  

a~= exp(Sf -  STY). 

Lemme 2. a est toujours une martingale locale somme compensde de sauts, posi- 
tive, ne s' annulant jamais et telle que a o = 1. Nous  supposons qu'il existe un nombre v, 
0 < v < + Go tel que 

A a t 
0 < 1 + < v pour tout t 

a t _  

et nous posons toujours 

gs(co)=Log (14 Aa,(co)a,_ (co))" 

^ 2 ,4. 1 
Nous  avons alors geAlo~, geAlo~ et 

Log a t = Qt - St. 

D~monstration. Consid6rons la martingale locale somme compens6e de sauts 

t da, 
fit---- J , 

0 as_ 

nous avons encore a=g(fi) .  Le processus fi 6tant une martingale locale, pour 
presque tout co la somme ~ [A fls(co)[ 2 est finie pour tout t tiM, [1] th6or6me 7. 
Posons s-< 

T, = inf(t; E [A f,I 2 __>n); 

la suite croissante de temps d'arr6t T, tend p.s. vers + o% et l'on a, puisque 
[A f,[__< sup (1, I v -  1 [) pour tout s, 

E[ ~ [Af ls[2]<=n+sup(1 ,[v- lD 
s<= Tn 

E[ E [g,(co)l]=E[ ~ I A f l , - L o g ( I + A f l , ) [ ] < K E [  E [Af,[ 2] 
s<= Tn s<= Tn s<= Tn 

^ 2 "~ 1 off K est une constante ne d6pendant que de v. Nous avons donc g~Aloc et g~Aloo. 

La martingale locale Q~ est indistinguable de la martingale locale f.  De plus 

[ I  (1 + A f,) e-  ~p~ = exp ( ~ Log (1 + A f s ) -  ~ A f~) = exp ( -  S~). 
, ~ t  ,<=t , ~ t  

Nous avons donc pour at la formule 

at= ea~ 1-[ (1 +Aft,) e-Aa~=exp(Qf- -S~) .  
s<=t 
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Nous avons maintenant le th6or6me suivant 

Th6or~me 2. Soit e tune martingale locale positive, ne s' annulant jamais et telle 
que e o = 1. II existe alors une martingale locale continue tic et un processus f bien 
mesurable tels que si I'on pose 

g=fI{ f>l} ,  h=fI{ f<l}  
on ait 

Log et =( f l~-  �89 ( f f  , fic),) + ( Sgt - S~) + (Q,a - S~'t ). 

D~monstration. Considdrons les martingales locales 

f l : = i  d e : ,  f l d = i  d a ~ ,  et fl=tic+fle 
0 es -  0 es_ 

nous avons e = C(flc+ fie)= g(fl~)or Pour presque tout co, le processus 

Z [A fls[ I{e_-<l+A&} 
$--<t 

est fini pour tout t, et localement int6grable; il ne saute qu'en des temps totalement 
inaccessibles; il existe donc un processus appartenant/~ ~ fi trajectoires continues 
unique p~, tel que 

s~t 

soit une martingale locale. Posons 6 = fia_ 7, fi est une martingale locale somme 
compenshe de sauts, sans discontinuit4s communes avec 7, et e=E(f i  ~) g(7)g(fi)- 

Posons maintenant 

[ _A es(co)_t fs(co)=Log \1+ es_(co) ] 
h= f I{y <l} 

g=fI{i>=l~; 

f est un processus bien mesurable, et l'on a 

h, (co) = Log (1 + A 6s (co)), 

g, (co)= Log(1 + A G(CO)), 

D'aprhs les lemmes 1 et 2, e s'hcrit donc sous la forme 

0<  1 +A 6~(co) < e 

0=<e<l+AG(co ). 

L o g a , = ( f l f  ~ ~ ~ ( Q ~ _  ~). 

Le cas des processus de Markov 

Lorsque a t est en plus une fonctionnelle multiplicative d'un processus de 
Hunt (Xt) & valeurs dans un bon espace E, Kunita et Watanabe apportent/L cette 
formule les pr4cisions suivantes, sur lesquelles nous n'insisterons pas 

1) Le processus bien mesurable f~ est de la forme f (X~_,  X~) off f est une 
fonction bor41ienne sur E x E, nulle sur la diagonale. 
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2) I1 est possible de calculer explicitement les processus compens6s S~ et ;~' 
au moyen du <<syst6me de L6vy>> du processus. 
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