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Introduction 

La notion d'intdgrale multiplicative stochastique a 6t6 introduite par McKean 
([-6]) pour construire des diffusions sur les groupes de Lie. Utilisde par Malliavin 
(I-5]) dans l'6tude, par des moyens probabilistes, de questions de g6om6trie diff& 
rentielle, elle a 6t6 6tudi6e plus syst6matiquement par Ibero qui a donn6 clans [4] 
un sens aux int6grales multiplicatives de la forme 

(Iexp(HsdB•+Lsds) 
0 

off B test un mouvement brownien ~t valeurs matricielles et exp l'exponentielle des 
matrices. 

Notre motivation dans ce travail a 6t6 la d6finition d'int6grales stochastiques 
multiplicatives du type 

(Iexp(dMs) 
0 

off M, est une semimartingale 5. valeurs dans l'espace L(d) des matrices carrhes 
(d, d) (darts le cas scalaire, ceci vaut simplement e M' par suite de la commutativit4 
du produit). Nous nous sommes en fait pos6 un problhme plus ghn6ral: 6rant 
donn6e une application e de L(d) dans L(d) suffisamment dhrivable et telle que 
e (0)=l ,  que nous 6crivons e(x)=l+f(x), d+finir l'int6grale multiplicative 
stochastique 

t I 

Xt = [I e(dM~) = 1-[ (1 + f(dM~)). 
0 0 

Lorsque f(x)=x, X est l'exponentielle de C. Dolhans-Dade matricielle, 
c'est&-dire la solution de l'4quation diff6rentielle stochastique matricielle 
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X t = l + i X s  dMs, 
0 

solution que l'on peut noter g(M) comme dans le cas scalaire. Dans le cas g6n6ral, 
il n'y a aucune difficult6 ~t voir que X doit 6tre 6gal ~ g(N), off N est une autre 

t 

semimartingale que l'on peut noter symboliquement N =  ~f(dM~). Mais le 
0 

probl~me est de montrer que X test limite de produits de la forme l-[ e(M~i +1 -Mr),  
associ~s/t des subdivisions (ti) de [0, t] dont le pas tend vers z~ro. Pour y parvenir, 
nous interpr6terons ces produits comme des solutions d'6quations diff6rentielles 
stochastiques du type r~cemment introduit par C. Dol~ans-Dade 

t 

Xt=H,+fFXs_dM~,  
o 

g6n6ralis6 par Meyer au cas off X w-~ FX est une fonctionnelle lipschitzienne sur 
les processus c~tdl/~g/~ valeurs darts L(d). Nous prouverons pour ces 6quations un 
principe g6n6ral de stabilit6 des solutions, qui constitue le r6sultat principal de 
ce travail (th6or6me 1); apr6s quoi, l'applieation aux int6grales multiplicatives 
prfsente des difficult& d'ordre purement technique (th6or6me 2). I1 faut noter 
que le m6me principe de stabilit6 entraine la convergence de la m6thode des 
diff6rences finies pour les 6quations de C. Dol6ans-Dade usuelles. 

I. Pr61iminaires 

Notations 

D'une mani6re g6n6rale, ce sont celles de [-7]. Les processus consid6r6s seront 
d6finis sur un espace probabilis6 complet (~2, i f ,  IP) muni d'une filtration continue 
/t droite (~t), off ~@o contient tousles 6v6nements n6gligeables. Ils seront d6finis 
indistinguabilit6 pr6s et ~t valeurs dans l'espace L(d) des matrices r6elles carr6es 
d'ordre d muni de la norme 

Ix] =d  sup Ixij I. 
ij 

Les 616ments nul et unit6 de L(d) seront respectivement not6s 0 et 1. Les notions 
de processus /~ variation finie, de semimartingale, d'int6grate stochastique, de 
crochet de deux processus sont ais6es/~ transposer au cas matriciel. Par exemple, 

(~ X s dMs)ij = ~ ~ (X,k)s d(Mkj)s; 
k 

[M, nlil  = E [Mik, Nkj]" 
k 

Nous conviendrons que tous les processus c/tdl~tg adapt6s X admettent en 0 la 
limite ~t gauche X o_ = 0. 

Etant donn6s un processus c~tdlhg adapt6 X et un temps optionnel (i.e. un 
temps d'arr~t) T, on dbfinit le processus arr~t6/t T -  par 

X T -  =XI~o.r~+Xr_ IlIT,~olr; 
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ce processus cSdl/tg est nul sur { T =  0}, conform6ment ~t la convention X 0.  = 0. 
Si Se t  T sont deux temps optionnels tels que S < T, et si X est un processus c/ldl&g 
adapt6, on d6finit de nouveaux processus c/~dl/tg adaptds par 

A s X = X s - X s -  = ( X  - X s - ) s ,  

Ajs,  r~ X = X r - X s = ( X - X s )  r, 

A ~s, r~ X = ( X  r -  _ X s) i~ s < r~ = ( X  - X s ) r - .  

L'arr6t avant T respecte l'int6gration stochastique: 

Lemme 1. Si M est une semimartingale,  et T un temps optionnel, M r -  est une 

semimart ingale  et, pour tout processus cddldg adapt5 X ,  

(x .M) ~-=x .(M~-). 

Ddmonstrat ion.  Cela r6sulte de M r -  = M T -  Z] r M .  C.Q.F.D. 

Les  espaces J f P  et 5 Pp. 

D~finitions. Pour tout processus c/tdFtg adapt6 scalaire X, on pose 

X*(co)=SuplXt(co)[<oo , et, pour 1 =<p<oo, IIXlly~= Irx*llL~. 
t 

Apr6s identification des processus indistinguables, l'ensemble 3 ~p des processus 
c~dlhg adapt6s X tels que ]lXIIw, est fini, est un espace de Banach. 

Si N est une martingale locale et A un processus/t variation finie scalaires, on 
pose, pour 1 _<p< oo 

j r (N ,  A) = IJ [N, N]~  + }o [dA~l IJ L~ ; 
0 

pour toute semimartingale M, on note JlMIJae~ la borne inf6rieure de jp(N,  A)  sur 
l'ensemble des d6compositions N + A  de M. Ceci ddfinit une norme sur l'espace 
~fP des semimartingales telles que IIMjlaep soit fini. 

Ces d6finitions, ainsi que les propri6t6s des espaces X p, ont 6t6 g6n6ralis6es 
par Meyer ([-9]). 

Pour p fini, les in6galit6s de Burkholder et Davis ([7], p. 346) entrainent 
l'existence de constantes cp telles que 

I]MIP~p ~ cplPMPl~,p. (1) 

L'espace ~ P  est donc inclus dans l'espace s l'application identique de l'un dans 
l'autre 6tant continue. 

Ces d6finition s'6tendent sans peine au cas matriciel: l'espace H p (resp. 3 ~p) 
de processus matriciels est l'espace des matrices dont les d; 616ments sont dans 
l'espace scalaire correspondant, muni de la norme 

rlXjPse~ = d  sup [] Xo[lae, ([IX[Ij~ =d  sup H X~fl s~ )- 
ta zj 
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L'in6galit6 (1) subsiste, avec les m6mes constantes %. 

PropriOtds des espaces ~ .  L'int6r6t de ces espaces est qu'ils permettent d'estimer 
des int6grales stochastiques: 

1 t 1 
Prnposition 1. Soient p, q, r dans [1, oo] ~els que - + - = - .  Pour X dans 5 P; et M 

p q r 
dans ~ ,  l'intdgrale stochastique X_. M est dans J{~, avec 

(2) 

Lorsque r est fini, on a de plus 

[[X_ . Mils~<=c,.IlX(i~t[Mil~e~. (3) 

D~monstration. Dans le cas scalaire, soil m > II MH~e,. I1 existe une d6composition 
N + A de M telle que j , (N,  A) < m. La d6composition X_ - N + X_ �9 A de X �9 M 
fournit 

I(i I /IX_" MI]ue, < X~_ d[N, N]~ + IX~_L[dA~I 
0 L r 

0 L" 

<llXlle~m, 

d'ofi l'in6galit6 (2) en dimension 1. Le cas matriciel en d6coule, et (3) r6sulte de (2) 
et (1). C.Q.F.D. 

Ddcoupages dans :gt ~~176 Nous dirons qu'il existe des temps optionnels arbitraire- 
ment grands poss6dant une certaine propri6t6 si l'on peut extraire de l'ensemble 
des temps optionnels poss6dant cette propri6t6 une suite qui croit vers l'infini. 

La m6thode de C. Dol6ans-Dade pour r6soudre certaines 6quations diff6ren- 
tielles stochastiques consiste ~ d6couper les semimartingales en morceaux petits 
dans ~ ,  d'ofi la d6finition suivante: 

Ddfinition. Soient a u n  r6et strictement positif, M une semimartingale, (T o, ..., T k) 
une suite FINIE croissante de temps optionnels telle que T O = 0, Nous dirons que 
cette suite d6coupe M e n  tranches plus petites que c~ si M est dans X ~, M = M  T~-, 
et, pour tout i = 1, ..., k, 

]I A]TI_  I, T~I M I [ a f ~  ~ 0~" 

Si c~ est un r6el strictement positif, nous dirons qu'une semimartingale M peut 
8tre d+coup6e en tranches plus petites que ~ (et nous noterons MeO(~)) s'i! existe 
une suite finie croissante (To, ..., T~) de temps optionnels telle que To=0 et qui 
d6coupe M e n  tranches plus petites que ~. 

Proposition 2. Soil M une semimartingale. 
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a) Pour tout temps optionneI T, 

l[ M r -  r] Je~ < 2 r] M I[ Je~.  (4) 

b) Si M~D(~)  et si Te s t  un temps optionnel, M r -  ~D(2c 0 
c) Pour tout c~> O, il existe des temps optionnels T arbitrairement grands, tels 

que M r .  soit born~e et dans D(a). 

D~monstration. a) Comme I[MrH~e~ et ][ATMII.:~ sont majores par JlMllue=, 
l'indgalit6 (4) r5sulte de M r .  = M r - A r M. 

b) Si la suite (To, ..., 7~,)ddcoupe M e n  tranches plus petites que c~, la suite 
(So, ..., Sk) ddfinie par S~= TA T~ d6coupe N = M  r -  en tranches telles que 

A l s~ -1 ,  s,ff N = (A I T  . . . .  r ~  M )  T -  , 

donc, d'apr6s lea), plus petites que 2c~. 
c) I1 s'agit de d6montrer que, si M" (1 < n < n o )  est une suite finie de semi- 

martingales scalaires et ~ un r6el positif, il existe des temps optionnels Tarbitraire- 
ment grands tels que les n o semimartingales (M") r -  soient routes dans .2/f ~, 
born6es, et d6coup6es en tranches plus petites que c~ par une marne suite finie de 
temps optionnels. Soient donc M" des semimartingales scalaires et c~= 8fi un r6el 
positif. Un th6or6me dfi fi Yen ([8]) dit que toute martingale locale est somme 
d'une martingale locale fi sauts born6s par f ie t  d'un processus fi variation locale- 
ment int6grable. On en d6duitque chaque M" est somme d'une martingale locale 
N ~ & sauts born~s par fl et d'un processus/t variation finie A". On peut d6finir une 
suite de temps optionnels T~ par 

To=0, 

T~+l=inf{t>Ti:  i l e x i s t e n t e l q u e  ~ d[N",N"]~>>fl 2 ou ~ IdA~l>>-fi}. 

Fixons co. Pour chaque i, l'une an moins des 2n o in~galit6s suivantes est 
v6rifi6e: 

d[N", N"]~> fi2; ~ IdA~[> fl. 
~T~, T~ + iI lT i ,  T~ + 11 

L'une au moins est v6rifi6e pour une infinite d'entiers i, ee qui entrMne que T~(~) 
tend vers l'infini. 

En outre, la d~composition de Al r ,~+~M ~ en la martingale locale 
L =Z]~T,. Ti. ,]] N" et le processus h variation finie 

B = Air,, ri + ~ A" - A r i , l  N" I{r . . . .  r,~ 

fournit 

I[Alr,,r,+,~M"l]~e~< [ g , g ] ~  + i ldBsl L~ 

__< (2p~) ~ + 2/~ < ~/2. 
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Consid6rons maintenant les temps optionnels S~ et R~ d6finis par 

S~=inf{t: ~ ( ]M~[+[N" ,N "]~+  ~ [dA~[)>=i}, 
n < no  [ 0 ,  t] 

R i = S  i A Y i. 

Les semimartingales (M") R~- sont, comme (M") s~ , darts Yf~ et born6es. 
Elles sont d&oup6es par la suite T o A S~, T~ A S~, ..., T~ A S~ en tranches v6rifiant 

A]Tk A Si, T . . . .  Si[ M "  = ( A ] T k ,  T k +  t ~  M") s ' - ,  

donc plus petites que c~. C.Q.F.D. 

Avant de passer ~t l'&ude de l'6quation de C. Dol6ans-Dade, il reste ~t &udier 
la construction approch6e d'une int6grale stochastique/t l'aide de subdivisions de 
l'axe des temps. 

Subdivis ions 

DOfinitions. Nous appellerons subdivision toute suite INFINIE croissante 
a=( to ,  tl, ..., t,, ...) de temps optionnels telle que 

t o = O, 

tn----~ ~ , 

sup(t.+ 1 -- t.) est born& 
n 

Le r&l lal = I[sup(t.+, -t.)HL~ est appel6 le pas de la subdivision. 
M 

Pour chaque subdivision a, nous noterons J~ l'op@ateur qui, h tout processus 
c/~dl~tg adapt6 X, fait correspondre le processus c/~dl/~g adapt6 

n>= O 

On convient de la notation J~ X = (.U X ) .  Pour tout processus c~tdl~g adapt~ X, 
J~X_ converge simplement vers X_ (il est en g6n6ral faux que J ~  converge 
vers X) lorsque [a I tend vers z6ro. 

Nous allons pr&iser de quelle mani6re on peut approcher l'int~grale stochasti- 
que X .  M par les sommes ~ X t . ( M t ,  ~+' - M,,) .  

n 

1 1 1 
Lemme 2. Soient  p, q, et r tels que - + - = - ,  r Otant f ini ,  M une semimart ingale  de 

p q r 

H q, et X "  une suite de processus de 5 #p, dominoe par le processus y s 5 # p  et telle 
que X~_(oo) converge,  pour tout  (t, ~o), vers zOro quand n tend vers l'infini. A lors  la 
suite X " .  M tend vers zOro dans ~,uf,. 

DOmonstration. On se ram6ne sans difficult6 au cas scalaire. Soit alors N + A une 
d6composition de M telle que j r ( N ,  A) < ~ .  On peut &fire la majoration 

IIX ~ - �9 MI I~ ,<=j , (X  n - �9 N ,  X ~ - . A)<= IIZ"llLr, 
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off les variables alhatoires Z, ,  ddfinies par 

Z " =  (X~_)ZdKN, NJs + ~ ]Xs"_ [IdAsl , 
\ 0  / 0 

sont domin6es dans /5 par Y* N,  N ] ~  + ~ [dA~ . Pour 6tablir la convergence 
0 

de Z" vers z6ro dans E, il suffit de v6rifier la convergence p.s. Mais pour presque 
tout co, les mesures sur IR+ d[N,  Nil(co) et [dA~[(co) sont finies et les fonctions 
s~--,X~_(co) domin6es par Y*(co)< oo. Le th6or6me de Lebesgue permet de con- 
clure. C.Q.F.D. 

Proposition 3. Soient X un processus cddIdg adaptd et M une semimartingale. 

1 1 1 
a) Pour p ,q  e t r  dans [1, oo] tels que - + - =  avec r fini, si X ~ (resp. M ~) est 

p q r 
une famil le  (indexOe par l'ensemble des subdivisions) d'dl~ments de 5 Pp (resp. 24 ~) 
qui converge dans cet espace vers X (resp. M), les processus J~ X ~ - . M ~ convergent 
dans ~ vers X _  �9 M (les convergences ayant lieu quand [~[--+ 0). 

b) Si une suite f inie (To , . . . ,  Tk) dOcoupe M e n  tranches plus petites que c~, eIle 
dOcoupe X .  M et chacune des semimartingales J~ X �9 M en tranches plus petites 

que ~: II X ll s ~  . 

DOmonstration. a) On 6crit la d6composition 

J~ �9 M ~  �9 M = J " ( X ~  �9 M ~ + J " X _  �9 ( M " - M ) + ( J ' ~ X - X ) _  �9 M.  

Les deux premiers termes tendent vers z6ro dans d4 ~ grfice ~t la majoration 

le troisi6me 6galement, grgtce au lemme 2. 

b) Puisque II J~ X[] y~ ~ 1[ X [1 s~,  il suffit de d6montrer la propri6t6 pour X_ �9 M. 
Comme M, X_ .  M est dans ~ o  (in6galit6 (2)) et arrat6 ~ T k -  (lemme 1). Le 
lemme 1 donne aussi 

A1ri. r~+ ~ (X_ . M )  = X _  �9 A?r,, r~+ ~ M 

et (indgalit6 (2)) les tranches de X . M sont plus petites que ellXl[s~=. C.Q.F.D. 

Une consdquence du a) est le r6sultat selon lequel, si X est un processus 
cfidl/tg adapt6 et M une semimartingale, les semimartingales 

J ~ X _  .M---  ~ Xt A~,,,~n+I~M 
n=>O 

convergent uniform6ment sur tout compact en probabilit6 vers l'int6grale stochas- 
tique X - M. Ce type de r6sultat sera 6tendu h des solutions d'6quations diff6ren- 
tielles stochastiques dans le paragraphe II et aux int6grales multiplicatives 
stochastiques dans le paragraphe III. 
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II. L'6quation de C. Dol6ans-Dade 

Notations 

On s'int~resse ~t l'~quation diff6rentielle stochastique scalaire ou matricielle 

X = H + F X  . M  (5) 

off l'inconnue X est ~t chercher parmi les processus c&dl~tg adapt6s, scalaires ou 
matriciels, et off les donn6es sont 

un processus c&dl&g adapt6 H, 
une semimartingale M, 
et une application X ~ F X  (l'6criture F X  repr6sente (FX)_)  de l'ensemble 

des processus c~tdl~tg adapt6s dans lui-m6me, non n6cessairement lin6aire, mais 
telle que 

pour tout temps optionnel T, X r -  = y T -  ~ ( F X ) r -  = ( F y ) r -  ; (6) 

( F X - F Y ) * <  a ( X -  Y)*, pour une certaine constante a. (7) 

On note Lip(a) l'ensemble des applications F qui v6rifient (6) et (7). Bien que C. 
Dol6ans-Dade n'ait trait~ dans [2] et [3] que le cas off F X  est de la forme 
f ( t ,  o~, Xt(co)) , off f satisfait /t des conditions convenables, Meyer nous a fait 
observer qu'elle n'utilisait en r~alit6 que les propri6t6s (6) et (7). Cette g6n6ralisation 
sera mise ~ profit dans le cas off F est Fun des op6rateurs J~ introduits plus haut. 
D'autres op6rateurs, tels que X ~ U. X off U est pr6visible et X ~ [X, X] ~, 
d6finis sur des espaces de semimartingales, satisfont ~t (6) et ~t des in6galit6s ana- 
logues/t (8); ils permettent de poser d'autres probl~mes d'6quations diff6rentielles, 
dans des espaces de semimartingales. 

En notant 0 le processus identiquement nut, (7) entraine, pour FeLip(a) et 
l__<p__<oo 

[ I r X -  f Y l l s , ,  < a  H X -  Y[ls, v (8) 

en sorte que F d6finit une application a-lipschitzienne de 5 ~ lui-mame si et 
seulement si F0 est dans J r .  Nous utiliserons 6galement l'in6galit~ 

lJFX T-  Ils; = I]F(XT-) T-  1[~,~ < ]lf(XT-)t}s,~ < llf0l]s~- + a IIX r -  )ly,. (9) 

Resolution de l'equation dans 5 ~v. Le cas ou M est dans D(a), ~ petit. 

On fixe un p dans [1, oo [. Rappelons l'in6galit6 

I[X_ " Ml[s, ,<cpllXIl~,l lMIl~e~. 

Lemme 3. Soient H e 5  ~p, FeLip(a)  avec F 0 = 0 ,  et M s 2 / f  ~176 tel que 

I l M l l ~  < l / 2acp .  

I2~quation (5) admet alors dans 5f p une solution et une seuIe. Celle-ci vdrifie 
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D~monsiration. L'application X ~ G X  = H + F X  . M est telle que GO = H, et que 

I [ G X - G Y H s , =  I I ( F X -  F Y )  . Mrly,  

< C p l [ F X - F Y I I y , ] [ M [ I ~  <1  [ I X -  ru~,~. 

C'est donc une application �89 de 5 Pp dans lui-m6me, et elle y admet 
un unique point fixe, qui v6rifie 

HXJfs,~ < 21[GO[fy,= 21rHlfje~. C.Q.F.D. 

Lemme 4. Soient H clans 5 Pv de norme h, M dans ~ de norme m, F dans Lip(a) 
telle que F 0 = 0 ,  et S e t  T deux temps optionnels tels que S <  T et 

IA~s r~M[ae~ < l / 2 a c p .  

Alors, si lVquation 

X = H s -  + F X . M s -  

admet, dans JP ,  une solution et une seuIe, X,  de norme x, il en va de mdme de l'Oquation 

Y=  H T- + F Y  . M r -  , 

et la norme y de sa solution est major~e par 

y<=8 h+  2(l  + a m )  x. 

DOmonstration. Consid6rons l'6quation 

Z =  HS + F Z  �9 M s 

o0 l'inconnue Z e s t  cherch6e dans 5 pp. Pour tout processus Z, F Z  et F(Z  s - )  
coincident sur [0, S[, donc l'6quation 6quivaut au syst6me 

Z = Z s, 

Z s -  = H s -  + F (Z  s - ) .  M s - ,  

A s Z = A s  H + F ( Z S - ) A s  M, 

qui, puisque X = X  s - ,  admet pour solution unique dans 5 pp 

Z = X  + As H + F X  s_ A s M .  

De ]FX s_ AMsl < ]FX s_ t [AMs[, on d6duit alors 

z=l[Zl l s , ,<  x + 2 h + a x m .  

Maintenant, l'6quation en Y 6quivaut au syst6me 

Y = H  T- + F Y  �9 M r - ,  
y S -  =X.  
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Si l 'on introduit G e Lip (a) par G = F(.  + Z r -  ) - F ( Z  r -  ), le changement de variable 
D = Y - Z  r -  fournit un nouveau syst6me 6quivalent au pr6c6dent: 

D = H  T - - Z  T - + F Z  . M  r - + G D _ . M  r - ,  

D s -  = 0  

qui, ~ son tour 6quivaut 

D = H r -  - (HS) T - + F Z  _ �9 (M r -  - M s) + GD _ �9 M T - ,  

D s -  = 0  

OU, comme G 0 = 0 , / t  

D = A ~ s , r ~ H + F Z  - " A ~ s , T ~ M + G D _  "A~s,T~M, 

D s -  = 0  

darts lequel la seconde 6quation est cons6quence de la premi6re. On est ramen6 
une 6quation en D qui ressort du lemme 3: elle admet dans ~P une solution 

unique, dont la norme est major6e par 

2 ( 2 h + c v a z  1 / 2 a c p ) = 4 h +  z. 

Revenant/~ l ' inconnue Y,, on en d6duit le r6sultat annonc6. C.Q.F.D. 

Lemme5 .  Soient  H s 5  pp, FeLip(a )  tel que F0- -0 ,  et M une semimartingale 
d&oup~e  par une suite (To, . . . ,  Tk) en tranches plus petites que 1/2 a cp. L'~quation 

(5) admet alors Clans ~ P  une solution X et une seule; X v~rifie 

IIXLIs~p< bllHIIs~p (10) 

olt b ne d@end des donndes que par I'intermddiaire de a, k et IIMIj~e~. 

D~monstration. Appelons h et m l e s  normes respectives de H et M dans ~ v  et 
Sf~.  Le lemme 4 permet de v6rifier par r6currence sur i (variant de 0 ~t k) que 
l '6quation en Z 

Z = H r i -  + F Z _  �9 M r~- 

admet, dans ~P, une solution et une seule, X ~, dont la norme x ~ v6rifie 

x ~  x i + l < S h + 2 ( l + a m ) x  i, 

On en d6duit 

xk<_8 ( 2 + 2 a m )  k - 1  h. 
l + 2 a m  

La semimartingale M 6tant arr6t6e/~ T k - ,  l '6quation (5) est 6quivalente au syst6me 

X T~- = H T~- + F X _  �9 M,  

X _ Xr~  - = H _  HTk - 
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qa{ admet une solution unique dans j r :  c'est 

X = Xk  + H -  Hr~ - ,  

dont la norme est major& par 2h + x  k. D'ofl le r6sultat, avec 

b = 2 + 8  ( 2 + 2 a m ) k - 1  C.Q.F.D. 
l + 2 a m  

L'estimation (10) permet d~ la continuit6 de la solution par rapport aux 
donn6es H et F: 

Proposition 4. S oient H dans 5P p, F dans Lip (a) tel que F O ~ Y p, et M dans D(1/2 a c v). 

a) L'dquation (5) admet dans 5 Pp une solution X et une seule. 

b) Si H ~es t  une suite convergeant vers H dans 5 Pp et F ~ une suite dans Lip(a) 
teIle que F"O soit dans 5 Pp pour tout n e t  que F" X _  �9 M tendevers  F X  �9 M dans 
cjp, la solution X ~ de l'Oquation 

Z = H " + F " Z  . M  

converge vers X duns 5 Pp quand n tend vers l'infini. 

D~monstration. L'6nonc6 a) ne fait que r6pdter le lemme 5. Pour le b), d6finissons 
les suites K" dans 5 ~p et G n dans Lip (a) par 

K " = H - H " + ( F X - F " X )  . M ,  

G" Y = F " X - F " ( X -  Y). 

Alors X -  X n v6rifie l'6galit6 

x - x " = K " + ( c ~  . M,  

et la majoration (10) fournit, puisque G" 0=0,  

[ [ X - X "  ~ _  <b [(K"{[se ~ 

off la quantit4 b ne d6pend pas de n. On dhduit que X - X " ,  comme K", tend vers 
zhro darts 5 Pp. C.Q.F.D. 

Remarque. II est vain d'esp4rer obtenir le marne r6sultat en remplagant l'hypoth6se 
M ~ D ( 1 / 2 a c v )  par l'hypoth6se plus faible M~24 ~ .  Meyer a donnO le contre- 
exemple suivant darts le cas scalaire: 

On prend T totalement inaccessible et partout fin/, et A = lET , ~o~" On pose 
M = A  - A ,  en sorte que M est une martingale qui, puisque [M, M] =A, est dans 
.~o .  Malgr6 cela, la solution 

X = e ~/~o, T[ 

de l'6quation diff~rentielle stochastique exponentielle 

X = I + X  -M 
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n'est dans aucun 5 "p (X 6tant une martingale locale, si l'on avait X ' e L  p, X serait 
une martingale uniform6ment int6grable nulle ~t l'infini, et devrait donc 6tre 
identiquement nulle). 

Proposition 5. Soient H dans •v, M dans D(l/2ac~),  et F dans Lip(a) telle que 
F O ~ J  c~ et que, pour tous processus cddldg adaptds Y e t  Z,  

I F Y - F Z I < a l Y - Z I .  (11) 

Les pt,ocessus X ~ de 5 ~p, dOfinis pout" chaque subdivision ~ par l'~quation 

Z = H + J ~ F J ~  . M  

convergent alot,s dans 5~p vet's la solution X de (5) quand I~l tend vet's zdt'o. 

Remat,que. Cette proposition donne une mhthode de r4solution approch4e de (5) 
par diff6rences finies. Pour chaque subdivision a=( to ,  ..., t,, ...), la suite des 
variables alhatoires XT, v6rifie en effet les relations 

X~ = Ho, 

X ~ = X~ + H t . - H  t -bF(d a X a ) t n ( U t . + l  - -  Mtn), 
t n +  I n n t n 

qui en permettent le calcul de preche en proche. 

D~monstration. On applique la proposition 4b. Comme d ~ est dans Lip(i)  avec 
Y O = O, F~= d ~ F Y  est dans Lip (a) et envoie ~ v  dans lui-m61ne. I1 reste ~ v6rifier 
que F ~ X_ �9 M converge vers F X  �9 M dans ~v.  

Fixons (r, co) tel que t #0 ,  et soit a>0. I1 existe ~5>0 tel que, sur [ t - 2 3 ,  t[, on 
ait IX (co) - X~_ (co)l < a Pour [al < 6, on a alors sur It - 6, t[Id ~ X. (co) - X. (co)l < 2 ~, 
puis fFd~X . ( co ) -F X . (oJ ) l <2ae .  On en d6duit que J ~ ( F J r  tend 
vers z&o, et que, de m~me que Jr F X _ ,  F ~ X converge simplement vers F X .  

D'autre part, la majoration 

IJ ~ FJ  ~ XI < (FJ ~ X)* < (F0)* + a(d ~ X)* < (F0)* + a X* 

est ind6pendante de a. La convergence de F ~ X �9 M v e r s  F X  �9 M r6sulte alors 
du lemme 2. C.Q.F.D. 

R~solution dans lecas  g~n&al 

La proposition 2 permet d'obtenir des r6sultats de convergence dans lecas  off 
M n'est pas dans D(c0. 

D~finitions. Nous dirons qu'une suite X" de processus converge tocalement dans 
5 Dp (resp. ~ v )  vers un processus X s'il existe des temps optionnels arbitraire- 
grands T tels que 

a) X T- et, pour tout n,  (S~) T- sont dans 5 P~ (resp. YFP). 
b) La suite ( X " - X )  T tend vers z6ro dans YP (resp. Hv). 

Contrairement ~t l'usage, le mot <<localement>> se rapporte ici/t des arr6ts/t T -  
(et non/ t  T). 
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Nous munirons l'espace des processus cfidl/tg adapt& de la topologie de la 
converge uniforme sur tout compact en probabilit6, qui peut 6tre d6finie par la 
distance 

d(Y,Z)-- y' 2-"IE[1A(Y"-Z")*] 
n>O 

off Yt" et Z~' d6signent les processus YtA. et ZtA,,; une suite X" converge vers X 
pour cette topologie si et seulement si ii existe des temps optionnels arbitrairement 
grands T tels que les variables al6atoires 

[(X" - X)Y-] * = Sup I ( X  ~ - x )  ~ -  I, 
t 

tendent vers z6ro en probabilit& 
Nous pouvons maintenant 8noncer sous forme globale la stabilit6 des solutions 

d'Squations diff6rentielles. Le point a) du th6orSme ci-dessous est l'extension du 
rSsultat de C. Dol6ans-Dade. Le point d) volt son hypoth&e automatiquement 
satisfaite lorsque F est du type consid6r6 par C. Dol6ans-Dade. 

Th6or6me 1. Soient H u n  processus cgtdlfig adaptO, F u n  ~l~ment de Lip(a) et M 
une semimartingale. 

a) I2Oquation (5) admet une solution X et une seule dans l'espace des processus 
cddlg~g adaptOs. 

b) Soit 1 <=p < oo. Si H ~ est une suite de processus cg~dlgtg adapt~s qui converge 
vers H localement 1 dans YP,  et si F" est une suite d'Oldments de Lip(a) telle que 
F ~ X . M converge vers F X _  �9 M localement i dans 5 ~ alors la solution X" de 

Z = H " + F " Z  . M  

converge vers X localement 1 dans YP.  

c) Si H" est une suite de processus c~dlgtg adaptOs et F" une suite dans Lip(a) 
telles que H ~ et F ~ X _  �9 M convergent respectivement vers H et F X  �9 M uniformO- 
ment  sur tout compact en probabilitY, alors la solution X ~ de 

Z = H " + F " Z  . M  

converge vers X uniform~ment sur tout compact en probabili ts  

d) Si F satisfait gt l'hypothOse (11) de la proposition 5, les processus X ~ d~finis, 
pour chaque subdivision a, comme la solution de l'~quation 

Z = H + J C F J ~  �9 M 

convergent vers X uniformdment sur tout compact en probabilit~ quand le pas de a 
tend vers z~ro. 

Remarques.  Si t  est un temps fini, la convergence obtenue en d) a lieu dans 5 ~p 
jusqu'~t T -  pour des temps optionnels Ttels que IP({T<t})-~0. Ceci s'dtend au 
cas t = o% /t condition de consid6rer des semimartingales jusqu'~t l'infini et des 
processus c/tdl/tg adapt& jusqu'~t l'infini. 

R6p6tons que le mot localement est ici relatif/t des arrats b~ T -  
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Le th6or~me est 6nonc6 en termes de matrices carries. Des r~sultats analogues 
concernant les matrices rectangulaires (et en particulier les vecteurs-lignes et les 
vecteurs-colonnes) s'en d6duisent en les rendant carr6es par adjonction de z&os. 

D~monstration. a) Choisissons un p fini. D'apr~s la proposition 2, il existe des 
temps optionnels T,, qui croissent vers l'infini tels que M %- eD(1/4 a cp), H "r"- ~5 #p, 
et (FO)T"-E~ v. Posons G " Z = F ( Z r " - ) .  La proposit ion4 permet de r6soudre 
chacune des 6quations 

Z = H  T~- q-GnZ . M r "  - 

dans j r .  Soient X" les solutions obtenues. Comme (X~+I) T-- =X", il existe un 
processus c/tdl~tg adapt6 X tel que, pour tout n , X  T"- =X" .  Si S est le temps 
optionnel 

S = i n f { t : I X - H - F X  . MIt>e},  

on dolt avoir, pour chaque n, S > T , ; e  6tant arbitraire, X est une solution de 
l'6quation (5). 

Si Y est une autre solution, il existe des temps optionnels R arbitrairement 
grands tels que yR- et X R- soient darts 5 #p. Pour chacun d'entre eux, M (T" A n)- 
est darts D(1/2acp) (proposition2a). L'6qnation arr6t6e /t ( R A T , ) -  n'ayant 
qu'une solution dans 5 ~p, on en d6duit ( Y - X )  (RA T.)- =0, puis l'unicit6. 

b) C'est une cons6quence de la proposition 4b. Le seul point d61icat est 
l'existence de temps optionnels T arbitrairement grands tels que les processus 
(F"O) T- soient dans 5 ~ En fait, Dellacherie ([l-l) a d6montr6 que ceci est vrai 
m6me pour p infini: si (Y") est une suite de processus c~dl~tg adapt6s, et s i t  et e 
sont deux r6els strictement positifs, soient 

T~=inf{t >0: IY, kl >n}, 
n(k) = inf{n > 0: IP(.{ Tk" < t}) < ~ 2-  k}. 

Le lemme de Borel-Cantelli entraine alors l'existence d'un entier l tel que, pour 
tout k > I, T~ (k~ > t p.s.; le temps optionnel 

T =  T1"(1) A T~ (z) A ' , .  A Tt "(t) A t 

est alors tel que IP({T<t})<~ et que, pour tout n, ( y , ) r -  soit born6. 
c) C'est une cons6quence du point b ci-dessus et de la proposition 6 suivante, 

qui 6tablit un lien entre convergence localement dans 5 ev et convergence uni- 
form6ment sur tout compact en probabilit6. 

d) Ce r6sultat d6coule imm6diatement de la proposition 5 par arr6t ~ T - ,  
ou Tes t  nn temps optionnel arbitrairement grand. C.Q.F.D. 

Proposition6. Soit l < p < o o .  Pour qu'une suite (X",nEN) de processus cddlgtg 
adapt~s converge vers X uniformdment sur tout compact en probabilitY, il faut  et iI 
suffit que, de route sous-suite, on puisse extraire une sous-sous-suite qui converge 
vers X localement dans 5#v. 

Ddmonstration. Par arr~t tt T - ,  off Tes t  arbitrairement grand, on se ram6ne au 
cas off X est dans 5PP; on peut donc supposer X = 0 .  
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La condition est suffisante: si (X ", n~N) ne converge pas vers z6ro pour une 
distance d associ6e ~t la convergence uniforme sur tout compact en probabilit6, 
on peut en extraire une sous-suite (X", n e N ' )  telle que inf d(X",0)>0. Aucune 

n~w 
sous-sous-suite (X", n~N") ne peut donc converger vers z6ro pour d, ni afort ior i  
localement dans Y; .  

La condition est n6cessaire: il s'agit de ddmontrer que de toute suite (X", heN)  
convergeant vers z6ro pour d, on peut extraire une sous-suite (X " ,neN')  qui 
converge vers z6ro localement dans 5 ep. Construisons par r6currence une suite 
d6croissante (Nk) de parties infinies de N, telles que 

lim sup IX2l = 0 p.s. 
n+oo O<_s<~k 
neNk 

Le proc6d6 diagonal de Cantor fournit une partie infinie N'  de N telle que, pour 
tout entier k, 

lira sup lX;I=O p.s. 
n ~ e o  O<-s~k  
neN'  

Quitte ~ remplacer (x", n~N) par la sous-suite (X", n~N'), on peut supposer que 
X" tend vers z6ro uniform6ment sur tout compact presque sfirement. 

D6finissons maintenant des temps optionnels S. et T. par 

T.=inf{t>O: IXTl~l}; S .=  inf T,.. 
m>=n 

Les temps S. croissent vers l'infini. En effet, k 6tant fix6, il existe, pour presque tout 
co, un entier N(co) tel que pour n > N(co), sup tX~'] < 1, donc T. > k; on en d6duit que 
Su(o)(e)) > k. to, k~ 

Enfin, pour chaque n, la suite de processus 

y ~  = (Xm)(s. A . )-  

converge vers z6ro dans J P  puisque 

(ym).<  sup [ X T l ~ 0  p.s., 
O < s < n  

la convergence 6tant domin6e par 

(Y")* < sup JXml_--< sup tX;~l <= 1. 
O<~s<Sn O<=s<Tm 

C.Q.E.D. 

Un exemple : l'dquation exponentielle 

Un cas particulier de l'6quation (5) est l'6quation diff6rentielle stochastique 
exponentielle. Comme dans le cas scalaire, on appelle exponentielle de la semi- 
martingale M (et l'on note g(M)) la solution de l'6quation 

x , = l + m o +  ~ x, din, 
~o, t~ 
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o15 1 d6signe la matrice unit& Le th6or6me 1 va nous fournir deux types de solu- 
tions approch6es de cette 6quation. 

Soit M une semimartingale. D6finissons comme darts [7], p. 318 les puissances 
symboliques de M par 

P ~  P I = M = M o + P  ~  p , , + l = p , _ . M  pour n > l .  

Proposition 7. Pour tout p a i l ,  oQ[, la s~rie ~ P" converge localement dans 5'~P; 
sa somme est l'exponentielle g(M). , >_ o 

Ddmonstration. Posons S"= p0 + . . .  + pn; S, est solution de l'6quation 

Z = l + M o _ P , + t  + Z _  �9 M. 

Si nous d6montrons que P" tend vers z&o localement dans 5 pp, le th6or6me 1 b) 
permettra de conclure. Soit e <  1/3cp. I1 suffit de d6montrer que si M est dans 
D(~), P" tend vers z6ro dans 5 Pp. Soit doric (To,. . . ,  Tk) une suite qui d6coupe M 
en tranches plus petites que e. Posons 

m =  IlMtly~; p~= li(Pn) r ' -  ][y~p, 

en sorte que Pk-"-IIP"fI~p. Pour tout couple n, i tel que i<k,  on a 

IL(P")r'[Is, _-<p~+ LIAr, P"l[sop <p~+p,~-i  m, 

II(P") r '+l-  IIs~p < II(P")r'lls,, + ILA~T,.r~+ ~r e'kl~o~, 

Pi+I  <=P~-F n - 1  n - 1  n Pi m + C p P i +  1 o:. 

On en d6duit par r6currence surn  que, pour i=  0, 1, ... k, 

P7 < c 3 "+ 2 ~ m~(c~ %),-i  

off la constante c est choisie telle que ce soit vrai pour n=  1. Comme 3 e c ; <  1, 
p~= IIP"lLs~ tend vers z6ro. C.Q.F.D. 

Une autre solution approch6e de l'6quation exponentielle est donn6e par la 
m&hode des diff6rences finies. Les processus X ~ qui, d'apr6s le th6or6me 1 d 
approchent l'exponentielle g(M) sont ceux d6finis par les relations 

X~ = 1 + Mo, 
X ~  ~r t7 

t .  + l = X t .  4- X t . ( M t .  + t - -  M t n )  

et, pour tout t, < t < t n + 1, 

x ;  = x',o + X;o(M,-  M,o); 

c'est-&-dire 

X 2 = (14- Mo) (1 + M,~ - Mo) ... (1 + Mr, - Mr, ~- ,) (1 + M , -  Mr~ (12) 

La notion d'int6grale multiplicative stochastique nous permettra de gdn&aliser 
la formule (12)/t d'autres fonctions que la fonction 1 + x. 
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1~[I. lnt~grales multiplicatives stoehastiques 

Approche intuitive 

Etant donn6e une application e = 1 + f  de L(d) dans lui-m6me telle que e(0)= 1, 
t 

le but de ce paragraphe est de d6finir l'int6grale multiplicative X, = [ I  e(dM,). Par 
o 

analogie avec la formule (12), nous cherchons un X qui, si cela avait un sens, 
devrait v&ifier [es relations 

X o = e(Mo); X, = Xt_ f(dMt), 

c'est-/>dire X = g ( N ) ,  off N e s t  une semimartingale telte que dNt=f(dMt) ou 
encore que 

AN t =f(AM,), 
dN t = i f (0)  dM t +f" (0 )  diM, m], hors des sauts. 

I1 reste & donner un sens/t ceci. 

D~finition rigoureuse de N 

Darts ta suite, e d6signera une fonction C 2 de L(d) dans L(d) telle que e(0)= 1. On 
notera f la fonction e -  1, et g le reste du d6veloppement limit~ & l'ordre 2 de e 
et f au voisinage de z~ro: 

8 1 82 

0 
off - -  d&igne la d6rivation par  rapport  fi la coordom~& d'indices i etj. La fonction 

~Xij 
g est C 2, et nulle en 0 ainsi que ses d6riv~es premieres et secondes. 

Pour toute semimartingale M, on peut alors construire une semimartingale N, 

-i not6e N , -  f(dM~), par 
0 

-~i~j k~l O~ij~Xkl f(O) [Mij , Mid ] ~- 2 g(z~M), ij OXij s>O 
03) 

En effet, la s6rie ~ [g(AMs(CO)) I converge puisque les sauts [AMs(co)l sup&ieurs 
O <_s <_t 

A 1 sont en hombre  fini sur l'intervalle [0, t] et que, pour [x[< 1, Ig(x)[ < ClxZl. 
La construction (13) entraine que pour  tout temps optionnel T, 

N, r -  = i f (d (Mr- )  s). 
0 
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Approximation de N 

Pour  toute  subdivision a = ( t  o . . . .  , t, ,  ...), on note 6, l 'op6rateur  qui vaut  Ant . . . .  t.~ 
pour  n > 0, A 0 pou r  n = 0, et on d6finit 

N ~̀ = ~ f ( 6 ,  M). (14) 
n 

C o m m e  celle de N, la cons t ruc t ion  de N * c o m m u t e  avec l 'arr6t fi T - .  Nous  allons 
mon t r e r  que N ~ approche  N. 

L e m m e 6 .  Avec les notations ci-dessus, et en posant M r 1 6 2  on a 
N-N'~=D1 - D  2 - D 3 ,  off 

O z 

D1 = ~ ~ij ~k~ OXij(~Xk------I f(O) ([M/j, Mkl ] -- % (6 n Mij ) (6nMkl)) , 

_ - -  g o M ~  �9 ( M ~ 5 ,  M ~ ) ,  D2= g o " Mi j+ ~ OXiiOXkl 

- g o M L  ~ ( M / j ) s  �9 
O<_s <_ . 

Ddmonstration. Pour  simplifier les notat ions,  nous nous restreindrons au cas 
unidimensionnel .  L o r s q u ' o n  re t ranche 5- N d6fini par  (13) le processus 

N ~ = Y~ ( f ' (0 t  ~. M + �89 f " (0 t  (~. M) ~ + g(~. M)), 
n 

les termes en if(0) s 'annulent  et les termes en f" (0)  donnen t  D 1 . I1 reste 5. mon t re r  
que E g(~.M)-E g(AsM)=D~ + D~. 

/I S 

Pour  t._ ~ < t < t. ,  la formule  du changement  de variable s'6crit 

g(M, - Mt. - ~) = ~ g'(M~_ - Mt. - ,) dM~ 

+�89 ~ g"(M~_-Mt~_~)d(MC, M~)~ 
at.- ~, t] 

+ ~ ( g ( M ~ - M / , , _ ) - g ( M ~ - - M / . _ i )  
t n  l < ~ t  

- g ' (M._ - M,._,)  AM,); 

pour  t ._ 1 < s < t . ,  M ~ _ - M t n _ ~ = M  s_ -J '~ M~_ =M~_. On a donc  

g(Mt~-  Mr,_,) = ~ g'(M~_) dM~ +�89 ~ g"(M~_)d(M~,MC)~ 
l i r a -  ~ ,  t d  ]t~ - ~ ,  t d  

+ ~ (g(M~_ +AMs)-g(M~_)-g ' (M~_)AM~) ,  
t i - t < s ~ = t i  

et, par  sommat ion ,  le r6sultat annonc& C.Q.F.D.  

Les trois l emmes  qui suivent 6tudient successivement  D~, D 2 et D 3. 

L e m m e  7. Soient L e t  M deux semimartingales scalaires borndes par une constante 
be t  ddcoup~es en tranehes plus petites que ~ par une m~me suite finie (T o . . . .  , Tk) de 
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temps optionnels. Les semimartingales ddfinies pour route subdivision ~ par 

C " =  ~, cS, L g ) , M - [ L , M ]  
n>O 

sont ddcoup~es par la mdme suite en tranches plus petites que 4 b c~, et forment  une 
famille bornke dans ~ o  qui converge dans 2/~ p vers zdro pour tout p fini. 

D ~monstr ation. 

C~=E ~L c~M- [L, M] 
i 

= ~  ( S i L 6 j M -  ~ ( S i L c S j M -  ~ ( S i L 6 j M - [ L ,  M ]  
i , j  i < j  i > j  

= L M - J ~  L . M - J ~  M . L - [ L , M ]  

= ( L - J ~  �9 M + ( M - J ~  . L. 

D'apr6s  la p ropos i t ion  3, ceci tend vers z6ro dans H p e t  chacune des quatre  
int6grales s tochast iques est d6coup6e par  (To, . . . ,  Tk) en tranches plus petites 
que b c~; la ma jo ra t i on  dans J4 ~ r6sulte de (2). C.Q.F.D. 

L e m m e  8. Soient L une semimartingale scalaire, ddcoupde par (To,. . . ,  Tk) en tranches 
plus petites que ~, M un processus cddl&g adaptd bornO par b, et h une fonction 
continue de IR dans L(d) telle que h(O)= O. L'intdgrale stochastique 

h o ( M - J ~ M ) _  . L  

est bornde dans 2~ ~ tend vers zdro dans • P  pour p fini, et est d~coup~e par (To,.. .  , Tk) 
en tranches plus petites quect sup Ih(x)l. 

[ x l ~ 2 b  

Ddmonstration. Le processus h o ( M - J ~ M )  est born6 par  sup ]h(x)[. Le lemme 
Ixl_<2b 

en d6coule, la convergence vers z6ro r6sultant  du l emme 2. C.Q.F.D. 

L e m m e  9. Soit g une fonction C 2 de 1R n dans IR, nulle en 0 ainsi que ses d&iv~es 
premiOres et secondes, et dont les ddrivdes secondes sont Iipschitziennes de rapport k. 
Alors, pour tous vecteurs a et b, 

[g(a + b) - g(a) - g ( b ) -  ~ a i Pi  g(b)[ < k I] a [r 2 [Ib [[. 

DOmonstration. D6finissons une fonct ion G de IR 2 dans IR par  

G(x, y) = g(a x + b y) - g(a x ) -  g(b y) - x ~ a i D~ g(b y). 

Elle poss6de les propri6t6s suivantes '  

G(O, y) = O, 

0 
G(x, y) = ? ai(D i g(a x + b y ) -  D i g(a x) - D i g(b y)), 

OG 
~ (x, o) = o, 
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3 3G 
3y ~-x (x, y) = ~ a i bj(D i Dj g(a x + b y ) -  D i Dj G(b y)), 

i , j  

~ 3G < Ilall tobit k Ilall txl=k'lxl, 
Oy Ox = 

~x (X, 1) = i ~ - ~ x ( x , y ) d y  <k'lxl i dy =k'[x,, 

dx 1 ~xx~ G ( x, o IG(1, 1)l-- ! 1) <k'S Ix] dx<k'. C.Q.F.D. 

Ces trois lemmes donnent la convergence de N ~ vers N: 

Lemme 10. Soit e une fonction C 2 bornde et d d~rivdes secondes lipschitziennes de 
L(d) dans lui-m~me, teIle que e(0)= 1. Si M est une semimartingale born~e par be t  
d~coup~e, ainsi que chacun des processus scalaires (Mi~,M~l), en tranches plus 
petites que a par une suite (To, ..., Tk), les semimartingales N - - N  ~, construites d 
l' aide de (13) et (14) sont borndes dans S ~, convergent vers zdro dans W p pour tout p 

fini, et sont ddcoup~es par (To, ..., Tk) en tranches plus petites que p b e  (o~ la 
constante p ne d@end que de e). 

Ddmonstration. Les lemmes 7 et 8 fournissent ce r6sultat pour D~ et D E rescpective- 
ment. I1 reste fi l'6tablir pour D 3 . D'apr6s le lemme 9, il suffit d'6tudier le processus 

O < s < .  

On peut alors appliquer le lemme 8, avec h(x)= ]xl, et L =  ~ IAsMI 2. C.Q.F.D. 
s>=O 

Construction des integrales multiplicatives 

Nous allons montrer  que les semimarfingales 

X~= l-[ e(g~,M) (15) 
n > O  

(off le produit doit atre effectu6, comme dans (12), de gauche fi droite) convergent 
vers l 'exponentMle X = g(N) de la semimartingale N. 

Lemme 11. Soit l____p<oo. Sous les hypothdses du lemme 10, avec ~= 1/4 p bcp, 
et si N (donnde par (13)) est d~coupde par (To,.. . ,  Tk) en tranches plus petites que 
1/4(Cp+C2p), les semimartingales X ~ ddfinies par (15) convergent dans S pv vers 
rexponentielle X de la semimartingale N. 

D~monstration. Pour tn< t <  t ,+l ,  on peut 6crire 

X[ = Xt,(1 + f (M, - M,.))= X[. + Xt.(Nt ~ - Nt~), 

d'ofl 

X ~, = e(Mo) + Jr X ~_ . N ~. 
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D'autre  part, par d6finition de X, 

X = e ( M o ) +  X . N.  

L'hypoth6se sur N permet d'affirmer que X est dans 5 ̀ ,2 P; X - X  ~ v6rifie 

X _ X ~ = H ~ + J ~ ( X _ X O )  . N  ~ 

avec  

H ~ = ( X - J ~  X)  . N + J~ X . ( N - N ~ ) .  

N e t  les N - N  ~ sont toutes d6coup6es par (To, . . . ,  Tk) en tranches plus petites que 
1/4cp; (To, ... ,  Tk) d6coupe donc N ~ en tranches plus petites que 1/2cp, et le 
lemme 5 fournit une majorat ion du type 

avec une constante 0 ind6pendante de a. Comme N e s t  dans S ~176 et X dans 
~P,  ( X - J  ~ X)_  �9 N tend vers z~ro dans J P  (proposition 3); la majorat ion 

N ~ I[J~X_ . ( N - N ~ ) [ l ~ , < c p [ l X t l y 2 , [ l N  - [lie2, 

permet de conclure, puisque N -  N ~ tend vers zSro dans tout espace 24 ~ C.Q.F.D. 

Nous sommes maintenant  en mesure d'~noncer le th6orSme de convergence: 

Th~or~me 2. Soient M une semimartingale e t e  une fonction C 2 de L(d) dans L(d) 
teIle que e (0 )= l  et dont les d~rivdes secondes sont localement lipschitziennes. 
Lorsque le pas de la subdivision a tend vers z~ro, 

a) les sommes ~ (e - 1) (M ~ - M t"- ~) convergent, uniformOment sur tout compact 
n 

en probabilitO, vers la semimartingale N dOfinie par (13); 
b) les produits 1~ e( M ~ " -  Mr"-1) convergent, uniformOment sur tout compact en 

n t 

probabilitY, vers la semimartingaIe X = #(N),  notre [ I  e(dM~). 
0 

DOmonstration. On se ram6ne, par arr~t avant des temps arbitrairement grands, 
au cas oti M est born6e. Lorsque M est born6e, on ne modifie aucun des processus 
qui interviennent en remplagant e par une fonction C 2, born6e, fi d6riv6es secondes 
lipschitziennes, qui coincide avec e au voisinage de la boule de rayon 2 ]lMIIs~. 
Soit alors l < p < o e .  Par arr~t avant des temps arbitrairement grands, on se 
ram6ne au cas off les hypotheses des lemmes 10 et 11 sont satisfaites, auquel cas 
les convergences ont lieu dans 5 ~ C.Q.F.D. 

Remarque. la condition de Lipschitz sur les d6rivdes secondes de e n'est intervenue 
que pour majorer des termes contenant des sauts. Dans le cas oti M est continue, 
cette hypoth~se est inutile. 
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