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The existence of extremal (actually perfect) partitions for flows with finite 
entropy is a direct consequence of Rudolph's representation. The aim of this 
paper is to prove the existence of such partitions for any measurable flow. 
This result is achieved by using Rudolph's theorem in a study of entropy 
properties of tower automorphisms. 

Introduction 

L'existence de partitions parfaites des flots spdciaux a d'abord 6t6 montr6e par 
Gurevi~ [5] dans le cas tr6s simple off la base est d'entropie finie, et off la fonction 
plafond est mesurable par rapport  /~ une partition parfaite de celle-ci. Tout 
r6cemment, Rudolph [10] a d6montr6 qu'on pouvait se ramener/l  ce cas pour 
tout riot mesurable d'entropie finie, grfice/t une repr6sentation qu'il a donnde de 
ces riots. Notre but est ici de prouver l'existence de partitions extramales pour 
les riots d'entropie infinie, et par 1/t de montrer que tout flot de K-syst6mes est 
un K-flot. 

Le but de la premi6re partie de ce papier est d'6valuer l'entropie de certaines 
partitions des automorphismes <<tour>~ construits au-dessus d'un syst6me dyna- 
mique donn6. Remarquons qu'on peut donner des d6monstrations beaucoup 
plus simples que celles de leur auteur des deux formules d'Abramov (Abramov 
[1] et [2]). ~'a 6t6 fait par Neveu [7] pour la premi6re; on trouvera ici une d6mon- 
stration duale de celle de Neveu, en ce sens qu'il nous a fallu calculer l'entropie 
d'une tour plut6t que celle d'un induit: les riots sp6ciaux ressemblent en effet 
becaucoup plus h des tours qu'h des induits. Nous donnons aussi une d6mon- 
stration immddiate de la seconde, en utilisant la marne remarque qu'Abramov, 
ainsi que le th6or6me de Mac Millan. 1 

1 Lors de la r6daction de cet article, nous ignorions que des d4monstrat ions des deux formules 
d 'Abramov,  analogues fi celles donn4es ici ou tr4s proches, 6taient dhj/t connues; la premihre figure 
dans le livre de Dencker et al. [11] ; la seconde, due/ t  Pinsker, se trouve dans un article de Krengel [12] 
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On d6montre ensuite, toujours dans la premiSre partie, une propri6t6 de 
certaines partitions extrSmales des systSmes dynamiques d'entropie infinie. 

La deuxiSme partie, s'appuyant sur la repr6sentation de Rudolph et les 
r6sultats de la premiSre partie, 6tablit l'existence de partitions extrSmales pour 
tout riot mesurable d'entropie infinie. 

Ce travail dolt beaucoup 5. des conversations avec J.-P. Thouvenot. 

1. Localisation de l'entropie d'une tour 

1.!. Soit (f2, 9.I, #, S) un systSme dynamique, f une fonction 5- valeurs enti6res 
positives, d'esp6rance finie; elle engendre sur f2 la partition mesurable ~ .  

Soit (f2, ~I, fi, T) la tour bgttie au-dessus de S sous la fonction f (voir Fried- 
man [4]). On notera f ]=f2o|174 , og Oo=f2, f2, c f2,_ 1. 

A toute partition ca de f2, on peut faire correspondre les partitions suivantes 
de f]: 

ainsi d6finie: (f2o, f2~)~ ca; caa; est triviale, ~ao = N" 
ca* ainsi d6finie: 5- tout atome de ca, P, on fait correspondre 

P * = P O P n 0 1 0 " " ;  

ces ensembles constituent la partition ca* de ~. 
On appellera g la partition de ~ N=(g?o,  f21, ... f~,...). 
Si ~ (resp. (2) est une partition de ~ (resp. O), on notera cas, (resp. (2r) la partition 

V S"ca resp. T"Q , ca- (resp. (2-) la partition 
- o o  - - a o  

V S"ca oo resp. T" . 
- - 0 9  ~ o O  

On notera e la partition discrSte, et v la partition grossi6re, quel que soit 
l'espace mesurable consid6r6. 

(1.1) Proposition. 1) ~ r  contient ca~ v ~ (donc si ca est g~ndratrice pour S, 
est gdnOratrice pour T). 

2) Si S : c c a ,  ~ -  =(ca-)* v~f .  

D4monstration. 1) ~ r  contient (~0, ~ ) ,  donc ~f; il est alors ais6 de montrer que 
r a* c ~r ,  ainsi que (S" ca)*, donc ca* c ~r" 

2) Grfice au fait que S ~  o N ,  ~ c ~ - ,  puis (S-" ~)* c ~ -  pour tout n>  0. 
R6ciproquement, T " ~  est contenu dans (ca-)* v ~ pour tout n>0,  d'ofi 2). 

Le lemme technique suivant (dont la d6monstration se trouve darts [11]) 
permet de montrer que J~ (et SJ ~ )  est d'entropie finie. 

(1.1) Lemme. Si la s4rie de terme g&Oral#, v&ifie 

~ n # < + o o ,  on a - # n L o g # , < + o o .  
1 1 

En particulier, si {A,,  heN} est une partition de f2 et si la fonction qui vaut n sur 
A Test intdgrable, A,  est d'entropie finie. 
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On trouvera dans Parry [9] les d6finitions de l'entropie et de l'information 
conditionnelle. 

Nous pouvons maintenant formuler la 

(1.2) Proposition. Soit ~ une partition mesurabIe quelconque de f2. Alors 

1 
H ( ~ l ~ - ) = ~ ( f ) H ( ~ v S ~ l ~ - v S ~ - )  si H(~t~-)<+oo, 

= + oo sinon. 

D6monstration. D'apr6s le lemme 1, S ~  est d'entropie finie, donc S ~  aussi: 

(f) 
On peut donc appliquer la formule de Pinsker fl H ( ~ v S ~ I ~ v S Y - )  
(si H ( ~ I ~ - ) <  + oo): 

H ( ~  v S ~  [ ~ v S ~  - ) = H ( ~  I ~ - ) + H ( S ~  I s y -  v (~)0. 
Mais S ~  c (~)r:  le deuxi6me terme du second membre est nul. Reste fl 6valuer 
le premier membre. Posons Q = ~ v SW. 

H(QIQ- )=  y J ( Q  [ Q-)  fi(daS) 

= ~ J(QIQ-) f i (dcS)+ ~ Y ( QI Q- )# (d~ ) .  
oo ~o 

Mais comme (~2o, ~2~)~ Q , on a d'une part 

Y ( Q I Q - ) I % = Y ( v  [ QI)~)=0, 

d'autre part 

Y(Q I Q-)lr~o = I Z 1A #(A l Q-)  fi(d(5) 
~o no A~Q 

=~ E 1 A ; ( A I ~ - v S ~ - ) - -  
Y2 A e ~ v S ~  

a(dco) 
E( f )  

1 
- E ( f )  H ( ~  v S Y I ~ -  v S ~ - ) ,  

ce qui ach6ve la d6monstration dans le cas off H ( ~  I ~ - ) <  + oo; sinon, le calcul 
qui pr6c~de 6tablit que H(Q [ Q - ) =  + ~ .  

Corollaire. Formule d'Abramov. 

h(r) = ~ ( f )  h(S). 

D6monstration. Imm6diate: si S est d'entropie infinie, il suffit de choisir ~ telle 
que H(N ] ~ - ) =  + oo. Sinon, soit ~ une partition g6n6ratrice, qu'on peut choisir 
d'entropie finie (Parry [9]). Alors H ( ~ v  S ~ I ~ -  v S ~ - ) = H ( ~ I ~ - ) = h ( S ) ,  et 
la proposition 2 6tablit le r6sultat. 

1.2. Pour les syst6mes dynamiques d'entropie infinie, on d6montre l'existence 
de partitions extr6males d'une forme particuli6re (voir Parry (9)). Elles sont du 
type suivant: 
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(1.1) D~finition. Soit (O, 9.1, #, S) un syst6me dynamique. Nous dirons qu'une 
partition ~ est excellente si: 

1) Elle est g6n6ratrice et croissante. 
2) I1 existe une suite (~,, neN),  de partitions d'entropie finie telles que 
c ~, + ~, ~,1" ~ ,  v6rifiant la relation 

H(~, I ~ , - ) -  H(~, I ~ ) 4 0  (n ~ +oo). (1) 
oo 

I1 est facile de d6montrer que /~ S - " ~ -  oF/,  donc toute partition excellente est 
o 

extrOmale. Les partitions excellentes ont aussi la propriOt6 suivante: 

(1.3) Proposition. Si ~ est une partition excellente pour le facteur qu'eUe engendre, 
une partition d'entropie finie teIle que H ( ~ - [ ~ -  v ~s)=0,  alors ~ v S ~ -  est 

excellente pour le facteur qu'elle engendre. 

Ddmonstration. Nous allons montrer que si (~,, neN)  v6rifie (1), (~, v ~ ,  n~N) 
v6rifie (1) 6galement. 

D'abord, pour tout N > n, 

/4(.~,,v.~ I r v~ ) - u ( Y ' . v ~  t ~'r v.~-)_>_o. 

D'apr6s la formule de Pinsker, le premier terme s'6crit: 

H(~',, v ~ I ~,,- v ~ - )  = H(~',, I ~,,-) + H ( ~  I (~,,)s v ~ - ) .  

D'autre part, quand N --* + oo, n Otant fix0, 

H(~, ,v~ I ~ u - v ~  )~H(~v~l~- v~-). 

Soit ~ une partition d'entropie finie telle que: ~, v ~ = NN. On a: 

H(~.vgl~'r v~-)=H(~uvgl~r v~  ) 
- H ( . ~  I ,~N- v~- v ~, v ~ ) ;  

par la formule de Pinsker, 

et on peut enfin 6crire 

En reportant (3) puis (4) dans (2), il vient: 

(2) 

(3) 

(4) 

= (H(~, I ~ . - ) -  U(~. I ~ - ) )  
-u(~ I (~.)~ v ~-)-/I(~ I (~)~ v g-) 

(s) 
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En remarquant que le troisi6me terme du second membre est toujours n6gatif, 
raisons tendre N vers l'infini: 

O<H(~,, v g I.~.- v ~ - ) - H ( ~ .  v g t ~ -  v y - )  

<(H(Gl~-) -H(~. l~ ' - ) )+H( . ,~ l (~ ' ) sV~-) -n(~l~sV~-  ). (6) 

Le dernier terme de l'expression de droite vaut 0; comme ~ s  ~ e quand n ~ + 0% 
on peut rendre l'avant-dernier aussi petit que l'on veut, et il en est de m~me du 
premier grfice g (1). La suite (~, v i f ,  n sN)  poss6de bien la propri6t6 (1). 

2. Partitions extr~males des riots sp~ciaux 

Nous allons maintenant appliquer les propositions 1.3 et 1.2 /t l'obtention de 
partitions extr6males pour les rots mesurables ap6riodiques d'entropie infinie. 
Le probl6me est de trouver une partition croissante pour tousles automorphismes 
du flot, g6n6ratrice et extr6male (c'est/t dire telle que !im O_,  -~- = 1I, off H est 

la partition de Pinsker, qui est la m~me pour tousles automorphismes du rot;  
Gurevi~ [5]). 

On sait que tout ro t  mesurable peut se repr6senter comme flot sous une 
fonction (Ambrose et Kakutani [3]). 

2.1. Voici d'abord une d6monstration succinte de la seconde formule d'Abramov 
(Abramov [2]): soit g une fonction int6grable sur (~, g > e > 0 ,  (~), 93, t5, (O, telR)) 
le flot sur S sous g. La remarque essentielle d'Abramov, qui vanous  servir dans 
la suite, est celle-ci: pour tout t<c~, l'induit de 0 t sur le sous-ensemble de ~): 
Q x [0, t[, que nous noterons S~, s'6crit: 

S,(co, u)= (Sco, u(co)- g(co) + n(co) t), 

off n(co) est le premier entier tel que u - g  + n t > 0. 
I1 est clair qu'il existe un facteur Y" sur lequel Faction de S test isomorphe/~ S; 

un 6v6nement de Y" sera de la forme: 

{(co, u): co~A}, off A~gA. 

Le facteur Y" est principal: soit ~ la partition correspondante de O x [0, t[, dont 
les atomes sont les fibres au-dessus des points de f2; soit ~ la partition de 
f2 x [0, t[ en les ensembles: 

(co, u): i t<  < ( i + l ) t )  2,_1 = u  - ~ . - ~ ,  i = 0 , .  . . . .  
z'" J 

O n  a 

(+0 +) H St N'I[ < L o g  kn, 
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car chaque fibre de ~ est d~coup~e par V S~ ~k en au plus kn parties. Donc pour 
tout k, o 

H ( ~ l ~ v ~ - )  = l i m l H -  S i ~ ] ~ t  =0  
Y/ i =  

Comme e= lira ~ v (N~)s, ceci entraine que ~ est principale; la seconde formule 
k ~ + o o  

d'Abramov r6sulte alors de la proposition 1.2. 

2.2. Nous allons d6finir les partitions suivantes, ~ 6tant une partition quelconque 
de ((2, 9I): 

sur ~ x [0, 1[: la partition N1 form6e des atomes ((co, u): co~A) 06 A est un 
atome de ~ ;  les partitions ~1 d6finies comme en 2.1, et ~1 = ~ / ~ .  

k 
sur (~, les partitions ~ ,  N[, ~ d6finies ~ partir des pr6c6dentes suivant les 

notations du paragraphe 1, ainsi que ~ form6e des atomes [(ca, u): caeA] ot~ A 
est un atome de ~.  ~ la partition "horizontale" de s d'atomes [(ca, u): u = Uo], 
u0->0. 

Voici maintenant une proposition qui donne le rhsultat cherch4 dans un cas 
particulier, auquel nous verrons ensuite qu'on peut toujours se ramener: 

(2.1) Proposition. Si g_>a_>0 est mesurable par rapport d u n e  partition ~ ex- 
cellente pour S, ~ v ~ est alors : 

1) croissante pour le flot Or, 
2) excellente pour l' automorphisme O ~ du flot. 

D~monstration. Pour simplifier, supposons quect = 1. 
1) dhmonstration 41hmentaire en consid6rant ce que deviennent les atomes 

par action de O_t; on pourra trouver une autre dhmonstration dans Lazaro et 
Meyer (6). 

2) Notons d'abord que ~ v ~ est le pass6 de la partition ~=r  v ~ -  pour O~ : 
en effet, 

G ( ~  v ~ ) = ~  v ~ r ;  

mais par ailleurs, (~ - r  v ~ r ) -  contient ~ tout entier (les atomes de ~ sont 
r6union de ces atomes, grace au fair que g est N-mesurable), donc aussi ~ ,  donc 

Nous allons voir que ~ v @ est exeellente. Soit ~,,  n~N, une suite de partitions 
d'entropie finie croissant vers N et v6rifiant (1). 

Montrons alors qu'il existe une suite na tendant vers + 0% telle que S ~  v ~/~ 
vhrifie (1). 

Comme alors S ~  v~'/~--* ~ r  v ~ quand h--* + oo, cela 4tablira la pro- 
position. I1 faut montrer que, quand k --* + oo, 

Evaluons d'abord le second terme: 
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~ est contenu dans ~ ,  et un raisonnement analogue ~ celui qui est utilis6 
dans la ddmonstration de la proposition 1.2 montre que 

1 
H(S~I ~ v ~)=~ H(S~ I ~). (7) 

Pla~ons-nous maintenant dans f~ x [0, 1 [. 

H(S~) I ( S ~ ) ) - ) -  H(S~) ]~1 - ) =  H(~. I ~.-) - H(~. [ ~ - ) ,  (8) 

donc la suite SN) v6rifie (1). Par ailleurs, la partition Y engendre un facteur 
principal. Si f est la fonction ~ valeurs enti&es permettant de construire (~9, O1) 
au-dessus de S1, ~- la partition correspondante (d'entropie finie), et si k est donn6, 
il existe n k tel que 

~ I -  i-I(S~i v G v s g  I ( S G  v ~ v s g ) - ) -  H(S~5 1S .k ) 

= H ( ~  k v S~- I (S~lk)s, v ~ -  v S f f - )  =< e. 

Appliquons maintenant la proposition 1.2 ~t: S~,k k --S~@, il vient 

v s~o k v G - ) - ~ H ( S ~ .  Is~)-)  

1 
- E(g) [H(S~) v G v S g  I (S~) v G v S g )  ) - H(S~) I S~)  -)] 

<e. (9) 
En appliquant (7), (8) et (9), il vient: 

s -~=v~  ~ v ~ l ~  ~)=o 

ce qui ach~ve la d6monstration. 

2.3. Nous en arrivons maintenant au rSsultat essentiel. Rudolph [10] a d6montr6 
que tout flot mesurable apSriodique peut se reprSsenter comme riot sous une 
fonction ~ deux valeurs seulement; ceci revient ~ dire la chose suivante: 

- pour tout riot sp6cial (D, 9], ~, O) il existe une partition mesurable (A, Ag, 
non triviale, et deux rSels positifs a et b tels qne toute orbite du riot coupe A 
suivant une r6union d'intervalles disjoints de longueur a, et A ~ suivant une 
r6union d'intervalles disjoints de longueur b. 

(2.2) P r o p o s i t i o n .  Tout riot mesurable admet une partition croissante, excellente 
pour O~. (c = inf (a, b).) 

D8monstration. Grfice/t la propridt4 pr6c4dente, un flot mesurable peut se repr6- 
senter sous la forme d'un riot sous une fonction g ~ 2 valeurs (les valeurs sont le 
ae t  le b de la proprbt6, la base, les points d'entr6e dans A et leurs images par O, 
tant qu'elles restent dans A, et les points d'entr4es dans A r ainsi que les images 
par O~ tant qu'elles restent dans A0. 

Munissons la base d'une partition excellente ~.  Si Nest  la partition finie de 
la base induite par les valeurs de g, ~ v SN- est excellente d'apr6s la proposi- 
tion 1.3, donc, d'apr6s la proposition 2.1, (~  v SN-)* v Nes t  une partition crois- 
sante par le riot et excellente pour Or off c = inf(a, b). 
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Remarque. Si l'on suppose en outre que le riot est ergodique, il est possible de 
montrer beaucoup plus facilement l'existence de partitions parfaites ~t partir des 
r6sultats de Rudolph [10] quand l'entropie est finie; cette d6monstration, qui 
utilise le fait que le pass6 lointain d'une partition g6n6ratrice finie est 6gal/t la 
tribu de Pinsker, ne peut 6videmment 8tre utilisge dans le cas qui nous int6resse. 
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