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Die Irrtumswahrscheinlichkeit des y*-Testes
im Grenzfall der Poissonverteilung
Von

K. Eae, H. Rt'st und B. L.. vAN DER WAERDEN

Summary. If the expectations of two Poisson distributions are compared by means of
the y2-test, the probability of an error of the first kind is never much larger than the asymptotic
value 0.01 or 0.02 or 0.05 on the three most usual levels.

Der y2-Test ist sicher dann gerechtfertigt, wenn die Erwartungswerte np; der
Anzahlen Objekte in allen betrachteten Klassen sehr grof sind. Der Beweis wurde
in einer grundlegenden Arbeit von NEYMAN und PEARSON unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen geliefert [2].

Es fragt sich nun, wie weit man mit den Erwartungswerten heruntergehen
kann, ohne daf die Irrtumswahrscheinlichkeit des Testes zu grofi wird.

Hiufig findet man in der Literatur Bemerkungen von der Art, die Erwartungs-
werte np; sollten mindestens 4 oder 5 betragen. Neuere Autoren aber, die die
Frage sorgfaltiger gepriift haben, kommen zu dem Schlu, daB man in vielen
Fillen betréchtlich kleinere Erwartungswerte zulassen kann. CocHRAN [I] ver-
wendet folgendes Kriterium: Wird der y2-Test auf dem 5%.-Niveau angewandt
und liegt die wahre Irrtumswahrscheinlichkeit zwischen 4%, und 69%,, oder beim
19,-Niveau zwischen 0,7%, und 1,5%, so ist die Abweichung als unbedeutend zu
betrachten. Er kommt zu dem Schluf, dal auf dem 59%-Niveau bei der Priifung
der Normalitat einer Verteilung ein einziger Erwartungswert bis 1/; herunter-
gehen darf, sofern die iibrigen geniigend grof sind. Dasselbe gilt auf dem 19%-
Niveau, wenn die Zah!l der Freiheitsgrade mehr als 6 betragt. Auf dem 59,-Niveau
diirfen auch zwei Erwartungswerte bis 1 heruntergehen. Bei einer Vergroflerung
der Zahl der Freiheitsgrade und bei kleinen Erwartungswerten fallen die Irrtums-
wahrscheinlichkeiten im allgemeinen kleiner aus als die angenommenen Niveau-
Werte; man bleibt also bei der Anwendung des Testes auf der sicheren Seite.

Bei einer kleinen Zahl von Freiheitsgraden liegt die Sache unter Umsténden
weniger giinstig. Wird eine einzige beobachtete Héufigkeit mit einer angenomme-
nen Wahrscheinlichkeit verglichen, so hat man zwei Klassen und einen Freiheits-
grad. Wendet man nun den y2-Test auf dem 5%,-Niveau an und verlangt, da8 die
wahre Irrtumswahrscheinlichkeit unter 6,59, bleibt, so geniigt es nach einer neuen
Untersuchung von E. STUDER [3] nicht, zu fordern, dafl die Erwartungswerte np
und # — np in beiden Klassen mindestens 5 betragen, sondern man muB verlan-
gen, daB sie mindestens 8 betragen. Verlangt man (wie CocHRAN) eine wahre
Irrtumswahrscheinlichkeit von hochstens 6%, so mufl man mit den Erwartungs-
werten sogar bis 16 oder noch hoher hinaufgehen.

Besonders wichtig fiir viele Anwendungen ist der Fall, dafl zwei Wahrschein-
lichkeiten mittels der sogenannten 2 mal 2 Tafel miteinander verglichen werden
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sollen. Man habe in N = n; + n2 unabhingigen Versuchen zwei Haufigkeiten
x/n1 und y¢/ng beobachtet. Die Nullhypothese besagt, dall in allen N Versuchen die
Wahrscheinlichkeit p des beobachteten Ereignisses immer den gleichen Wert hat.
Wenn nun

0 (xm — yna)2 N
T @ty (W —z—1)

(1)

grofer als A;, A oder A5 ausfillt, so wird die Nullhypothese auf dem 19, 2%,
oder 5% Niveau verworfen. Die Schranken A4 sind so gewihlt, daB die Irrtums-
wahrscheinlichkeit fiir feste p, wenn n; und ne gegen oo gehen, asymptotisch 0,01
bzw. 0,02 bzw. 0,05 betragt. Einen einfachen Beweis dieser asymptotischen Aus-
sage, nach einer Idee von M.-P. GEPPERT, findet man bei vaAN DER WAERRDEN [4].

Fir kleine Werte von #n; und % haben GILDEMEISTER und VAN DER WAERDEN
[5] die Irrtumswahrscheinlichkeit des Testes als Funktion p berechnet und
graphisch dargestellt. Es stellte sich heraus, daB in den meisten Féallen die Irrtums-
wahrscheinlichkeit kleiner oder jedenfalls nicht viel grofier ist als der asympto-
tische Wert, besonders dann, wenn der Faktor N in (1) durch (N — 1) ersetzt
wird, wozu es auch theoretisch gute Griinde gibt [4].

Bei den praktischen Anwendungen kommt es haufig vor, dal »; und na grof3
sind, aber z und y nicht. Um diese Fille theoretisch zu behandeln, kann man von
der Annahme ausgehen, dafl n; und ng gegen oo streben, wihrend pni und pns,
die Erwartungswerte von # und y, fest bleiben. Nennt man diese Erwartungswerte
v und w, so hat man fir 2 und y im Limes for n; — co und ng — oo Poissonver-
teilungen anzunehmen. Die Wahrscheinlichkeit eines Wertepaares (x, y) ist
dann

) Pa,y) = o ev- 2 g,

= ! y!
Im folgenden soll der Fall ny = ng, also v = w numerisch untersucht werden.

Alle zu berechnenden Wahrscheinlichkeiten sind Funktionen von w.
Die Formel fiir 42 ergibt fiir n; = n2 im Grenzfall N — oo

_ (x—y?
(3) =Ty

Die Formel (2) fiir P (z, ) vereinfacht sich fiir v = w zu
wrty
(4) Pz, y) = syl €7

Um die Irrtumswahrscheinlichkeit des Testes zu erhalten, hat man P(x, y) zu
summieren {iber alle ganzzahligen z und y, die die Bedingung 2 > 4, oder, was
dasselbe ist,

(3) (—yP>@+yd
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erfiillen. Die gesuchte Irrtumswahrscheinlichkeit ist also

(6) P=> P(xy)
®)

summiert iiber alle x und y, die (5) erfiillen.
Man kann zu (5) noch die Nebenbedingung

(7) x <y

hinzufiigen und nachher die Summe verdoppeln:

wrty

2w
,,e .

(8) P=2
®), M

Ferner kann man z - y = z setzen und

w?
zt

(9) P=2ec,
1

schreiben, wobei ¢, die ganze Zahl

(10) Gz = z (Z>
(11), (12) \?¥

ist. Die Summation erstreckt sich tiber diejenigen #, die die Bedingungen

(11) (z—2x)2>zA
(12) z—2x>0
erfullen.

Man kann (9) ein wenig anders schreiben, indem man statt der ¢, die Koeffi-
zienten

(13) d, = 2%,

einfiihrt. Die d, sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten, dafl « und y die Un-
gleichung (5) erfiillen, falls « -+ y = 2 einen bestimmten Wert hat. Statt (9) hat
man dann

2wy
zt

(14) P=2ew >d,
z=1

Die d, haben gegeniiber den ¢, den rechnerischen Vorteil, daB sie alle dieselbe
GrofBenordnung haben. Man hat ndmlich fiir groBe 2 asymptotisch

(15) 2d, ~ a (o = 0,01 oder 0,02 oder 0,05) .
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Die Reihe in (14) konvergiert ungefdhr so gut wie die Exponentialreihe fiir
e?%, Das grofite Glied dieser Exponentialreihe ist das Glied mit z = [2w]. Weiter

als bisetwa z = [2w + 4:[/%] braucht man in der Reihe nicht zu gehen.
Die folgende Tabelle gibt 103 P als Funktion von w fiir die drei Fille

A;=6,64; 4o =541; A5 = 3,84,

die der Reihe nach dem 1%-,2%- und 5%-Niveau entsprechen. Die asymptotischen
Werte von 103 P sind in den drei Féllen

10; 20; 50.

Die Tabelle wurde auf der elektronischen Rechenmaschine des Rechenzen-
trums der Universitat Ziirich berechnet.

Tabelle. Irriumswahrscheinlichkeit mal 103

108 P(w) 10° P (w)

w w
A1=6,64 | As=541 | As=384 A1=6,64 | Aa=5A1 | A5=3,8¢
0 0,0 0,0 0,0 10 8,2 18,3 51,9
0,5 0,0 0,0 2,1 10,5 8,3 18,6 52,4
1 0,1 0,4 14,0 11 8,4 18,8 52,7
1,5 0,4 2,1 29,9 11,5 8,6 19,0 53,0
2 1.3 5,1 41,3 12 8,7 19,1 53,0
2,5 2.4 8,7 46,2 12,5 8,8 19,3 53,0
3 3,7 12,1 47,0 13 8,8 19,5 52,9
3,5 4,8 14,7 46,0 13,5 8,9 19.6 52,7
4 5,5 16,3 447 14 9,0 19,8 52,5
4,5 6,1 17.1 43,8 14,5 9,1 20,0 52,2
5 6,5 17,3 43,5 15 9,1 20,0 51,9
5,5 6,8 17,1 43,6 15,5 9,2 20,1 51,5
6 7,0 16,9 44.2 16 9,2 20,2 51,2
6,5 7,3 16,7 45,1 16,5 9,3 20,3 50,8
7 7,5 16,7 46,2 17 9,3 20,3 50,5
7,5 7,6 16,9 47,3 17,5 9.4 20,3 50,2
8 7,8 17,1 48,5 18 9,4 20,3 50,0
8,5 7,9 17,4 49,5 18,5 9,5 20,3 49,8
9 8,0 17,8 50,5 19 9,5 20,2 49,6
9,5 8,1 18,1 51,3 19,5 9,6 20,2 49,5
20 9,6 20,1 494

Man sieht aus der Tabelle, dal in dem untersuchten Bereich von w = 0 bis
w = 20 die Irrtumswahrscheinlichkeiten sich nie weit iiber die asymptotischen
Werte erheben. Der Maximum von 103 P(w) in diesem Bereich ist in den drei
untersuchten Fillen

9,6; 20,3; 53,0 .

Es ist also nicht notig, bei der Anwendung des y2-Testes zu verlangen, daB der
gemeinsame Erwartungswert w der beiden Klassen geniigend groB sein soll. Bei
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kleinen Werten von w sind die Irrtumswahrscheinlichkeiten sogar erheblich
kleiner als die asymtotischen Werte; man bleibt also bei kleinem w auf der
sicheren Seite.
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