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1. Introduction

Si X=(X,),g, ©st une semi-martingale a trajectoires continues, nous savons
que f(X) est également usc semi-martingale & trajectoires continues, pour toute
fonction f deux fois continuement dérivable.

De plus, la formule de 1td permet de donner une représentation de f(X)
sous forme de somme d’intégrales stochastiques:

f(Xt)—f(Xo)=gf’(Xs)dXs+%£f”(Xs)d<X>s-

Pour les semi-martingales représentables X =(X,),.gz, nous retrouvons une
situation analogue, a condition que f soit quatre fois continuement dérivable.

La formule de [t&é donnée par Wong et Zakai [11] nécessite alors l'intro-
duction de nouveaux types d’'intégrales stochastiques.

Dans ces deux cas, les différentes intégrales stochastiques intervenant dans
Pécriture de la formule de Itd peuvent s’exprimer a 'aide d’intégrales stochasti-
ques par rapport aux puissances de X (X et X* dans le premier cas; X, X2,
X3 X* dans le second cas).

La définition 4-1 des L, (P)-semi-martingales d'ordre m, index¢es par une
partie de IR? tient compte de cette remarque et généralise la notion de semi-
martingale.

La proposition 4.5 (conséquence directe de la définition 4.1) donne la
formule de 1t6, pour les polynémes de degré inféricur ou égal & m, quand X est
une L (P)-semi-martingale d’ordre m, continue.

Pour X, L,(P)-semi-martingale d’ordre infini, continue et vérifiant 4.7.1
(cette condition est satisfaite pour toutes les semi-martingales continues
indexées par IR_,) nous établissons une formule de Ité en utilisant les
proprietés des puissances de X (théoreme 4.7).

Les paragraphes 2 et 3 concernent les notations, définitions et hypothéses de
base, ainsi qu’un rappel sur les mesures stochastiques [9] le paragraphe 4 est
consacré aux semi-martingales et a la formule de It6.

Le paragraphe 5 donne quelques exemples.
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2. Preliminaires
2.1. Notations

Un élément de RY est défini par ses composantes t, ie{l,...,d}; nous
considérons sur R? la relation d’ordre notée < et définie par:

sSt e St Vie{l,....d).

Nous écrivons s<t si s'<t' pour tout i de {l,...,d}. Nous désignons par Js, ¢]
I’ensemble des éléments u de R? vérifiant: s<u<t.

Nous considérons par la suite un rectangle T=Ja, b], T désignera le fermé:
[a.b]={u: aZu<b}. Nous notons & I'ensemble des parties de T de la forme
Ts,t] (@ <s, t<b).

Pour A =]s,t]l, nous définissons |A| par:

|A|= Sup [t'—5si.
i=1..d
La mesure de Lebesgue sur T sera notée A.
Soit (Q,#,P) un espace probabilis¢ muni d’'une famille (%4 ,),., de sous-
tribus de # vérifiant:
ASB = 4,c9,.

Un ensemble de la forme A x F (desZ, Fe% ) est appelé rectangle prévisible,
I’ensemble des rectangles prévisibles est noté £, 'algébre engendrée par # est
notée %'

Nous appelons tribu prévisible, la tribu & sur Tx Q engendrée par #%. Un
processus h=(h,),.; est prévisible si et seulement si I'application h:

Tx 2-R
(t, w)~h(t, )

est Z-mesurable, R étant muni de sa tribu borélienne.

Nous notons #,(#) I'espace vectoriel des processus prévisibles bornés et &
le sous-espace de #,(#) constitué des processus prévisibles simples, c’est-a-dire
des processus prévisibles de la forme:

h=>3 o1, 5, reN* oeR, 4,xFeZ.

i=1

Soit X =(X ).+ un processus sur (£, #, P), nous notons ZX la tribu engendrée
par (X,),c, et nous désignons par J, I'ensemble des processus X a valeurs
réelles vérifiant:

- les trajectoires de X sont continues.

- #X<%,, ,; pour tout ¢ élément de T.
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Pour X ¢lément de J, nous pouvons définir un processus X* par: X =sup |X|;
5=t

(le processus X* appartient 4 J). Notons que pour tout processus X =(X ), ¢
appartenant a J,, le processus (X ),.r est un processus prévisible.
Nous introduisons les espaces suivants de fonctions de R" dans R:
%, R"={f: m fois continuement différentiable}
%® (R")={f: continue et bornée}
%" (R")={f: r fois continuement différentiable, f et ses dérivées
partielles jusqu'a l'ordre r sont bornées}.

Nous introduisons également I'espace suivant de fonctions de IR dans R.

A (R)={f: m fois continuement différentiable et la dérivée d’ordre m est
bornée}.

Pour une fonction f de %, (R) nous noterons f@ la dérivee dordre r
(re{l...m}) et f* la fonction telle que f*(x)=(f (x))~.
Enfin, si fappartient & L,(P)=L,(Q, Z, P), nous définissons || f |, par:

CE(f P17 ISp<+o
1fl,=5 ET(f1P) si 0<p=1
EP(fInl)  sip=0

|+, est une quasi-norme (une norme si p=1) définissant la topologie usuelle
de L (P). (Pour p=0, il s"agit de la topologie de la convergence en probabilité).

2.2. Formule de Taylor

(22.1) Notations. Soit A=]s,t] un élément de o/ et soit I une partic de
{1, ...,d}, nous notons &' I'élément de {—1, +1} défini par:

81 — ( _ l)d-card I'
Nous notons «(1, 4) I'élément de T défini par:

o (e sidel
I, A) =< .
(I, 4) {s’ si igl.
Pour 4=]s, ], nous avons toujours a({1, ..., d}, A)=t et a(, A)=s. Dans le
cas particulier ou d=2, nous avons a({1}, A)=(t!, s?) et a({2}, 4)=(s', t?).
Soit maintenant F une fonction de %,(RY), en utilisant les notations 2.2.1
nous pouvons écrire pour 4 élément de .o/ :

F
£ Fr e Alds)= 1;0 e'[F(a(l, A))— F(a(, A))].

Le membre de droite de cette égalité est défini si nous remplagons F par une
fonction quelconque définie sur R? et en particulier si nous remplagons F par
un processus X =(X,),.r.
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(2.2.2) Définirions. Pour tout processus X=(X,),_ s nous définissons 4 , X par:

4,X= Z SI(sz(I,A)_Xa(Q),A))

I+

et plus généralement pour k appartenant a IN*

Ail;)X= Z EI(Xa(I,A)_Xa((D,A))k'

I+p
Notons que APX =4,X et que AP X =(X,—X,)* quand d=1et A=]s,].

(2.2.3) Proposition. Soient X appartenant a J,, [ appartenant d €,(R) et A
=]s, t]. Alors

= 1
4, (X)= Y 7 FOE) AP X +R(; A,m)
k=1 "¢
avec
R(f,A,m)= Y &Y Xy, 4~ XJ"
I+9

1 1___ m—1
g (m—bi)l)l (f X+ uX i, 0~ X))

—f™(X ) du.

Démonstration. La formule de Taylor appliquée a f donne:

S X o, ) —f(X Z f(k)X)(Xa(IA) X

1 I—M)m 1

0 1)‘ f(M)(Xs+M(XalI,A)—Xs))

+(X al,A) )y

—/"(X ) du.

11 suffit alors d’utiliser les définitions (2.2.2) pour achever la démonstration.

3. Mesure stochastique et intégrale Stochastique

3.1. Définition. On appelle L,(P)-mesure stochastique une application simple-
ment additive p, définie sur %, & valeurs dans L_(P) et vérifiant:

(3.1.1) wAxF)y=1, p(AxF) VAxFeR
(3.1.2) (&) est une partie bornée de L,(P)
(3.1.3) linm lu(R)II,=0 pour toute suite décroissante (R,),qy d’¢léments de Z#

telle que (| R,=0.

n
[1 résulte de cette définition, qu'une mesure stochastique u se prolonge en
une fonction de # dans L,(P), g-additive pour la topologie usuelle de L,(P)
[9]. Ce prolongement sera egalement note p.
A tout processus X =(X,),.; nous pouvons associer une application p*
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vérifiant (3.1.1) en posant:
pXAxF)=1, 4,X VAxFe®

p¥ ainsi définie s’étend en une application simplement additive définie sur & (et
donc sur #') en posant:

B2) WKW=Y a1, 4, X Yhes, h=Y ol, ..

i=1 i=1
De plus, si X, appartient & L (P) pour tout ¢, alors u*(€)< L,(P).

3.3. Définition. Soit X un processus, si p* est une L,(P)-mesure stochastique,
nous dirons que le processus X définit une L, (P)-mesure stochastique.

3.4. Proposition. Soit X =(X ), ;-
X définit une L, (P)-mesure stochastique si et seulement si u* vérifie (3.1.2) et
(3.1.3).

Si p est une L (P)-mesure stochastique, le theoréme C.3 de [9] permet de
définir Pintégrale stochastique par rapport & u, des processus de #;(%).
Voici une version de ce théoréme.

3.5. Théoréme. Soit u une L, (P)-mesure stochastique.
Il existe alors une application unique, notée également p, définie sur #,(P), a
valeurs dans L ,(P) et qui satisfait aux conditions suivantes:

(3.5.1) Pour tout R
Z A,xFl he&

r

pwh)= Z o; p(A; x F).
i=1
(3.5.2) Pour toute suite (h,) . de H#(P), uniformément bornée, convergeant
simplement vers un processus h, la suite (u(h,)),qy converge vers u(h) dans L,(P).

(3.5.3)  Pour tout h de H#,(P), l'application de P dans L,(P) qui a D élément de
2P associe u(lyh) est une L,(P)-mesure stochastique.

Par une méthode standard [4], nous pouvons étendre le domaine de
définition de l'intégrale stochastique par rapport a g, a une classe de processus
prévisibles notée £, (i, L,(P)). (Les processus prévisibles h tels que sup]h(t)l
soit #-mesurable et f1n1 P p.s appartiennant & %, (u, Ly(P))).

Si h appartient & %, (u, L (P)), nous dirons que h est p-intégrable et nous
utiliserons parfois la notation jh dX au lieu de p*(h).

Les propriétés de l'extension sont données par le théoréme suivant qui
généralise le théoréme 3.5.

3.6. Theoréme. Soit y une L ,(P)-mesure stochastique.

Il existe alors une application unique, notée également u, définie sur
Z (1, L,(P)), d valeurs dans L,(P), vérifiant (3.5.1) et
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(3.6.1) Pour toute suite (h,),. d'éléments de &, (u, L,(P)) qui converge simple-
ment vers h, en étant dominée par un élément de Z,(u,L,(P)), la limite h
appartient a &£, (u, L,(P)) et la suite (u(h,)),x converge vers u(h) dans L, (P).

(3.6.2) Pour tout h de ¥, (u, L,(P)), lapplication de # dans L,(P) qui @ D
élément de P associe (1, h) est une L,(P)-mesure stochastique.

3.7. Exemples. Soient T=]0, 1]=R* (Q, #, B(X,),.r) un drap brownien et %y, ,
=0(X,, u<s).

Alors pour tout h de &, [|p*(h)||3 = E(|h2 A(ds)).

Il est alors facile de vérifier que u* est une L,(P)-mesure stochastique et

que
gl(uX’ L,(P)=L,(TxQ #AQP).

Nous donnons maintenant quelques propriétes des L, (P)-mesures stochasti-

ques qui nous seront utiles au paragraphe suivant.

3.8. Proposition. Soir p une L,(P)-mesure stochastique et soit Q une probabilité
sur (Q, &) absolument continue par rapport a P.
Alors y est une Ly(Q)-mesure stochastique.

Démonstration. 1l suffit de vérifier (3.1.2) et (3.1.3) pour p=0 et Q, mais ceci
résulte immédiatement de 'absolue continuité de Q par rapport a P.

3.9. Proposition. Soit (B), . une suite de probabilités sur (Q, F) et

P=>a,B oi a,>0 et Y a,=l.

n

Soit u une fonction simplement additive définie sur R’ telle que pour chaque n, p
soit une Ly(P)-mesure stochastique. Alors u est une L,(P)-mesure stochastique.

Démonstration. 11 suffit de vérifier (3.1.2) et (3.1.3) pour p=0 et P. Notons que
dans le cas p=0, (3.1.2) est équivalent a:

(3.9.1) Pour toute suite (4,),. de nombres réels positifs qui tend vers zéro et
pour toute suite (h,), d’éléments de %’

tim |14, (k) o =O.

La propriété (3.9.1) est satisfaite pour chaque P, en utilisant la définition de P
et le théoreme de la convergence dominée pour les séries, on montre que (3.9.1)
est satisfaite pour P.

Démontrons maintenant (3.1.3).

Pour toute suite décroissante (R,), o d’¢1éments de # telle que:

(YR,=0, ona limE"(u(R,)| A1)=0.

Les mémes arguments que précédemment permettent alors d’affirmer que:

lim EP(ju(Ry) A 1)=0.
Dou (3.1.3). k
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4. Semi-Martingales

Soient d=1 et X une semi-martingale au sens ordinaire, on sait alors que X
definit une L,(P)-mesure stochastique. (Nous avons également la réciproque
d’apres le théoréme de Mokobodzki-Dellacherie).

Nous savons également que si X est continue et si f est une fonction de
%,(R), alors fo X est une semi-martingale et la formule de 1t6 permet d'écrire:

f(Xt)~f(Xo)=£f'(Xo)dXs+% gf”(Xs)d<X>s~

En particulier, pour tout entier k, X* est une semi-martingale et définit une
Ly(P)-mesure stochastique. Notons p* la mesure stochastique définie par X,
alors pour tout élément h de 4% (2), nous avons, d’aprés la formule de 1to:

{ k=1 p'(h)=p*(h)

Vk=2 )=k {h X tdx + ) (

=D i xe-2q0x,
Définissons alors les mesures u® par:
k
M= 3 (=" [ (hX ™) (hed4(P), k2 1)
r=1

un calcul rapide montre que " (h)=p' (h)=p*(h), @ (h)={h,d{(X>,, u® =0 si
k=3.

D’autre part, 'étude de la formule de Itd donnée par Wong et Zakai pour
les semi-martingales représentables (d=2) [11] montre que les différents termes
intervenant dans cette formule peuvent s’exprimer a I'aide des mesures stochas-
tiques définies par les puissances de X, de plus dans ce cas y®=0 si k=5 (cf.
5-35).

4.1. Définition. Un processus X appartenant & J, est une L »(P)-semi-martingale
d’ordre m (melN*) si:

(411) Vk=1,...,m le processus X* définit une L,(P)-mesure stochastique,
notée u*.

(412) Vk=1,...,m le processus (X*)"~* est y*-intégrable.
4.2, Notations.

(4.2.1) S™L,(P)) est I'ensemble des éléments de J, qui sont des L »(P)-semi-
martingales d’ordre m.

(422) LL,(PY=() %L, (P).

4.3. Remarques.

(4.3.1) Quand p=0, la continuité des éléments de J, implique (4.1.2).



428 M.-F. Allain

(4.3.1) Si (X*m* est yF-intégrable, alors (1v (X*)" %) est: u* intégrable, et
tout processus prévisible & tel que le processus A(1 v (X*)™~¥%)~! soit borné est
uF-intégrable.

4.4. Notations. Pour leIN*, #'(%) désigne lespace vectoriel des processus
prévisibles A tels que A(1 v (X*)))~! soit borné, nous définissons # (%) par:

%m(ﬂ)zlg%%l(ﬁ).

Nous avons évidemment, #" “(@)=Z,(u*, L,(P)) quand X appartient a
F™(L,(P)) et m=k.

4.5. Proposition. Soit X appartenant a S"(L,(P)). Il existe alors des L,(P)-
mesures stochastiques ™, k=1, ..., m, telles que:

@51 W= T (~)T G hXE) (e (@)
452 w)=3 [ tx (he 4(2))

¥=

Les mesures u™ k=1, ..., m sont appelées: mesures engendrées par X.
U D p

Démonstration. Pour r £k<m nous avons:
XK1V (X

Cette inégalité implique que hX*~" appartient a #™~"(Z) pour tout h élément
de #(2). En conséquence la formule (4.5.1) a bien un sens et définit une
L,(P)-mesure stochastique.

(4.5.2) découle de (4.5.1), car les éléments de #™~"(P) sont u-intégrables

k
et > Prfi(—1)~7 vaut 1 si k=j et O si k est strictement plus grand que j.
r=j

4.6. Définition. Soit X élément de £™(L,(P)), pour k=1...m les processus X®
sont définis par:

XO=py®(Ja,t]xQ siteT
X®=0 si teT—T.

Les mesures stochastiques u® k=1, ...,m sont donc définies par ces processus
xX®,
Le théoréme qui suit est le principal de cet article.

4.7. Théoréme (Formule de 1td). Soit X un élément de & (Ly(P)) tel que
(4.7.1) ImeN*: Vkzm+1 u®=0.
Alors, pour toute fonction f de €,,(R), nous avons:

(4.7.2) fo X appartient a L (L, (P)).
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(4.7.3) La mesure stochastique p'°* vérifie:

o1
WED)= Y, w1V X)  VDe

r=1

et en particulier, nous avons
2ol
A]]s,t]]fOX: z ] E f(r)(Xu)ng)-
=17 150

De plus, si nous notons (V) les Ly(P)-mesures stochastiques définies par
((fo X)) et (%), les Lo(P)-mesures stochastiques engendrées par fo X, ces
mesures stochastiques vérifient :

m

1
474 VFD)=3 Su00(f7X) (De?)

Y=

(4.7.5) pour k=1,...,m—1
1. k .
D)= 3. i (1p T (U BU X 70X ) (D)
j=kJ: r=1

(4.7.6) v(D)=p"(1p(f )"0 X) (DeP)
4.7.7) vW=0 pour kzm-+1

Démonstration. A, Pour démontrer (4.7.2), il suffit de prouver que pour toute
fonction f de €, (R), fo X définit une L (P)-mesure stochastique. (Car si f
appartient & €, (IR), f* appartient & %, (IR) pour tout entier k).

Si f est un mondme, les hypothéses faites sur X et les relations entre les
Lo(P)-mesures stochastiques (¢*), et (u¥), données par la proposition 4.5
impliquent immédiatement (4.7.2) et (4.7.3).

Si maintenant f est un polyndme, (4.7.2) et (4.7.3) s'obtiennent par linéarité.

B. Nous démontrons maintenant que fo X définit une L,(P)-mesure stochasti-
que satisfaisant a (4.7.3) quand f appartient a €, (R) et |X| borné par constante
a.

Il existe alors une suite (f,),oy de polyndmes tels que:

Vr=0,...,m limsup1(x) |/ (x)—f"(x)|=0.
n x [—a,a]
En conséquence, pour tout r appartenant a {1,...,m}, la suite (f”0X), 4
converge simplement vers o X en restant bornée; et pour chaque n, nous
avons:
Z 1

473) p¥D)=3Y S u(1pfPX) (De?).

!
En passant a la limite dans le membre de droite de cette égalité, nous pouvons
définir une L,(P)-mesure stochastique que nous notons

m

1
D)= Y i [0 X)  (De?)
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Mais, pour D=A x F élément de #, nous avons:

W X(D)y=1,4,f, et Lm|p/XD)=1,4,f X|,=0

En conséquence v=p/°* et fo X satisfait aux propriétés voulues.

C. Nous passons maintenant au cas général.
Nous nous ramenons d’abord au cas X borné par un changement de
probabilité.
Soit G,={w: X{ =n}. La suite (G,),a €5t une suite croissante d’éléments de
Z, et, X étant continue, Q= JG,,.
n

Soit alors N, tel que P(G,)=0; pour n= N, nous définissons une probabilité
P, absolument continue par rapport a P en posant:

P(GNG,)

F(G)= PG

(GeF).

D’aprés 3.8, X appartient a (L, (R)) et d’aprés B, X étant borné sous P,
foX définit une L,(P)-mesure stochastique qui satisfait a (4.7.3) pour toute
fonction f de %, (R).
Soit alors Q= ) a,P, (a,>0, ) a,=1), daprés 3.9 fo X définit une L,(Q)-
nzN n=N

mesure stochastique, et, @ étant équivalente a P, 3.8 implique que fo X définit
une L,(P)-mesure stochastique. 11 est facile de vérifier que (4.7.3) est satisfait.

D. Nous abordons maintenant la démonstration de (4.7.4), (4.7.5), (4.7.6),
4.7.7).

La formule de 1t6 (4.7.3), implique immédiatement (4.7.4).

Nous utilisons (4.5.1) pour écrire:

k
vOD)= 3 (D) [y ff e X)  (De?).
r=1
En utilisant expression de v" donnée par (4.7.4), nous obtenons:

k
(4.7.8) vOD)= 3, jl!”(j) (15 X (=08 Gr2e Xop* o).

j=1 =1

Remarquons que vV=v'=p/"X.
Supposons k> 1, nous allons montrer:

k
479 Y (=1l fFr=0  Vk, Vj: k>j.
r=1
Pour cela, nous remarquons d’abord que pour j=1 et pour k> 1, nous avons:
‘ k
DN G Vi WA
r=1

= 20 = (T e b o
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Supposons que (4.7.9) soit vrai jusqua j en dérivant cette égalité nous
obtenons:

0= 3 (= 1f Umor e

T RO e

mais pour k>j+ 1 cest-a-dire k—1>j, nous avons, par suite de ’hypothése de

récurrence:
k—1

Z (_l)k—r»l n;_l(fr)(j)fk—l-rzo
r=1
d’ou (4.7.9) pour j+ L.
De (4.7.8) et (4.7.9) nous déduisons (4.7.5) et (4.7.7).
Pour prouver (4.7.6), il suffit de prouver:

(4.7.10) ;11—‘ i (—1y"-r E:n(fr)(j) =y

11 est facile de vérifier que (4.7.10) est vrai pour m=1,2.
Supposons alors que (4.7.10) est vrai jusqu’a 'ordre m. D’aprés (4.7.9), nous
avons pour j=m et k=m+1

m+1

Zl (_1)m+1—r [::n+1(fr)(m)fm+1_r=0-

En dérivant cette égalité, nous obtenons:

m+1

Zl (=1t 1—r [::M 1(fr)(m+ 1)fm+ 1—r

S (P P ()™ m L) T =0,
D’ou

m+1

X (1 G (e
= 1) Y (1P G

Mais d’apres hypothese de récurrence, le deuxieme membre de cette égalité
est égal & (m+D(fy"**; (4.7.10) est donc démontré,

Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour avoir la formule
de It6 (4.7.3) pour une fonction f de # (R), quans X appartient a &"(L,(P)).
Pour la démonstration, nous utilisons la formule de Taylor (2.2.3). Rappelons
que la proposition 4.5 donne la formule de Itd pour f polynéme de degré
inférieur ou égal a m.

4.8. Théoréme. Soit X appartenant a &™(L ,(P)).
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Nous supposons de plus que, pour tout A de s, il existe une suite de
partitions (A}) j=1...j,)men de A, de plus en plus fines vérifiant:

1) Ajest
i) lim Sup {|Aj]j=1...j4} =0
i) VIc{l...d}

i)

1
Zl | X atr, a) = X, apl™™
J=

lim =(),
n 0

Alors pour toute fonction f de A, (R), fo X appartient d =VQI(LP(P)) et vérifie
(4.7.3) (Pégalité ayant liew dans L,(P)).
V0101 d’abord un lemme qui donne une autre définition des mesures u" (r
...

4.9. Lemme. Soient X appartenant a S™(L,(P)), et f appartenant @ €°(R), 4
appartenant a o/ et {A},j=1...j)},n une suite de partitions de plus en plus
fines de A, et vérifiant 4.81) et ii).

Alors pour tout r=1...m, nous avons:

i)

49.1) lm|u”(1, foX)= Y f(Xy0 up) A X| =
j=1 r

n

0

et en particulier

i)
(492) lim|u”(AxQ)— ) A% X

Jj=1

=0.
P

Démonstration. La formule de Taylor (2.2.3) donne pour A=]s, t] et f(x)=x*
k
4,X0= 3 X agx
r=1
d’ou 'on déduit
A([;’)X= Z (__1)r—k EI:X;—kAAXk.
k=1

Par suite, en posant s}=a(f A}

Jn) ' Jm . .

LI XA X= Z (=1 [Z fX g XigF Ay X ]

Pour k,r et n fixés, nous pouvons définir un processus prévisible #" par:

J(m

Z X)X+,

La suite (h"),5, est dominée par [ fll,,(1 v (X*)""%) qui appartient & #"~ k()
et converge simplement vers h=f(X)X"~*1, le résultat découle alors du fait
que #™~*(#) est inclus dans £, (u¥, L,(P)) et de 4.5.1).



Semi-martingales indexées par une partie de R et formule de Ito 433

Démonstration du théoréme 4.8. Soient Ae.of et {(A7)j=1...j(n)}, la suite de
partitions associée a A et soit s?——:oc(ﬁ, A%). D’apres (2.2.3), on a pour fe 4, (R):

jmy

48.1) 4,f(X)= Z A 4 F(X)

mo1 i i)
; - ( ;f<r)(Xs?)A§§lX> +j;R(f, A%, m).
Supposons d’abord que f appartienne & €7, ;(R).

Draprés le lemme 4.9, nous avons, pour r élément de {1...m}:

Jn)

2 SOX ) AG X =i (f(X)- 1)

j=1

=0

lim
n P

Jj(n)
Pégalite (4.8.1) implique alors que R,= Y. R(f, Ajj,m) converge vers une limite

j=1
dans L,(P); il suffit donc de montrer que lim R, ll,=0, pour obtenir (4.7.3).

Mais pour une fonction f de €2, | (R), 11 existe une constante C telle que

IR(f, A, |<CZ|X ((L, AD)— X (sp™**

et I'hypothése iii) implique que lim IR, Il ,=0.

Si maintenant fe#,,(R), il existe une suite (f,), de €2, (R) pour laquelle
la suite (f,Vo X), converge simplement vers f®o X en étant dominée dans
H"(P) (ref{l...m}).

Il suffit alors d’¢crire la formule de It6 pour chaque f, et de passer 4 la
limite pour obtenir la formule pour f.

4,10. Remarques. La condition iii) est suffisante, mais non nécessaire; prenons
par exemple d=2 et X,=t't* pour t€]0, 1], si on considére la suite de
partition (4} ) k=0,...,2"" " j=0,...,n—1, neN*) telle que A4 ;
=\(k/2", j/n), ((k+ 1)/2", (]+ 1)/n) la condltlon iii) n’est pas satisfaite pour I ={2}
et m=2 et pourtant X, est une semi-martingale telle que pu® =0 si k=3.
Sid=1, iii) est satisfaite.
Nous donnons maintenant quelques corollaires des théoremes 4.7 et 4.8.

4.11. Corollaire. Soit X appartenant a F>(Lo(P), alors Thypothése (4.7.1) est
équivalente a lassertion suivante:

4.11.1) Vfe¥b,(R) foX définit une Ly(P)-mesure stochastique satisfaisant a
(4.7.3).

Démonstration. 11 suffit de montrer que (4.11.1) implique (4.7.1) et ceci résulte
de la comparaison de (4.7.3) appliquée a f(x)=x* et de (4.5.2) pour k quand
k>m.

4.12. Corollaire. Soit X borné appartenant a &*°(L(P)) et vérifiant (4.7.1).
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Alors V€%, (R) fo X appartient a > (L,(P)) et vérifie (4.7.3), (4.7.4), (4.7.5),
(4.7.6) et (4.7.7).

Démonstration. Les parties A, B et D restent valables pour p et suffisent dans ce
cas.

4.13. Corollaire. Soit X appartenant 4 &"(L,(P)) et satisfaisant aux hypotheéses
du théoréme 4.8.

Alors 1) X appartient ¢ £ (Lo(P)) et vérifie (4.7.1).

ii) VfeBL(R) fo X appartient d £°(L,(P)) et vérifie (4.7.1).

Démonstration, Si X appartient a S™(L,(P)), X appartient ¢cgalement a
(Lo (P)).

Si | X| est borné, il est évident que (4.7.3) s’étend aux fonctions de %,(R) et
en particulier aux fonctions de la forme f(x)=x* kelN* d’ou on déduit que X
appartient a $>(Ly(P)) et vérifie (4.11.1) et donc aussi (4.7.1) d’aprés 4.11.

On passe au cas général (en utilisant 3.8 ¢t 3.9) par la méthode utilisée dans
la partie C de la démonstration du théoréme 4.7.

ii) est immédiat, car pour toute fonction de €°(IR) f* appartient également
a #2(R). On vérifie facilement que (4.7.1) est satisfait.

4.14. Corollaire. Soit X appartenant a S"(L,(P)) et satisfaisant aux hypotheses
de 4 8. On suppose de plus que les processus de H®(P) sont intégrables pour i,
k=1...m, alors X appartient a &, (L,(P)) et vérifie (4.7.1).

Démonstration. La formule de 1t6 (4.7.3) s’étend alors & f(x)=x* (keIN) et on en
déduit (4.7.1) a l'aide de (4.5.1).

Elle sé¢tend également a toute fonction [ de ¥%,(R) telle que
f™o Xe#™(P), il est alors facile de voir que foX est une L,(P)-semi-
martingale d’ordre infini vérifiant également (4.7.1).

Nous terminerons ce paragraphe par deux remarques.

(4.15) Soit /" Popérateur défini sur %, (IR) par:
. 1
o f )= P A

En utilisant la définition de u™ (r=1...m), la formule de It6 peut s'écrire en
utilisant uniquement g (r=1...m):

A4l 0= 3 11001,

(4.16) Si k=1 lapplication: A—»>A% X n’est pas additive; considérons cepen-

dant les applications y"*(1<r<k<m) de & dans L,(P) qui & h=) o1,
associent: i=1

lpr k(h)_ Z 1 oz((]) A))k_ lFlAE«QX

i=1
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Si les fonctions y"* (1<r<k<m) satisfont a (3.1.2) et (3.1.3), il est possible de
prouver lexistence des mesures stochastiques u* (k=1...m) et des mesures
stochastiques u® (k=1...m).

5. Exemples

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques exemples de processus apparte-
nant a (L, (P)) ainsi que des exemples de processus vérifiant (4.7.1).

Pour tout ce qui suit, nous supposons que d=2 et T=1]0, 1]. Nous suppo-
sons également P'existence d’une famille (£),.r de soustribus de & vérifiant les
conditions habituelles.

Pour A=]s,t], nous prenons ¥,=%,, par suite de cette définition un
processus X =(X,), 7, & trajectoires continues, appartiennent a J,.

Nous ne considérons que des €léments de J, qui sont nuls sur les axes.

Pour la définition et les propriétés des différentes notions de martingales,
nous nous référons a Cairoli et Walsh [5].

Rappelons cependant quelques notations et propriétés utilisées ici.

5.1. Notations

(5.1.1) La notations sLt pour s et t éléments de T, signific s et ¢ non
comparables.
Nous notons T le sous-ensemble de T? constitué des couples (s,1)
d’¢léments non comparables, et nous notons y la fonction indicatrice de T,
Pour s et t ¢léments de T, nous notons sv ¢ I'élément de T de composantes
(' VIE)_q,,-

(5.1.2) Nous introduisons les familles suivantes de sous-tribus de %,

Fr=N Fu, ot FE=V Z,
v

u, 12
u

5.2. Propriétés et hypothéses

Nous supposons que 'hypothése »F,« est satisfaite; cette hypothése est la
suivante:

F,: VteT #' et ZZsontindépendantes sachant Z,.

Cette hypothése est automatigquement satisfaite dans les deux cas suivants:

(5.2.1) X est un processus tel que pour toute famille (A4,),=1...n d’¢léments
disjoints de .7, les variables aléatoires (4, X);_, , sont indépendantes et %,
=0(X,,sZ1).

..n

(522) (Zugo.1) €t (FPueqo,1) sont deux familles de sous-tribus de
indépendantes, et &, =%} v #2.

%,

L}
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(5.2.3) Propriété. Soit X un processus tel que (X, o)cr0.17 SOit une martingale
relativement d la famzlle (Zn Dueto. 11 €t (X o, 0yvefo, 17 SOIt une martingale relative-
ment a la famille (7§ ) 0,17 Alors, sous F,, les deux assertions suivantes sont
équivalentes:

1) X est une martingale

il) X est une 1-martingale et une 2-martingale.

(5.2.4) Propriété. Soit X une martingale de carré intégrable.
Alors il existe un processus croissant noté [X] tel que X*>—[X] soit une
martingale faible.

(5.2.5) Propriété. Soit X une martingale forte de carré intégrable.

Nais supposons que P'une des conditions suivantes est satisfaite:

1) (Z,),.r est engendrée par le drap brownien

ii) X est continue et E(X})< + co.
Alors, il existe un processus croissant prévisible unique, noté {(X> tel que X?
— <X soit une martingale.

5.3. Cas d’'un processus dont les trajectoires sont de classe C,

Soit X un tel processus, il est évident que pour tout entier k, X* définit une
L, (P)-mesure stochastique, en conséquence X appartient & (L, (P)).
D’autre part, pour k=2 nous avons:

k[ XUdX,+kt—1) [ x-29%

0X
——(8)==(s) ds.
0. 10,11 st os?

De cette €galité, nous déduisons:

86X 0X
2) — —(5) ——=
OB =2 b, =5(5) 55 () ds

u®=0 pour k>2.

54. Cas des martingales et des martingales fortes

(5.4.1) Lemme. Toute martingale de carré intégrable définit une L,(P)-mesure
stochastique.

Démonstration. Soit X une martingale de carré intégrable et soit # un élément

¥

de &; h peut se mettre sous la forme Z o1y, (€%, AinAj:(Z) 81 i=j)).

i=1
Alors pX(h)= Z oA, X et

i=1

WEBI3= Y E@ 4, [X)=E(h2d[X])).

i=1
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D’ou on déduit (3.1.2) et (3.1.3).
Il résulte de ce lemme que toute martingale de carré intégrable, continue,
appartient & (L, (P)).

(5.42) Lemme. Soit X une martingale forte continue telle que E(X})< + co.
Alors X et X? définissent des L,(P)-mesures stochastiques.

Démonstration. Notons que, par suite des hypothéses, X et X?~<{X) sont des
martingales de carré intégrable ((X) est de carré intégrable).

Le lemme (5.4.1) implique alors que X et X*—(X) définissent des L,(P)-
mesure stochastique; d’ou le lemme.

5.5. Semi-martingales représentables

Considérons d’abord le cas particulier du drap brownien (Q, % P, f). Il est
possible, en utilisant les propriétés de 4,f, de montrer directement que f
appartient & &%*(L,(P)) et satisfait aux hypothéses du théoréme 4.8, puis de
prouver que f§ appartient & #°(L,(P)) et vérifie: y® =0 si k=5.

En examinant le cas des semi-martingales représentables et en utilisant la
formule de Itd donnée par Wong et Zakai [11], nous allons retrouver en
particulier ce dernier résultat et de plus donner des expressions de p®, k
=1...4 sous forme de semi-martingales représentables.

Les intégrales qui suivent sont définies dans [7] et [11].

(5.5.1) D¢éfinition. Une semi-martingale représentable est un processus X tel

que:
X,= | o(s)df,+ | ¥ v)dp,dp,
10,1 10,1

+ | fovydudf,+ | g v)dp,dv+ | 0(s)ds
10,12 10,

10,2

ol i) ¢ et 8 sont des processus prévisibles tels que:

Suple(t)] et Supl|8(t)] sont finis P ps.
teT teT
ii) ¥, f et g appartiennent & ’ensemble des processus mesurables h indexés
par T? et vérifiant
h(u, v)="(u, v) h(u, v)

h(u,v) est &, ,~mesurable

Sup |h{u, v)| < + 0 P p.s.

u,veT
iii) les intégrales appartiennent a L,(P) pour chaque ¢.

5.5.2. Lemme. Une semi-martingale représentable X définit une L (P)-mesure
stochastique.

Démonstration. Supposons que ¢ et § appartiennent & L,(TxQ,B(T)® %, A
® P) et que ¥, f et g appartiennent & L,(T*x % B(T*)® % A® A® P). Soit Y,
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= | o(s)dB,, Y est dans ce cas une martingale forte de carré intégrable et
J0.:1
drapres 5.4.1.,, Y définit une L, (P)-mesure stochastique.

De plus, nous avons pour tout h élément de #(2)

()= i h(s)a(s)dB, et |u ()] =holl,.

Soit Z,= | 6(s)ds, Z définit une L,(P)-mesure stochastique et pour tout h
10,
élément de #(2) nous avons:

pr=[h(s)0(s)ds et |lu®(h)|,=< A0,

Soit U= | y(u,v)dB,df, U est unc martingale de carré intégrable et
10,12
d’aprés (5.4.1), U définit une L,(P)-mesure stochastique.

De plus, en utilisant les propriétés de f et la propriété suivante:
VAesl, YBeof telsque AxBcsT?
| dp,dp,=4,BA5p

Ax B

il est facile de vérifier ([3]) que pour tout processus & élément de () on a:

u(h)= 7!"2 h(uv o)y (u, v)dp,dp,
et
6”@l =E(TJ"2 7, 0) (h(u v ) ¥ (u, v)* dudv).

Soient maintenant les processus Vet Wtels que:
Vi= [ fluv)dudp,
10,412

W= | guv)dp,dv.

10,12

Les deux cas étant similaires, nous examinerons seulement le cas de V.
Nous remarquons d’abord que pour tout élément i de & nous avons:

V' (h)= | h(uv ) f(u,v)dudp,
T2

d’ou
HHV(h)llzéE(sz(h(u v v) f(u, v))* dudv).

Cette inégalité implique que (3.1.2) et (3.1.3) sont satisfaites. En conséquence, V
définit une L,(P)-mesure stochastique.

Les processus Y, Z, U, Vet W définissant des L,(P)-mesures stochastiques,
définissent également des L,(P)-mesures stochastiques.

Le passage au cas général se fait en utilisant 3.8 et 3.9.
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(5.5.3) Lemme. Toute semi-martingale représentable appartient a F2(Ly(P)) et
satisfait aux hypothéses du théoréme 4.7 pour m=4.

Démonstration. Nous utilisons [a formule de 1t6 donnée par Wong et Zakai
[11], pour une fonction f de €, (R).

En regroupant difffemment les termes, cette formule se met sous la forme
suivante:

4
1 —
(554) f(X)-f(Xy)= Zl 7 Bof ]f"’(Xs)dXﬁ"-

Notons d’abord que X"'=X, avant de donner les expressions de X pour r
=2,3,4, nous introduisons les processus C, D, C et D suivants:

C(, u):a(v)+ﬂof]]y(u, ) (u, v)dﬁu—i—]] § ]]y(u, v) f (u, v)du.

D(t, v)= 9(”)4‘]]05 . y(u,v)g(u,v)dp,

Ct,wy=cw)+ | yw,o)¥wv)df,+ | y(u v)gu,v)do
10,3 lo,:1

D(t, u):@(u)+]] | ]] Y, v) f(u, v)dp,.

Dans les expressions qui suivent C et D ont les arguments (uv v,v), C et D les
arguments (uv v, u), ¥, f et g les arguments (u, v).

X®= | (cw)*du+2 | CCdp,dp,
10.:1 10,12
+2 | (CD+yC)adp,dv
T0,:
+2 | (CD+yC)dudp,
10,:1
+2 | y@,v)(DD+gC+ fCH+Ly?) dudy
10,2
X»=3 [ C(C)*dudp,
10,602
+3 | CcC?dp,dv
10,2
+6 | yuv)(CCY+3D(CP+1DC?dudy
10.:12
X®=6 [ y(u,v)(CC)?dudv.

10,2

Les processus X®, k=1...4 ne sont pas des semi-martingales représentables au
sens de (5.5.1); cependant il est facile de voir que, pour toute fonction f
vérifiant (5.5.1)ii), le processus Y tel que Y,= | f(uv)dudv définit une
0,112
L, (P))-mesure stochastique. o
En conséquence, les processus X®, k=1...4 définissent des L,(P)-mesures
stochastiques; par suite de (5.5.4) fo X définit une L,(P))-mesure stochastique,
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pour toute fonction f de %, (IR), en particulier pour f(x)=x", nous en déduisons
que X appartient & £ °(L,(P)). En comparant la formule (5.5.4) pour f(x)=
(keIN*) et la formule (4.5. 1) (ke]N*) on vérifie que les mesures stochast1ques
définies par les processus X, , 5 , sont précisément les mesures (u®),_{ 5.5 4
et que u®=0 pour k=5.

Draprés la démonstration précédente, nous avons dans le cas particulier du
drap brownien:

pA=t'*+2 [ y(u,v)dp,dp,

1.3
B =3 j y(u, v)dudf,+3 f y(u, v)dB, dv
10,:1
=12 j urv?du=3(t' 1:2)2
J0.:1

B¥=0 pour k=5.

5.6. Mesure-produit

Précisons d’abord ce que nous entendons par mesure-produit.

Soient X =(X)r0,17 € Y=(¥)0,1; deux processus indépendants et Z tel
que Z,=X,: X, pour t=(¢*,¢%). Si Z définit une L »(P)-mesure stochastique,
cette mesure et appelée mesure-produit.

La famille (#,),.; de sous-tribu de # est ici définie par:

=¢(X,,ugt)va(¥,v<t?).

Dans ce qui suit, nous nous restreignons au cas ou X et Y sont deux martin-
gales continues de carré intégrable, le cas ou X et Y sont deux semi-martin-
gales est tout a fait similaire bien que plus long a traiter.

(5.6.1) Propriété. Soient X et Y deux martingales, indexées par [0,1], de carré
intégrables, continues, indépendantes, soit Z tel que Z,=X,. Y., (te[0, 1]?).

Alors Z appartient & &°(L,(P)) et satisfait aux hypothéses du théoréme 4.7
pour m=4.

La démonstration se fera a l'aide de trois lemmes (les idées directrices sont
les m&mes que dans le cas des semi-martingales représentables).

Avant de les démontrer, rappelons qu'une martingale de carré intégrable X
=(X 0. 1; €5t en particulier un élement de %*(L,(P)) tel que

PP(AxF)=1;4,{X> et u®=0 sik23.
(5.6.2) Lemme. Soient X et Y deux processus croissants indexés par R, de

carré intégrable et indépendants.
Alors, pour tout processus h=(h,),.;, nous avons:

E[(jh(u, v)dX,dY) 1< | (hu,v)*X,Y,dX,dY,dP.

TxQ
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(5.6.3) Lemme. Soit Z satisfaisant aux hypothéses de la propriété (5.6.1) et soit

r
h=73 o1, p un élément de .
i=1

1=

Alors = | h*(u,v)d<{X>,d{Y),dP.

TxQ

r 2
Youlp A, Z
i 2

i=1

Démonstration. Afin dalléger Pécriture, nous introduisons a, b, c,d; (i=1...r)
tels que:
O‘(Q)’ Al) =(a;, bu)

all, 4)=(c;, d)).
Avec ces notations, nous avons:

AAi Z = (Xc, - Xai) (de B Ybl)

Soit &, I'ensemble des processus prévisibles et bornés de la forme h=) 7,1,
i=1

(Ajesd, A,nA;=0 si i+], y, variable aléatoire 7, , -mesurable et bornée). La

fonction simplement additive u# s’étend a &, de fagon naturelle en posant:

W (21 Vi 1Ai> = '21 VidaZ.
Soit &, Yensemble des éléments de &, de la forme:

h=

i

Mw

o i1y,
1

I

ol A;est, A,nA j=® si i=j, o; est une variable aléatoire bornée et o(X,,u<a,)-
mesurable, f, est une variable aléatoire bornée et o(Y,, v <bh;)-mesurable.

r

Pour h= ) a;8;1,, ¢lément de &,, nous avons
i=1

- E(0f B3 (4,4, 2)")= E(} 7 ((XD., —<XD,) KY 25, = <Y ,)
- pour i%j E(xe (X, —X, )X, —X,))=0

Zu E(B: B;(Ya,— %) (Y, = Y, )=0

‘ol

I ®Iz= [ h*@,v)d{X>,d{Y),dP

Tx2

&, n’est pas un espace vectoriel, cependant si h, et h, sont des €léments de &,,
alors h=h,+h, appartient a &, et 'égalité précédente reste valable pour h (ceci
se prouve par un calcul analogue au précédent). On passe alors au cas de h
¢lement de &; en remarquant que h est limite simple d’une suite bornée (h,),x
d’éléments de I'espace vectoriel engendré par &, et comme & est contenu dans
&, le lemme est démontré.



442 M.-F. Allain

(5.6.4) Lemme. Soient X =(X), 1, une martingale de carré intégrable et Y
=(Y)ic0,, Un processus croissant de carré intégrable. On suppose que les proces-
sus X et Y sont indépendants et que Z,=X 1 Y,.

.

Soit h="3" o;1, ,p, un élément de &.
i=1

Alors

v

Y oulp A, Z

i=

2
<3 | h2(u,v) Y, d<X,dY,dP.
2 Tx2

Démonstration. Elle est analogue & la précédente. En reprenant les mémes
notations, nous obtenons ici:

- E(f (44, 2)) S E(f B7 Y1 (Y, — %) (<X, —<X D)
et pour i#j
- sig;#a; E(yo;4, X4, X)=0
ce qui implique  E(o;o;8;8;4,4,24,,Z)=0
~ si a;=a; on a nécessairement b;+b; alors
E((xifljﬂiﬁjAA,-ZAA,Z)=E(°‘i°‘jﬁiﬁj(Yd,-_ Y,)
X (Y, =%, ) KXD, = <XD0))

d’ol on en déduit que:

E(Z a0 B B; Ay, ZAA, Z)

<2E @h(u, o)l (Elh(u, w)| de) d<X>ude).

Alors en utilisant I'inégalité:
2h(u, )| |h(u, w)l LB (u, )+ h* (4, w)

nous obtenons:

¥

Z o 44,2

i=1

2
<3 [ h%u,v)Y,d{X,dY,dP
2

Tx8

L’inégalité dans le cas général s’obtient en utilisant les mémes arguments que
dans la démonstration du lemme (5.6.3).

(5.6.5) Démonstration de la propriété 5.6.1. Nous remarquons d’abord que,
pour les différents types de processus Z considérés en (5.6.2), (5.6.3) et (5.6.4), il
existe une mesure v sur (T'x Q, B(T)® &) telle que:

IZM)2<v(h®)  heé.
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Cette inégalité implique immédiatement (3.1.2) et (3.1.3); en conséquence, dans
chaque cas, Z définit une L,(P)-mesure stochastique et également une L,(P)-
mesure stochastique. En particulier, le processus Z de la propriété (5.6.1) définit
une L, (P)-mesure stochastique. De plus en utilisant les propriétés des martin-
gales X et Y, nous pouvons écrire pour le processus Z quand k=2:

ZE=1? | (X, Y)}1dX,dY,
10,4

2
o | oxetyirax,ac,
2 10,0

2
wen §oxrvetacn,ay,
2 I0,1

2
+£(k—1)2 [ XE-2YR-2d(X,d(Y,
4 10,11

Ces expressions de Z* (k=2) impliquent que les processus Z* (k=2) définissent
des L, (P)-mesures stochastiques.

En conséquence, Z appartient & % °(L,(P)).

En utilisant (4.5.1) et la définition 4.6, nous obtenons alors:

Z®=2 | Z,dX,dY,+2 | Y,d{(X}dY,
10,73 1o,
+2 [ X,dX,d{Y),+ [ d{X),d{Y,
10.4a 10,1
253):3 s Xvaqud<Y>u
10,
+3 | X, Y2d<X),dY,
10,1
+6 | X,Y,d<X),d<Y),
10,120
ZP=6 [ X7Y2d(X),d(Y),
10,1
Z®=0 si k=5.

La propriété (5.6.1) est donc démontrée.

6. Conclusion et commentaires

L’utilisation des puissances de X permet de donner une formule de It6 relative-
ment simple & écrire et ne comportant que des termes de méme type.

Pour cette rédaction, nous nous sommes restreints au cas des semi-
martingales continues, mais la définition 4.1 et certaines propriétés (4.5, 4.6 et
4.9) peuvent s’¢tendre aux processus cad lag & condition de remplacer X par
X et X* par X* quand ils apparaissent dans I'intégrande.
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