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1. Introduction 

Si X=(Xt)t~F. + est une semi-martingale ~ trajectoires continues, nous savons 
que f (X)  est 6galement use semi-martingale ~t trajectoires continues, pour toute 
fonction f deux fois continuement d6rivable. 

De plus, la formule de It6 permet de donner une repr6sentation de f (X)  
sous forme de somme d'int6grales stochastiques: 

t t 
1 tt f (X t ) - f (Xo)  = yf '(Xs)dX s +~ ~f  (Xs)d (X)~. 

0 0 

Pour les semi-martingales repr6sentables X=(Xt)t~r~+, nous retrouvons une 
situation analogue,/t  condition que f soit quatre fois continuement d6rivable. 

La formule de It6 donn6e par Wong et Zakai [-11] n6cessite alors l'intro- 
duction de nouveaux types d'int6grales stochastiques. 

Dans ces deux cas, les diff6rentes inthgrales stochastiques intervenant dans 
l'6criture de la formule de It6 peuvent s 'exprimer/t l'aide d'inthgrales stochasti- 
ques par rapport aux puissances de X (X et X 2 dans le premier cas; X, X 2, 
X 3, X 4 dans le second cas). 

La d6finition 4-1 des Lp(P)-semi-martingales d'ordre m, indexhes par une 
partie de IR d, tient compte de cette remarque et g6nhralise la notion de semi- 
martingale. 

La proposition 4.5 (consequence directe de la dhfinition 4.1) donne la 
formule de It6, pour les polyn6mes de degr6 infhrieur ou 6gal ~t m, quand X est 
une Lp(P)-semi-martingale d'ordre m, continue. 

Pour X, Lo(P)-semi-martingale d'ordre infini, continue et v4rifiant 4.7.1 
(cette condition est satisfaite pour toutes les semi-martingales continues 
index6es par IR+) nous 6tablissons une formule de It6 en utilisant les 
propri6t6s des puissances de X (th6or6me 4.7). 

Les paragraphes 2 et 3 concernent les notations, dhfinitions et hypothhses de 
base, ainsi qu'un rappel sur les mesures stochastiques I-9] le paragraphe 4 est 
consacr6 aux semi-martingales et / t  la formule de It6. 

Le paragraphe 5 donne quelques exemples. 
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2. Preliminaires 

2.I. Notations 

Un 616ment de IRa est d6fini par ses composantes t ~, ic{1 . . . .  ,d}; nous 
consid6rons sur IRa la relation d'ordre not6e < et d6finie par: 

s < t  r s i< t  i gie{1, . . . ,d}.  

Nous 6crivons s < t  si Si<t  i pour tout i de {1 . . . .  ,d}. Nous d6signons par ]]s,t]] 
l'ensemble des 616ments u de IR a v6rifiant: s < u < t. 

Nous consid6rons par la suite un rectangle T=~a ,  b]], T d6signera le ferm6: 
[[a,b~={u: a < u < b } .  Nous notons ag l'ensemble des parties de T de la forme 
]]s,t]] (a<s,  t<b).  

Pour A=]ls, t]l, nous d6finissons IAI par: 

IAI= Sup Iti--sil. 
i =  1 . . . d  

La mesure de Lebesgue sur T sera not6e 2. 
Soit (Y2,@,P) un espace probabilis6 muni d'une famille (NA)A~ de sous- 

tribus de ~ v6rifiant: 

A~_B ~ ~ B ~ A .  

Un ensemble de la forme A x F ( A ~ d ,  Fff~A)  est  appel6 rectangle pr6visible, 
l'ensemble des rectangles pr6visibles est not6 N, l'alg6bre engendr6e par N est 
not6e N'. 

Nous appelons tribu pr6visible, la tribu ~a sur Tx  ~2 engendr6e par N. Un 
processus h =(h,),~ r e s t  pr6visible si et seulement si l 'application h: 

T x  f2~iR 

(t, co),,*h(t, co) 

est N-mesurable, IR 6tant muni de sa tribu bor61ienne. 
Nous notons 2tfb(N ) l'espace vectoriel des processus pr6visibles born6s et 

le sous-espace de ~ ( ~ )  constitu6 des processus pr6visibles simples, c'est-/t-dire 
des processus pr6visibles de la forme: 

h =  ~ cqlA,• ~, r eN* ,  O:iE]R. , A i •  
i = 1  

Soit X=(Xt)~T un processus sur (f2,~,~, P), nous notons Yt x la tribu engendr6e 
par (Xs)s~ t et nous d4signons par Jc l'ensemble des processus X ~t valeurs 
r6elles v6rifiant: 

- les trajectoires de X sont continues. 

- ~tx___N~t.b~ pour tout t 614ment de T. 



Semi-martingales index6es par une partie de Rd et formule de Ito 423 

Pour X 616merit de J~ nous pouvons d6finir un processus X* par: X* =sup  ]Xs[; 
s<=t 

(le processus X* appartient ~t Jc). Notons que pour tout processus X=(X,)t~ e 
appartenant / t  Jc, le processus (X,)t~ rest  un processus pr6visible. 

Nous introduisons les espaces suivants de fonctions de IU darts IR: 

cgm(lR" ) = {f: m fois continuement diff6rentiable} 

cgb (IR') = {f: continue et born6e} 

cg~ (IR")= {f: t" fois continuement diff6rentiable, f et ses d&iv6es 
partielles jusqu'& l'ordre r sont born6es}. 

Nous introduisons 6galement l'espace suivant de fonctions de I (  dans IR. 

2((m(lR)={f: m fois continuement diff6rentiable et la d&iv6e d'ordre m est 
born6e}. 

Pour une fonction f de cg,,(IR) nous noterons f(r) la deriv& d'ordre r 
(re { 1... m}) et fk  la fonction telle que fk(x) = (f(x)) k. 

Enfin, si f appartient ~ Lp(P) = Lp(f2, ~, P), nous d6finissons ]1 f 11 p par: 

[[gV(lflP)] ~/p l < p <  +oe  
Ilf/Ip=~ gP(If[ p) si 0 < p ~ l  

( gP(IflA 1) si p = 0  

II �9 II~ est une quasi-norme (une norme si p > l )  d6finissant la topologie usuelle 
de Lp(P ). (Pour p=0 ,  il s'agit de la topologie de la convergence en probabilit6). 

2.2. Formule de Taylor 

(2.2.1) Notations. Soit A=]ls, t~ un 616ment de d et soit I une partie de 
{1, ..., d}, nous notons e x l'616ment de { -  1, + 1} d6fini par: 

d = ( _ l ) a  . . . .  dI. 

Nous notons c~(I, A) l'616ment de ~Cd6fini par: 

{t ~ si ieI 
(~(I, A))i= 

s i si i(H. 

Pour A=]]s, t]], nous avons toujours ~({1, ..., d}, A)=t et e(0,A)=s.  Dans le 
cas particulier off d=2 ,  nous avons a({1}, A)=( t  1, s 2) et a({2}, A)=(s 1, t2). 

Soit maintenant F une fonction de cga(lRa), en utilisant les notations 2.2.1 
nous pouvons &rire pour A 616ment de .~: 

J F  
~A tsl . . .  ~sa ).(ds)= ~ ~I[F(c~(I, A))-F(e(O, A))]. 

I:70 

Le membre de droite de cette 6galit6 est d6fini si nous rempla~ons F par une 
fonction quelconque d6finie sur IRe et en particulier si nous rempla~ons F par 
un processus X -- (Xt)t~ r. 
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(2.2.2) Dffinitions. Pour tout processus X=(Xt),~zv nous dhfinissons A A X par: 

AAX= Z C'I(Xot(I,A)--Xoc(O,A) ) 

et plus g6n6ralement pour k appartenant h N* 

A(~ ) x =  2 F'I(XoffI, A)-- Xa(o,A) )k" 

Notons que A ~ ) X = A A  X et que A ~ ) X = ( X t - X s )  2 quand d =  1 et A=]s ,  t]. 

(2.2.3) Proposition. Soient X appartenant fi Jc, f appartenant d Cgm(lR ) et A 
= ~s, t]]. Alors 

AAf (X)  = ~ 1 f(k)tX ~A(k)X + k = l ~ . J  , ,, A R ( f A ,  m) 

avec 

R ( f  A, m)= ~ C,I(xa(I,A)--Xs) m 
1:#0 

1 ( 1 IA) m 1 
�9 ~ - ( f ( " ) ( X ~  + u (X~(I,  A) - -  X~))  

o ( m -  1)! 
- f(m)(xs))du. 

DOmonstration. La formule de Taylor appliqu6e h f donne" 

f (X~(LA))-- f (Xs)=k~= I ~. f(k)(Xs)(X~(LA)-- Xs) k 

~_(Xo~(i,A)__Xs)mi ( 1  - -  U ) m - -  1 
o ( m - l ) !  (f(m)(Xs+u(X~a'A)-Xs)) 

-f(")(X~))du. 

I1 suffit alors d'utiliser les d6finitions (2.2.2) pour achever la d6monstration. 

3. Mesure stochastique et int6grale Stoehastique 

3.1. DOfinition. On appelle Lp(P)-mesure stochastique une application simple- 
ment additive #, d6finie sur N', ~ valeurs dans Lp(P) et v6rifiant: 

(3.1.1) # ( A x F ) = I  F /~(AxF) V A •  
(3.1.2) /1(~') est une pattie born6e de Lv(P ) 
(3.1.3) lira ]I#(R,)]lv=0 pour toute suite d6croissante (R,),~ d'616ments de 

telte que ~ R ,=0 .  
n 

I1 r6sulte de cette d6finition, qu'une mesure stochastique # se prolonge en 
une fonction de ~ dans Lv(P), a-additive pour la topologie usuelle de Lp(P) 
[9]. Ce prolongement sera 6galement not6 #. 

A tout processus X=(X,),~ T nous pouvons associer une application #x 
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v6rifiant (3.1.1) en posant: 

# X ( A x F ) = l  F AaX V A x F ~ N  

#x ainsi d6finie s'6tend en une application simplement additive d6finie sur g (et 
donc sur ~ ')  en posant: 

(3.2) # X ( h ) = ~  c~ilF AA X Vheg, h= ~ Cr215 ' 
i = 1  i = 1  

De plus, si X~ appartient ~ Lp(P) pour tout t, alors #x(g)__q Lp(P). 

3.3. Ddfinition. Soit X un prooessus, si #x est une Lp(P)-mesure stochastique, 
nous dirons que le processus X d6finit une Lp(P)-mesure stochastique. 

3.4. Proposition. Soit X =(Xt)t~ ~. 
X d~finit une Lp(P)-mesure stochastique si et seulement si #x vdrifie (3.1.2) et 

(3.1.3). 

Si # est une Lp(P)-mesure stochastique, le th~or6me C.3 de [9] permet de 
d6finir l'int6grale stochastique par rapport/ t  #, des processus de ~ ( ~ ) .  

Voici une version de ce th6or~me. 

3.5. Th6or~me. Soit # une Lp(P)-mesure stochastique. 
II existe alors une application unique, notde dgalement #, ddfinie sur 2/fb(~), dt 

valeurs dans Lp(P) et qui satisfait aux conditions suivantes : 

(3.5.1) Pour tout r 

h= ~ el 1A, • he#  
i = l  

r 

~(h) = ~ ~, #(A, • ~). 
i = 1  

(3.5.2) Pour toute suite (h,),~ de ~%s uniformOment bornde, convergeant 
simplement vers un processus h, la suite (#(h,)),~ converge vers #(h) dans Le(P ). 

(3.5.3) Pour tout h de ~ ( ~ ) ,  l'application de ~ dans Lp(P) qui a D #l#ment de 
assoeie #(ll)h) est une Lp(P)-mesure stochastique. 

Par une m+thode standard [4], nous pouvons 6tendre le domaine de 
d6finition de l'int6grale stochastique par rapport A #, fi une classe de processus 
pr6visibles not6e s (Les processus pr6visibles h tels que sup Jh(t)] 
soit ~-mesurable et fini P.p.s appartiennant ~t oL~~ (#, Lo(P)) ). ter 

Si h appartient ~t 5~j(#,Lv(P)), nous dirons que h est #-int6grable et nous 
utiliserons parfois la notation ~ h dX  au lieu de #X(h). 

Les propri6t6s de l'extension sont donnhes par le thhor6me suivant qui 
g6n6ralise le thhor6me 3.5. 

3.6. Th6or6me. Soit # une Lp(P)-mesure stochastique. 
I1 existe alors une application unique, notOe dgalement #, dOfinie sur 

~L, al (#, Lp(P)), d valeurs dans Lp(P), v~rifiant (3.5.1) et 
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(3.6.1) Pour toute suite (h,,),~ d'dlOments de ~~ qui converge simple- 
ment vers h, en &ant dominde par un ~l~ment de ~I(#,Lv(P)), la limite h 
appartient d 5f 1(#, Lp(P)) et la suite (#(h,)),~ converge vers #(h) dans Lv(P). 

(3.6.2) Pour tout h de 5FI(#,Lv(P)), l'application de ~ dans Lp(P) qui gt D 
~lOment de ~ associe #(1D h) est une Lp(P)-mesure stochastique. 

3.7. Exemples. Soient T=]10, 1]] _~Nd, (f2, ~,  P,(Xt)t~f) un drap brownien et f#~s.t~ 
= ~(X., u<s). 

Alors pour tout h de #, []#X(h)][22=E(Sh22(ds))" 
I1 est alors facile de vhrifier que #x est une Lz(P)-mesure stochastique et 

que 
o~c-C:fl(#X , L2(P))= L2(T x f2, ~, 2|  

Nous donnons maintenant quelques propri&es des Lo(P)-mesures stochasti- 
ques qui nous seront utiles au paragraphe suivant. 

3.8. Proposition. Soit # une Lo(P)-mesure stochastique et soit Q une probabiIit~ 
sur (f2, ~ )  absolument continue par rapport d P. 

Alors # est une Lo(Q)-mesure stochastique. 

Ddmonstration. I1 suffit de vdrifier (3.1.2) et (3.1.3) pour p = 0  et Q, mais ceci 
r6sulte imm6diatement de l'absolue continuit6 de Q par rapport/ t  P. 

3.9. Proposition. Soit (P,),~N une suite de probabilit~s sur (f2, ~ )  et 

P = ~ a , P ,  off a,>O et ~ a , = l .  
n n 

Soit # une fonction simplement additive dSfinie sur ~ '  telle que pour chaque n, # 
soit une Lo(P,)-mesure stochastique. Alors # est une Lo(P)-mesure stochastique. 

DSmonstration. I1 suffit de v6rifier (3.1.2) et (3.1.3) pour p = 0  et P. Notons que 
dans le cas p=0 ,  (3.1.2) est 6quivalent ~: 

(3.9.1) Pour toute suite (2,),~ N de hombres r6els positifs qui tend vers z6ro et 
pour toute suite (h,),~ d'616ments de ~ '  

lim 112, #(h,)l] o = 0. 
ii 

La propri6t6 (3.9.1) est satisfaite pour chaque P,, en utilisant la d6finition de P 
et le thdor6me de la convergence domin6e pour les s6ries, on montre que (3.9.1) 
est satisfaite pour P. 

D6montrons maintenant (3.1.3). 
Pour toute suite d6croissante (Rk)k~S d'dl6ments de N telle que: 

~Rk=O , on a limEP'([#(Rk)] A 1)=0. 
k k 

Les m4mes arguments que pr6c4demment permettent alors d'affirmer que: 

lim EP(]p(Rk)[/x 1)=0. 
D'ofi (3.1.3). k 
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4. Semi-Martingales 

Soient d =  1 et X une semi-martingale au sens ordinaire, on sait alors que X 
d6finit une L0(P)-mesure stochastique. (Nous avons 6galement la r6ciproque 
d'apr6s le th6or6me de Mokobodzki-Dellacherie). 

Nous savons 6galement que si X est continue et si f est une fonction de 
cg2(lR ), alors fo X est une semi-martingale et la formule de It6 permet d'6crire: 

t t 

f ( X t ) - f ( X o )  = ~f'(Xo) dX~ +�89 ~ f " ( X , ) d ( X ) , .  
0 0 

En particulier, pour tout entier k, X k est une semi-martingale et d6finit une 
Lo(P)-mesure stochastique. Notons /.t k la mesure stochastique d6finie par X k, 
alors pour tout 616ment h de ~b(N), nous avons, d'apr6s la formule de It6" 

k = l  I.d(h)--gX(h) 

V k > 2  pk(h)=kSh~Xk- ldXs+ ~hsXk-2d(X)~. 

D6finissons alors les mesures p(k) par: 

k 

p(~)(h)= ~ ( -  1) k-r Crkp'(hX k-r) 
r = l  

(h~ afb(~), k >  1) 

un calcul rapide montre que p(1)(h) = #1 (h) = pX(h), p(2)(h) = S h~ d (X)~, p(k) _ 0 si 
k=>3. 

D'autre part, l'6tude de la formule de It6 donn6e par Wong et Zakai pour 
les semi-martingales repr6sentables (d =2) [11] montre que les diff6rents termes 
intervenant dans cette formule peuvent s'exprimer ~t raide des mesures stochas- 
tiques d6finies par les puissances de X, de plus dans ce cas #(k)= 0 si k > 5 (cf. 
5-5). 

4.1. Ddfinition. Un processus X appartenant / t  Jc est une Lp(P)-semi-martingale 
d'ordre m (meN*) si: 

(4.1.1) V k = l  . . . .  ,m le processus X k d6finit une Lp(P)-mesure stochastique, 
not6e bt ~. 

(4.1.2) Vk=  1 . . . .  , mle  processus (X*) m-k est #k-int6grable. 

4.2. Notations. 

(4.2.1) 5~]"(Lp(P)) est l'ensemble des 616ments de Jc qui sont des Lp(P)-semi- 
martingales d'ordre m. 

(4.2.2) 5~(Lp(P))= ~ 5~j'(Lp(p)). 
nl 

4.3. Remarques. 

(4.3.1) Quand p =0, la continuit4 des 414ments de dc implique (4.1.2). 



428 M.-F. A11ain 

(4.3.1) Si (X*) m-k est #k-int6grable, alors (1 v(X*) "-k) est: #k int6grable, et 
tout processus pr6visible h tel que le processus h(1 v (X*)m-k) -1 soit born6 est 
#k-int4grable. 

4.4. Notations. Pour leN*, ~ l ( ~ )  dhsigne l'espace vectoriel des processus 
pr6visibles h tels que h(1 v (X*)~) - ~ soit born6, nous d6finissons J4~(N) par: 

~ ( ~ ) =  U ~ ( ~ ) "  

Nous avons 6videmment, ) f " - k ( ~ ) ~ _ ~ l ( # k ,  Lp(P)) quand X appartient fi 
5~m(Lp(P)) et m>  k. 

4,5. Proposition. Soit X appartenane gl 5~m(Lp(P)). I1 existe alors des Lp(P)- 
mesures stochastiques #(k), k = 1, .. . ,  m, telles que : 

k 

(4.5.1) #(k)(h) = ~ (-- 1) k-" ~, #~(hX k-~) (heHb(N)) 
r = l  

k 

(4.5.2) #k(h) = Z ~, #(~)(hXk-~) (he~b(~)) 

Les mesures #(k) k =  1, ..., m sont appeldes : mesures engendrdes par X.  

DOmonstration. Pour r_< k < m nous avons: 

Ix  k-~l <= 1 v (x*)  m-r. 

Cette in6galit6 implique que h X  k-r appartient fi ~f~ . . . .  (2) pour tout h 616ment 
de ~b(~). En cons6quence la formule (4.5.1) a bien un sens et d6finit une 
Lp(P)-mesure stochastique. 

(4.5.2) d6coule de (4.5.1), car les 616ments de ~4fm-r(~) sont #(~)-int6grables 
k 

et • C~ C](- 1) r -~ vaut 1 si k = j  et 0 si k est strictement plus grand que j. 
r=j 

4.6. Ddfinition. Soit X 616ment de 5~'~(Lv(P)), pour k=  1...m les processus X (k) 
sont d6finis par: 

xXlk)=#(k)(]]a, t]] X (2 si t E T  
}k) = 0 si t6~ r -  T. 

Les mesures stochastiques #(k) k=  1, ..., m sont donc d6finies par ces processus 
x(k). 

Le th6or6me qui suit est le principal de cet article. 

4.7. Th6or6me (Formule de It6). Sole X un ~l~ment de 5~~162 tel que 

(4.7.1) 3m~N*: V k > m + l  #(k)--0. 

Alors, pour route fonction f de cd,,(IR), nous avons: 

(4.7.2) fo  X appartient fi 5~~176 
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(4.7.3) La mesure stochastique #fox v&ifie: 

#f~ 1 #("(1of" '  o X ) VDs~ 

et en particulier, nous avons 

~ x =  ;7. S 
r=  1 lls, tll 

De plus, si nous notons (vk)k~ les Lo(P)-mesures stochastiques dgfinies par 
(( foX) k) et (V(k))k~ les Lo(P)-mesures stochastiques engendrdes par f o X ,  ces 
mesures stochastiques v&ifient : 

(4.7.4) 

(4.7.5) 

(4.7.6) 

(4.7.7) 

m 

vk(D)= ~ 1 1 #(,,(1D(fk)(r) ~ X) (De~)  

pour k = l , . . . , m - 1  

1 k 
v ( k ' ( o )  :j~k J~" #(JI (1D r='~l (--1)k-' C~<(f,)<j) 

v(") (D) --- V(m)( lo( f ' )  "~ o X) (De~)  

v(k)=-O pour k >=m+ l 

oX-fk-~oX) (De~) 

Ddmonstration. A, Pour d6montrer (4.7.2), il suffit de prouver que pour route 
fonction f de ~m(N), f o X  d6finit une L0(P)-mesure stochastique. (Car si f 
appartient A ~m(N), f k  appartient A C~m(N ) pour tout entier k). 

Si f est un mon6me, les hypoth6ses faites sur X et les relations entre les 
Lo(P)-mesures stochastiques (#k)k~ q et (#(k))k~ donn6es par la proposition 4.5 
impliquent imm6diatement (4.7.2) et (4.7.3). 

Si maintenant f est un polyn6me, (4.7.2) et (4.7.3) s'obtiennent par lin6arit6. 

B. Nous d6montrons maintenant que f o x  d6finit une Lo(P)-mesure stochasti- 
que satisfaisant A (4.7.3) quand f appartient h C~m(lR ) et [X] born6 par constante 
a .  

I1 existe alors une suite (f,)n~rq de polyn6mes tels que: 

Vr=O, . . . ,m  lim sup l(x)[f~(')(x)-f(r)(x)]=O. 
n x [ - a , a ]  

En cons6quence, pour tout r appartenant A {1 .. . .  ,m}, la suite (fnCr)oX),~q 
converge simplement vers f (r)oX en restant born6e; et pour chaque n, nous 
avons: 

1 
(4.7.3) #f~~ ~ ~ #(r)(lof~ (~)o X) ( D ~ ) .  

En passant A la limite dans le membre de droite de cette 6galit6, nous pouvons 
d6finir une L0(P)-mesure stochastique que nous notons 

1 #(~)(1Df(~ )o X) (DE~') v(D)= ~ ~! 
r = l  
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Mais, pour D = A x F 616ment de ~,  nous avons: 

,uf"~ et lira ][/~f'~ 
n 

En cons6quence v = y o X  e t fo  X satisfait aux propri6t6s voulues. 

C. Nous passons maintenant au cas g6n&al. 
Nous nous ramenons d'abord au cas X born6 par un changement de 

probabilit& 
Soit G, = {co: X~ < n}. La suite (Gn),~ ~ est une suite croissante d'~l~ments de 
et, X ~tant continue, f2 = U G,. 

n 

Soit alors N, tel que P(GN)+ 0; pour n___ N, nous d6finissons une probabilit6 
~,  absolument continue par rapport fi P e n  posant: 

p,~, P(G~Gn) 

D'aprbs 3.8, X appartient /t ~ ( L o ( P n )  ) et d'apr6s B, X 6tant born6 sous P,, 
foX d6finit une Lo(Pn)-mesure stochastique qui satisfait /t (4.7.3) pour toute 
fonction f de cg~(R). 

Soit alors Q =  ~ anP . (an>0, ~ an=l) ,  d'apr6s 3 . 9 f o X  d6finit une Lo(Q)- 
n>=N n>=N 

mesure stochastique, et, Q 6tant 6quivalente/t  P, 3.8 implique que fo X d6finit 
une L0(P)-mesure stochastique. I1 est facile de v&ifier que (4.7.3) est satisfait. 

D. Nous abordons maintenant la d6monstration de (4.7.4), (4.7.5), (4.7.6), 
(4.7.7). 

La formule de It6 (4.7.3), implique imm6diatement (4.7.4). 
Nous utilisons (4.5.1) pour 6crire: 

k 

v(k)(D)= ~ (--1)k--~V~(1Dfk-~oX) (DE~). 
r = l  

En utilisant l'expression de v" donn6e par (4.7.4), nous obtenons: 

'~ 1 
(4.7.8) v(k'(D)= ~ ~/ ; ( ' ) (1  v ~ (--1)k-"C~(fr)(J'ox'fk-"oX). 

j= lJ"  r = l  

Remarquons que v (a) = v ~ = y~ 
Supposons k>  1, nous allons montrer:  

k 

(4.7.9) ~ (--1)k-~(f~)Ci)fk-~=O Vk, Vj: k>j. 
r = l  

Pour cela, nous remarquons d 'abord que pour j = 1 et pour k > 1, nous avons: 

k 

E (-- 1) k-r  ~k( f~) ' f  k-~ 
r = l  



Semi-martingales index6es par une partie de Na et formule de Ito 431 

Supposons que (4.7.9) soit vrai jusqu'5, j en d6rivant cette 6galit6 nous 
obtenons: 

k 

0 = ~ ( -  1) k- '  ~(ff)(J+ 1)fk-r 
r = l  

k - - 1  

+ f '  ~ ( -  1) k-~ [~(ff)(Jlfk-l-"(k--r) 
r = l  

mais pour k>j  + 1 c'est-~-dire k - 1  >j,  nous avons, par suite de l 'hypoth&e de 
r6currence: 

k - - 1  

( _ 1)k-,-1 [~,_1 (ff)(j)fk-1 -~ = 0 
r = l  

d'ofi (4.7.9) pour j + 1. 
De (4.7.8) et (4.7.9) nous d6duisons (4.7.5) et (4.7.7). 
Pour prouver (4.7.6), il suffit de prouver: 

m 

1 r~l ( -  1)"-r [~"(f')(J) f . . . .  = (f,)m. (4.7.10) m-~. 

I1 est facile de v&ifier que (4.7.10) est vrai pour m = 1, 2. 
Supposons alors que (4.7.10) est vrai jusqu'/~ l'ordre m. D'apr& (4.7.9), nous 

avons pour j = m et k = m + 1 

m §  

( - 1 )  m+l-r P" b i n +  l k J  ( f r ' l ( m ) f m + l - - r = o "  ! J 

r = l  

En d6rivant cette 6galit6, nous obtenons: 

m + l  

2 (-- 1) m+l-~ I~,+ l ( f g (~+ l ) f  "+a -~ 

+ ~ ( -  1) m+a-r ~ +  l(ff)(~)(m+ 1 - r ) f m - ' f  ' =0. 
r = l  

D'ofi 
m + l  

( - 1 )  ~+1-~ C~+ l(ff)(~+ l) f ~+1 
r = l  

= ( m + l ) f '  ~ (  l'bm-rr'ifq(m) fm-r 
- -  I u m \ J  J J �9 

r = l  

Mais d'apr6s l 'hypoth&e de r6currence, le deuxi6me membre de cette 6galit6 
est 6gal/~ (m+ 1)!( f ' )"+l ;  (4.7.10) est done d6montr6. 

Le th6or6me suivant donne une condition suffisante pour avoir la formule 
de It6 (4.7.3) pour une fonction f de Y,,(I~.), quans X appartient ~t ~m(Lp(P)). 
Pour la d6monstration, nous utilisons la formule de Taylor (2.2.3). Rappelons 
que la proposition 4.5 donne la formule de It6 pour f polyn6me de degr6 
inf6rieur ou 6gal/t m. 

4.8. Th~or~me. Soit X appartenant d ~m(Lp(P)). 
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Nous supposons de plus que, pour tout A de ~/, il existe une suite de 
partitions ((AT)j= 1 .,.J(,)),~N de A, de plus en plus fines v&ifiant: 

i) A ~ e d  
ii) lira Sup {[A~Ij = 1...j(,)} = 0  

n 
iii) V I _  {1...d} 

j(n) 1 0 l i r a  j----~l ]Xa~(l'AT)-- g~ --~-0. 

Alors pour toute fonction f de ~(,,(]R), f o X  appartient d S~I(Lv(P)) et vkrifie 
(4.7.3) (l'kgalitd ayant lieu dans Lp(P)). 

Voici d 'abord un lemme qui donne une autre d6finition des mesures #(~) (r 
= l . . . m ) .  

4.9. Lemme.  Soient X appartenant d 5~j~(Lp(P)), et f appartenant dt crib(JR), A 
appartenant 3 ~/ et {A~ , j=I  ...Jn)},~N une suite de partitions de plus en plus 
fines de A, et v&ifiant 4.8i) et ii). 

Alors pour tout r = 1... m, nous avons: 

/z(r)(1A fin) X P (4.9.1) lira f o X ) -  ~ f(X~(o,a~))A~ = 0  
n j = l  

et en particulier 

#(r)( A i(') II (4.9.2) lira • f 2 ) -  ~ A]~X[ =0.  
n j = l  . P 

Dkmonstration. La formule de Taylor (2.2.3) donne pour A=]]s, tit e t f ( x ) = x  k 

k 
A A  X k  = 2 rr y k - r A ( r ) Y  b k ~ s  ~ A  ~ 

r=J. 

d'ofi l'on d6duit 

A 'X= (--1)r--kCfX:-- AAXk. 
k = l  

Par suite, en posant s~ = ~(OA~) 

, f(Xs~)Xs7 AATX k �9 Z f(X, ' j )A(~ X =  ( -  1)'-k C k r--k 
j = l  k = l  j = l  

Pour k, r et n fixbs, nous pouvons d6finir un processus pr6visible h n par: 

fin) 
h~ f(X  )x j 1A . 

j = l  

La suite (h'),>_ l est domin6e par [lf][~(1 v (X*) m-k) qui apparticnt ~t ~ , ~ - k ( ~ )  
et converge s~mplement vers h = f ( X ) X ~ - k l A  le r6sultat d6coule alors du fait 
que Jt~m-k(~) est indus  dans ~1  (#k, Lp(P)) et de (4.5.1). 
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Ddmonstration du thOor~me 4.8. Soient A ~ d  et {(A~)j= 1.. . j(n)},~ la suite de 
partitions associ6e ~ A e t  soit s~--e(0, A~). D'apr6s (2.2.3), on a pour fsXm(lR): 

j(n) 

(4.8.1) A A f ( X ) =  ~ AAy f (X  ) 
j = t  

I / j(n) \ j(n) 

= 2 [ Z  f (*) (Xsy)A~XI+ Z R(J;A~,m). 

Supposons d'abord que f appartienne ~t cgb+ a (PQ- 
D'aprbs le lemme 4.9, nous avons, pour r 616ment de {1...m}: 

j(n) 1A) p lira ~ f ~ ) ( X ~ ) A ] ~ X - # ( r ) ( f ( X )  �9 = 0  
j = l  

j(n) 

l'6galit6 (4.8.1) implique alors que R , =  ~ R(f, A~', m) converge vers une limite 
j=l 

dans Lp(P); il suffit donc de montrer que lira IIR,II 0 =0, pour obtenir (4.7.3). 

Mais pour une fonct ionf  de cgb+ I(IR), i~ existe une constante C telle que 

IN (f, A~, m)l _-< C ~ IX (c~ (I, A~)) -- X (s~)lm + 
I 

et l'hypoth~se iii) implique que lim [IR.II0--0. 
n 

Si maintenant fSXfm(lR), il existe une suite ( f . ) .~  de cgb+ I(IR ) pour laquelle 
la suite (f}')o X ) . ~  converge simplement vers f(r)o X en 6tant domin6e dans 
~ m - r ( ~ )  ( r e { 1 . . . m } ) .  

I1 suffit alors d'6crire la formule de It6 pour chaque f ,  et de passer ~t la 
limite pour obtenir la formule pour f 

4.10. Remarques. La condition iii) est suffisante, mais non n6cessaire; prenons 
par exemple d = 2  et X t = t  i t  2, pour t~]]0,1~, si on consid~re la suite de 
partition ((A~,2) k- -0 , . . . , 2  n- l ;  j = 0  . . . . .  n - l ,  n~N*) telle que A~,j 
=]](k/2",j/n), ((k + 1)/2 n, ( j+  1)/n) la condition iii) n'est pas satisfaite pour I = {2} 
et m = 2  et pourtant X test  une semi-martingale telle que/~(k) = 0  si k >  3. 

Si d--1, iii) est satisfaite. 
Nous donnons maintenant quelques corollaires des th6or~mes 4.7 et 4.8. 

4.11. Corollaire. Soit X appartenant gt 5r alors l'hypoth~se (4.7.1) est 
~quivalente ~ l'assertion suivante : 

(4.11.1) Vf~m(]R ) f o x  ddfinit une Lo(P)-mesure stochastique satisfaisant gl 
(4.7.3). 

Ddmonstration. I1 suffit de montrer que (4.11.1) implique (4.7.1) et ceci r6sulte 
de la comparaison de (4.7.3) appliqu6e /t f ( x ) = x  k et de (4.5.2) pour k quand 
k>m. 

4.12. Coroilaire. Soit X born~ appartenant gt 5~'~(Lp(P)) et v~rifiant (4.7.1). 
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Alors Vfecg~(~) fo X appartient d 5~(Lv(P)) et vdrifie (4.7.3), (4.7.4), (4.7.5), 
(4.7.6) et (4.7.7). 

Ddmonstration. Les parties A, B e t  D restent valables pour p et suffisent dans ce 
c a s .  

4.13. Corollaire. Soit X appartenant dt 5~m(Lv(P)) et satisfaisant aux hypotheses 
du thOorOme 4.8. 

AIors i) X appartient d 5~~176 et vdrifie (4.7.1). 
ii) Vfecg~(lR)fo X appartient ~ 5~~176 et vdrifie (4.7.1). 

D~monstration, Si X appartient /t 5ff~(Lp(P)), X appartient 6galement /~ 
~9~m (Lo (P)). 

Si IXI est born6, il est ~vident que (4.7.3) s'6tend aux fonctions de ~m(IR) et 
en particulier aux fonctions de la f o rme f (x )=x  k keN* d'ofl on ddduit que X 
appartient g S~(Lo(P)) et v6rifie (4.11.1) et donc aussi (4.7.1) d'apr6s 4.11. 

On passe au cas g6n6ral (en utilisant 3.8 et 3.9) par la m6thode utilis~e darts 
la pattie C de la d~monstration du th6or~me 4.7. 

ii) est imm6diat, car pour toute fonction de cgb(]R)fk appartient 6galement 
/~ c~b(N). On v~rifie facilement que (4.7.1) est satisfait. 

4.14. Corollaire. Soit X appartenant d 5~m(Lp(P)) et satisfaisant aux hypothOses 
de 4.8. On suppose de plus que les processus de yf~o(~) sont int@rables pour #k, 
k= 1...m, alors X appartient d ~9~(Lp(P)) et v~rifie (4.7.1). 

D~monstration. La formule de It6 (4.7.3) s~ alors/t  f ( x ) = x  k (keN) et on en 
d6duit (4.7.1) ~i l'aide de (4.5.1). 

Elle s'6tend ~galement /t toute fonction f de ~m(N) telle que 
f~m)oXej~f~176 il est alors facile de voir que f o x  est une Lp(P)-semi- 
martingale d'ordre infini v6rifiant ~galement (4.7.1). 

Nous terminerons ce paragraphe par deux remarques. 

(4.15) Soit s~r ~ l'op6rateur d6fini sur cg,,(lR) par: 

1 1) k_~ 1 
k=,- k--r! 

En utilisant la d6finition de #t~) (r= 1...m), la formule de It6 peut s~6crire en 
utilisant uniquement #~ (r-- 1... m): 

AAf(X)= ~ #~(sugrf(X)" 1A). 
r = l  

(4.16) Si k=t=l l'application: AoA(~)X n'est pas additive; consid6rons cepen- 

dant les applications O*'k(l<r<--k<--m) de ~ dans Lp(P) qui /t h =  ~ eilA~• 
associent: ~= ~ 

@r'k(h)= ~ "X ,k-r 1F A(~) X 
i = 1  
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Si les fonctions or, k (l<-r<-k<_m) satisfont it (3.1.2) et (3.1.3), il est possible de 
prouver l'existence des mesures stochastiques /~k (k = l . . .m )  et des mesures 
stochastiques /~(k) (k = 1... m). 

5. Exemples 

Darts ce paragraphe, nous donnons quelques exemples de processus apparte- 
nant it ~ ( L v ( P ) )  ainsi que des exernples de processus v6rifiant (4.7.1). 

Pour tout ce qui suit, nous supposons que d = 2  et T=~0,  1~. Nous suppo- 
sons 6galement l'existence d'une famille ( ~ ) , ~  de soustribus de ~,~ vhrifiant les 
conditions habituelles. 

Pour A=~s, t~,  nous prenons cdA=~ ~ ,  par suite de cette dhfinition un 
processus X = (X~)~r, it trajectoires continues, appartiennent it J~. 

Nous ne consid4rons que des 6lhments de Jr qui sont nuls sur les axes. 
Pour la d4finition et les propriht6s des diffhrentes notions de martingales, 

nous nous rhfhrons it Cairoli et Walsh [5]. 
Rappelons cependant quelques notations et propri6t6s utilis6es ici. 

5.1. Notations 

(5.1.1) La notations s_kt pour s e t  t 614ments de T, s ignif ies  et t non 
comparables. 

Nous notons T (2) le sous-ensemble de T 2 constitu6 des couples (s,t) 
d'hl4ments non comparables, et nous notons ? la fonction indicatrice de T (2). 

Pour s e t  t 616ments de T, nous notons s v t l'616ment de T de composantes 
(S i V ti)i= 1,2" 

(5.1.2) Nous introduisons les familles suivantes de sous-tribus de .~  

IJ u 

5.2. Propri~t~s et hypothdses 

Nous supposons que l'hypoth6se >~F4~( est satisfaite; cette hypoth6se est la 
suivante: 

F4: V t ~ c  ~ 1  et ~ z  sont ind6pendantes sachant ~ .  

Cette hypoth6se est automatiquement satisfaite dans les deux cas suivants: 

(5.2.1) X est un processus tel que pour toute famille (Ai) i=l . . .n  d'616ments 
disjoints de d ,  les variables al6atoires (AA X)i=l .... sont ind6pendantes et 
=G(X~,s<t).  

o~2 (5.2.2) ~(~l~u *,~[o, 1] et (,~,)u~[o,u sont deux familles de sous-tribus de ~,, 
ind6pendantes, et ~ =  ~1 ,, ~a  
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(5.2.3) Propri6t6. Soit X un processus tel que (X(,,o)),,to, 11 soit une martingale 
relativement d la famille (~,l  (~,o))~[o, al et (X(~,o)~o,~j soit une martingale relative- 
ment d la famille (~  2 ~ Alors, sous 174, les deux assertions suivantes sont (O,vJJw[O, 11" 
dquivalentes : 

i) X est une martingale 
ii) X est une 1-martingale et une 2-martingale. 

(5.2.4) Propri6t6. Soit X une martingale de carrd intOgrable. 
Alors il existe un processus croissant notd IX] tel que X 2 - I X ]  soit une 

martingale faible. 

(5.2.5) Propri4t6. Soit X une martingale forte de carrd int~grable. 
Nais supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite : 
i) (~t)t~r est engendrOe par le drap brownien 

ii) X est continue et E(X4)< + 00. 
Alors, il existe un processus croissant prdvisible unique, notO ( X )  tel que X 2 
- ( X )  soit une martingale. 

5.3. Cas d'un processus dont les trajectoires sont de classe C 2 

Soit X un tel processus, il est 6vident que pour tout entier k, X k d6finit une 
L o(P)-mesure stochastique, en cons6quence X appartient/t  ~ ( L o ( P ) ) .  

D'autre part, pour k > 2 nous avons: 

Xkt =k f Xks-l dXsq-k(lg-1) 
~o,t~ 

De cette 6galit6, nous d6duisons: 

8X 8X 
f -2  ds. 

llO,tll 

aX  8 X  
l~(2)(h) = 2 ~ h~ ~ j ( s )  ~s~(S) ds 

#(k) ~ 0 pour k > 2. 

5.4. Cas des martingales et des martingales fortes 

(5.4.1) Lemme. Toute martingale de carr~ intOgrable d~finit une Lz(P)-mesure 
stochastique. 

Ddmonstration. Soit X une martingale de carr6 int6grable et soit h u n  616ment 

de g;  h peut se mettre sous la forme ~ cq 1A, (Cq~NA~ , A~As----O si i+j)). 
i=1 

Alors/~X(h)= ~ ChAAX et 
i = 1  

IJ  (h) J122 = [X]) = eq hs [XL). 
i:l 
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D'ofl on d4duit (3.1.2) et (3.1.3). 
I1 r6sulte de ce lemme que toute martingale de carr6 int6grable, continue, 

appartient ~t ~I(L2(P)). 

(5.4.2) Lemme. Soit X une martingale forte continue telle que E(X~)< +oo. 
Alors X et X 2 ddfinissent des L2(P)-mesures stochastiques. 

D~monstration. Notons que, par suite des hypoth&es, X et X 2 - { X }  sont des 
martingales de carr6 int6grable ({X} est de carr6 int6grable). 

Le lemme (5.4.1) implique alors que X et X 2 - ( X }  d6finissent des L2(P )- 
mesure stochastique; d'ofl le lemme. 

5.5. Semi-martingales repr~sentables 

Consid6rons d'abord le cas particulier du drap brownien (f / ,~,P,  fi). I1 est 
possible, en utilisant les propri6t& de Aafi, de montrer directement que fl 
appartient ~ ~4(L2(P)) et satisfait aux hypoth6ses du th6or~me 4.8, puis de 
prouver que fi appartient ~t ~~176 et v6rifie:/~(k)=_ 0 si k > 5. 

En examinant le cas des semi-martingales repr&entables et en utilisant la 
formule de It6 donn4e par Wong et Zakai [-11], nous allons retrouver en 
particulier ce dernier r6sultat et de plus donner des expressions de fi(k), k 
= 1 .... 4 sous forme de semi-martingales repr&entables. 

Les inthgrales qui suivent sont d~finies dans [7] et [11]. 

(5.5.1) D~finition. Une semi-martingale repr&entable est un processus X tel 
que: 

Xt=  5 a(s)dfls+ ~ O(u,v)dfl.dfl~ 
~O,dl ]lO,tll 

+ ~ f(u,v)dudfi~+ ~ g(u,v)dfi.dv+ ~ O(s)ds 
]] O, t~ 2 ]~ O, t]] 2 ]]0, t]] 

off i) a et 0 sont des processus pr6visibles tels que: 

Supla(t)l et SuplO(t)l sont finis P p.s. 
t ~ T  t e T  

ii) ~, f et g appartiennent /~ l'ensemble des processus mesurables h index& 
p a r  T 2 et v4rifiant 

h(u, v) = y(u, v) h(u, v) 

h(u, v) est ~,vv-mesurable 

Sup [h(u, v)l < + oe P p.s. 

iii) les int6grales appartiennent/~ L o (P) pour chaque t. 

5.5.2. Lemme. Une semi-martingale representable X d~finit une Lo(P)-mesure 
stochastique. 

Ddmonstration. Supposons que cr et 0 appartiennent /t La(TxfI ,  B(T)| 
| P) et que O, f et g appartiennent ~t L2(T 2 x .~,, B(T 2) | .~,, 2 | 2 | P). Soit Y~ 
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= ~ a(s)dfis, Y est dans ce cas une martingale forte de carr6 int6grable et 
~o. t~  

d'apr~s 5.4.1, Y d6finit une L 2(P)-mesure stochastique. 
De plus, nous avons pour tout h 616ment de 2/fb(~ ) 

#r(h)=~h(s)a(s)dfis  et [[#r(h)H2=Hharl2. 
T 

Soit Zt= ~ O(s)ds, Z d6finit une L2(P)-mesure stochastique et pour tout h 
~o, t~  

61~ment de ~ ( ~ )  nous avons: 

#Z(h)=~ h(s)O(s)ds et ]l#Z(h)l[2 < Ith0[]2. 
T 

Soit Ut= ~ O(u,v)dfi, dfiv, U est une martingale de carr6 int6grable et 
]]0, t]~ 2 

d'apr6s (5.4.1), U d6finit une L2(P)-mesure stochastique. 
De plus, en utilisant les propri6t6s de f ie t  la propri6t6 suivante: 

V A e d ,  V B e d  tels que A xB__q T (2) 

dfiudflv= A A fl ABfi 
A x B  

il est facile de v6rifier ([3]) que pour tout processus h 616ment de ~ ( . ~ )  on a: 

~V(h) = ~ h(u v v) ~(u, v) dfl. d[~v 
T 2 

et 
[]~U(h)ll 2 = E( y ~(u, v)(h(u v v) O(u, v))2 dudv). 

T a 

Soient maintenant les processus Vet Wtels que: 

Vt= y f(u,v)dudfiv 
~0,  t]] 2 

Wt= ~ g(u,v)dfi, dv. 
~O,tJJ 2 

Les deux cas 6tant similaires, nous examinerons seulement le cas de V. 
Nous remarquons d 'abord que pour tout 616ment h de d ~ nous avons: 

d'ofl 

e l ( h ) =  S h(u v v) f (u, v) dudfi~ 
T 2 

I[#v(h) II 2 <= E( S (h(u v v) f (u, v)) 2 dudv). 
T 2 

Cette in6galit~ implique que (3.1.2) et (3.1.3) sont satisfaites. En cons6quence, V 
d~finit une L2(P)-mesure stochastique. 

Les processus Y, Z, U, Vet  Wd6finissant des L2(P)-mesures stochastiques, 
d6finissent 6galement des Lo(P)-mesures stochastiques. 

Le passage au cas g~n6ral se fait en utilisant 3.8 et 3.9. 
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(5.5.3) Lemme. Toute semi-martingale repr&entable appartient 3 .5~~176 et 
satisfait aux hypoth&es du th~orOme 4.7 pour m = 4. 

Ddmonstration. Nous utilisons la formule de It6 donnhe par Wong et Zakai 
[11], pour une fonc t ionf  de g,(F,.). 

En regroupant diff6emment les termes, cette formule se met sous la forme 
suivante: 

r 1 
(5.5.4) f(X,)-f(Xo)=r~=l ~. ~ f(r)(XOd~{[). 

= ~o,t~ 

Notons d'abord que )7(1)=X, avant de donner les expressions de X(r) pour r 
= 2, 3, 4, nous introduisons les processus C, D, C et 15 suivants: 

C(t,v)=a(v)+ ~ 7(u,v)~(u,v)dfi,+ ~ 7(u,v)f(u,v)du. 
~o,t~ ~o,0] 

D(t,v)=O(v)+ 5 7( u,v)g(u,v)dfi~ 
~o,t~ 

C(t,u)=a(u)+ ~ y(u,v)tp(u,v)dfi~+ ~ y(u,v)g(u,v)dv 
~O,t~ )1o,tll 

D(t,u)=O(u)+ ~ V(u,v)f(u,v)dfi~. 
llo,t~ 

Dans les expressions qui suivent C et D ont les arguments (u v v, v), C e t / )  les 
arguments (u v v, u), ~, f et g les arguments (u, v). 

XI 2)= ~ (a(u))2du+2 ~ CCdfi~dfio 
~ 0 , t ~  ~ 0 , t ~  2 

+2  ~ (CD+q/C)dfi~dv 
~o,t~ 

+ 2  ~ (CD+~C)dudfi~ 
~o,t~ 

+2  5 7(u,v)(DD+gC+fC+�89 
] 0 ,  t]] 2 

5 c(e) aua o 
~O,t~ 2 

+3 5 CCZdfi.dv 
llO,tll 2 

+6  5 7(u,v)(COO+�89189 
] 0 , t ~  2 

X14)=6 5 7(u,v)(CC)2dudv. 
] ] 0 , t ~  2 

Les processus ~(k), k = 1...4 ne sont pas des semi-martingales repr6sentables au 
sens de (5.5.1); cependant il est facile de voir que, pour toute fonction f 
v6rifiant (5.5.1)ii), le processus Y tel que Yt= 5 f(u,v)dudv d6finit une 

]10, t]] 2 

Lo(P))-mesure stochastique. 
En cons6quence, les processus .~r k =  1...4 d6finissent des Lo(P)-mesures 

stochastiques; par suite de (5.5.4)foX d6finit une Lo(P))-mesure stochastique, 
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pour  toute  fonction f de ~4(~) ,  en particulier pour  f ( x ) = x  k, nous en d6duisons 
que X appar t ient  fi 5,~~ En comparan t  la formule (5.5.4) pour  f ( x ) = x  k 
(keN*)  et la formule (4.5.1) (keN*) ,  on v6rifie que les mesures stochastiques 
d6finies par  les processus ff(k~ 1, 2, 3,,~ sont pr6cisbment les mesures (/~(k))k = ~, 2, a, 4 
et que /~(k) -- 0 pour  k > 5. 

D'aprbs la d6monstra t ion pr6c6dente, nous avons dans le cas particulier du 
drap brownien:  

fl12)=tl t2 + 2 ~ ];(u, IJ)dfludflv 
llo,t~ 

fl~3)=3 ~ 7(u,v)dudfi~+3 ~ 7(u,v)dfi.dv 
~O,t~ 2 ~O,t~ 

fi14)=l 2 ~ ulu2du-=3(tlt2)2 
]O,t] 

fll k)=O pour  k > 5 .  

5.6. Mesure-produit 

Pr6cisons d ' abord  ce que nous entendons  par mesure-produit .  
Soient X=(Xt)t~ro,1 ~ et Y=(Yt)t~to, lj deux processus ind6pendants  et Z tel 

que Zt=Xt lX t2  pour  t=(t l ,  ta). Si Z d6finit une Lp(P)-mesure stochastique, 
cette mesure et appel6e mesure-produit .  

La  famille (~) ,~f  de sous-tribu de o~- est ici d6finie par:  

fit = a(X, ,  u <= t 1) v a(Yv, v ~ t2). 

Dans ce qui suit, nous nous restreignons au cas off X et Y sont deux mart in-  
gales continues de carr6 int6grable, le cas off X et Y sont deux semi-martin- 
gales est tout  ~ fait similaire bien que plus long fi traiter. 

(5.6.1) Propri6t6. Soient X et Ydeux  martingales, indexdes par [0, 1], de carr~ 
intdgrables, continues, ind~pendantes, soit Z tel que Z t = Xtl Yt2 (te [0, 1] 2). 

Alors Z appartient gt 5~~176 et satisfait aux hypothOses du thOorOme 4.7 
pour m = 4. 

La d6monstra t ion se fera/~ l 'aide de trois lemmes (les id6es directrices sont 
les m4mes que dans le cas des semi-martingales repr4sentables). 

Avant  de les d6montrer ,  rappelons qu 'une mart ingale de carr4 int6grable X 
=(X~)t~0" ~ est en part iculier  un 616ment de ~ ( L o ( P ) )  tel que 

# ( 2 ) ( A x F ) = I F A A ( X )  et Ix(k)--O si k__>3. 

(5.6.2) Lemme.  Soient X et Y deux processus croissants indexes par IR+, de 
carrO int~grable et ind@endants. 

Alors, pour tout processus h = (ht)t~r, nous avons: 

E [(y h(u, v)dX~ d y~)2] =< y (h(u, v)) 2 X~ Yx dX,  d Y~ dP. 
T T x ~  
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(5.6.3) Lemme. Soit Z satisfaisant aux hypothOses de la propri&d (5.6.1) et soit 

h = s c~ i 1a,  x F, un Ol~ment de g. 
i = l  

r 2 

Alors ~_I~ilF, AaZ = ~ hZ(u,v)d<X),,d(r>~dP. 
i 2 T x ~  

Ddmonstration. Afin d'all6ger l'6criture, nous introduisons a~, b~, % d~ (i= 1...r) 
tels que: 

0:(0, A i ) =  (a i , bi) 

~(I, Ai) = (ci, di). 

Avec ces notations, nous avons: 

AA, Z = (X~ -- X,,,) (rd - Y,,). 

Soit $1 l'ensemble des processus pr6visibles et born6s de la forme h =  ~ ~ 1a, 
i=1  

(Ai~sd, A~c~Aj=O si i=t=j, Yi variable al6atoire ~,,,b,)-mesurable et born6e). La 
fonction simplement additive/~z s'6tend/~ $1 de fa~on naturelle en posant: 

] 2Z ~i 1A~ = y iAAI  Z" 
i-- i = I  

Soit Sz l'ensemble des 616ments de ~1 de la forme: 

h-- ~ O~if l i lAi  
i=1  

oh A i z d  , Aic~Aj=O si i=i=j, oq est une variable al6atoire born6e et a(Xu, u<ai)- 
mesurable,/~i est une variable al6atoire born6e et a(Yv, v <b3-mesurable. 

Pour h = s ~ /~  1A,, 616ment de g2, nous avons 
P 

i=1  

- ~ ( ~ / ~  (A A, Z ) b  = E (~,~/~,2 ( < X  L,  --  < X >,,,) (< r >,,, - < r>,,,) 

- pour i # j  E(~ ia j (Xc-X , , ) (Xc-X , j ) )=O 
ou E ( f i , / ~ j (~  - ~ , ) ( V d ~ -  ~ ) ) = 0  
d'ofl 

H#Z(h)ll 2= S h2(u.,v)d(X).d(Y>~ dP 
T x ~  

d~z n'est pas un espace vectoriel, cependant si h 1 et h 2 sont des 616merits de g2, 
alors h = h 1 + h 2 appartient ~t gl et l'6galit6 pr6c6dente reste valable pour h (ceci 
se prouve par un calcul analogue au pr6c6dent). On passe alors au cas de h 
616merit de gl en remarquant que h e s t  limite simple d'une suite born6e (h,) ,~ 
d'616ments de l'espace vectoriel engendr6 par g2 et comme $ est contenu dans 
gl ,  le lemme est d6montr6. 
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(5.6.4) Lemme .  Soient X=(Xt),~to,1 ~ une martingale de carr~ intOgrable et Y 
= (Yt),~fo,,l un processus croissant de carr~ int~grable. On suppose que les proces- 
sus X et Y sont ind@endants et que Z~=X,1 Y~2. 

Soit h= ~, ~i I&• un ~ldment de g. 
i=1 

Alors 

~cqlr,A~,z_l 2<3 (, h2(u,V) Y l d ( X ) , d g ,  d P. 
2 Txs 

DOmonstration. Elle est ana logue  /t la pr6c6dente. En reprenant  les rn~mes 
notat ions,  nous obtenons  ici: 

et pou r  i4=j 

- s ia i4=a  i E ( ~ i e j A a X A A X ) = O  

c e q u i i m p l i q u e  E(~iejflifl~AA ZAA Z)=O 

- si a~ = aj on a n6cessairement  b~ 4= bj alors 

E(~ ~j fli fl j A A~ Z A A, Z) = E(cq o~j fii fl j( Yd~ -- Yb,) 

x ( ~ ,  - ~ , ) ) ( ( X > c ,  - ( X ) a ) )  

d'ofi on en dhduit que:  

E(  20~i O~j fii fij a Ai Z A  Aj Z )  
i . j  

Alors  en util isant l 'in6galit6: 

2[h(u, v)[ [h(u, w)[ ~h2(u, v) nu h2(u, W) 

nous ob tenons :  

i =~l O~ i fl i A A Z i <-3 -- [. h2{u,v) Y ld (X)~dYvd  P. 
Tx s 

L'in6galit6 dans le cas g6n6ral s 'obt ient  en util isant les memes  a rguments  que 
dans  la d6mons t ra t ion  du l emme (5.6.3). 

(5.6.5) DOmonstration de la propriOtO 5.6.1. Nous  remarquons  d ' abord  que, 
pou r  les diff6rents types de processus Z considdr6s en (5.6.2), (5.6.3) et (5.6.4), il 
existe une mesure  v sur (T x f2, B(T) |  ~ )  telle que:  

HlzZ(h)H2~v(h 2) h e &  
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Cette in6galit6 implique imm6diatement (3.1.2) et (3.1.3); en cons6quence, dans 
chaque cas, Z d6finit une L2(P)-mesure stochastique et 6galement une Lo(P )- 
mesure stochastique. En particulier, le processus Z de la propri6t6 (5.6.1) d6finit 
une L0(P)-mesure stochastique. De plus en utilisant les propri6t6s des martin- 
gales X et Y, nous pouvons 6crire pour le processus Z quand k>  2: 

k 2 Z t =k 
~o,t~ 

k 2 
+~-(k - 1) 

k 2 
+ ~ ( k - 1 )  

(X. y~)k- 1 dX. d Y~ 

Xk. -~ Y) 2dX.d(Y), ,  
~0, t~ 

I Xk.-2Y2-~d(X>~dY~ 
llo,t~ 

k 2 
+~(k- ly  ~ X~-2Y)-2d(XLd(Y)~. 

~O,t~ 

Ces expressions de Z k (k >2) impliquent que les processus Z k (k>2) d6finissent 
des L0(P)-mesures stochastiques. 

En cons6quence, Z appartient ~t ~~176 ). 
En utilisant (4.5.1) et la d6finition 4.6, nous obtenons alors: 

Z12'=2 ~ Z~vdXudYv+2 ~ Y~d(X).dY~ 
l]o,t~ llo,t~ 

+2 ~ XudX~d(Y)~+ ~ d(X)ud(Y>v 
~O,tl] ]]O,t~ 

z,2 ~ = 3 j x~ Y~dX. d < Y>~ 
~o,tll 

+3 S x.y?d<X>.d~ 
llO,t~ 

+6 ~ X.Y~d(X) .d (Y)o  
~0,t~ 

Z14)=6 ~ X2. y2d(X) .d (Y)~  
~O,tll 

ZI k)=O si k>5.  

La propri6t6 (5.6.1) est done d6montrhe. 

6. Conclusion et commentaires 

L'utilisation des puissances de X permet de donner une formule de It6 relative- 
ment simple ~ 6crire et ne comportant que des termes de m~me type. 

Pour cette r6daction, nous nous sommes restreints au cas des semi- 
martingales continues, mais la d6finition 4.1 et certaines propri6t6s (4.5, 4.6 et 
4.9) peuvent s'6tendre aux processus cad lag ~ condition de remplacer X par 
X et X* par X* quand ils apparaissent dans l'int6grande. 
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