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Summary. Let (Z, )y be a ¢-mixing process which is valued in IEcRY g be
a real measurable function defined on IE, s and k be two positive integers.
We suppose the ecxistence of a function R satisfying R(.)
=E@(Z, JZ, i1, 2Z,1=.), YneN, nzk, and estimate the function R
from a sequence {Z,,i=1,...,n} by R, with

Y 8(Z K~ Ze i ZJ )

R, (u)="=t ,  VuelEY

Y K(u—Zi gy Z105 )

where K is a kernel of R* and h e, h,>0. We give various conditions,
on both the sequences (h,)y and the sequence (¢,)y Which is associated with
(Z Jn, for the two following properties: uniform complete convergence to R
for the functional estimator R, and complete convergence to 0 for the real
random variable R,(Z, .., ..-.Z)—R(Z,_, .1, ..., Z,). This last result
concerns the predictor R (Z, ,.,...,Z,) of g(Z,,,) from {Z,i=1,...,n}
when the process (Z,)y is stationary and markovian of order k.

These results are proved here for a more general problem: estimation of
a regression E(Y/X) from {(X,, Y)), i=1, ..., n} when these couples are not
independent. We also give a lemma which is an extension of the Bernstein
inequality to the case of ¢-mixing r.r.v.

1. Introduction

On désigne par (¢, )y un processus dont I'espace d'états est une partie mesura-
ble IE;, de IR et on considére le probléme de la prédiction de &y, ; & partir de
la suite {£;,i=1,..., N}. On supposc que ce processus (¢, )y Nest assujetti a
aucune hypothése permettant d'utiliser des méthodes paramétriques: les
hypothéses que nous introduirons ultéricurement scront uniquement des
hypotheses de régularité trés générales.
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On cherche alors & «estimer», a partir de la suite {&,,i=1,..., N}, la va.r.
E(ty.1/Eq, .., Ey) qui, lorsque (&) est markovien d’ordre k, est égale a
0(EN 41 ---» Ex) OU p est la fonction définie sur [Ef par

pltrs ooy u)=ECy 1 /[En gy =Ups o, Ey=1]),  VuelEg. (1.1)

Une prédiction de &, , est alors donnée par la var. py(y_riys.oes &y
appelée prédicteur et définie a4 l'aide d’un estimateur p, de la fonction p:
I’estimateur fonctionnel py que nous considérons ici est défini, pour tout u de
IE, par [dans toutes les définitions de ce type nous convenons que 0/0=0]

N—1
pn(u)= Z

k

N—-1
Ciot K=& pp1s -5 5i])/h)/ Zk K(—[& 415 -0 €M)
B 12)

ou & est un nombre strictement positif dépendant uniquement de N et K est un
noyau - sa définition figure plus bas - de R*.

Nous donnons, pour un probléme de prédiction un peu plus général (par
exemple IE,cR?, g=1) que celui qui vient d’8tre introduit, les propriétés de
convergence presque compléte suivantes:

P.Co. P.Co.
Sup [py(t) ) 0 el p(Eyoir s E =P p1s oo EN O,

(1.3)

ou G est un compact de IEY, avec h=h, vérifiant des propriétés asymptotiques
peu restrictives.

Ces résultats sont donnés dans le paragraphe 3, dont la lecture peut étre
effectuée indépendamment de celle des autres paragraphes. Ces propriétés de
convergence sont obtenues presque directement a partir de théorémes généraux
énoncés dans le paragraphe 2 et donnant les propriétés semblables a (1.3) pour
un estimateur analogue de la régression r(.})=E(Y/X,=.), lorsque les couples
aléatoires (X,, ¥}), i=1,...,n ne sont pas nécessairement indépendants.

11 suffit en effet de poser

n=N—k et (X;Y)=(E&ruoid Eud  G=Loun, (14

pour voir que I'estimateur (1.2) s’écrit alors

)= 2 ¥, K (s X /) / z K((u—X)/h) (15)

1

On retrouve 13 la définition de I'estimateur & noyau de la régression: cet
estimateur non paramétrique a été abondamment étudié - nous renvoyons a
Collomb, 1981, pour une revue bibliographique - lorsque les couples (X, Y), i
=1,2,..., sont indépendants et équidistribués. 11 est clair que dans bon nombre
de problémes de Statistique Appliquée ces hypothéses d’indépendance et
d’équidistribution ne sont pas vérifiées, alors que peuvent étre plus acceptables
des hypothéses d’indépendance asymptotique et de distributions non identiques
mais possédant la méme fonction de régression. Cette remarque justifie le fait
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que les résultats obtenus pour lestimateur de régression (1.5) - notation
simplifié¢e par (1.4) de (1.2) - sont énoncés (dans le paragraphe 2)
indépendamment du probléme de prédiction qui est ici a I'origine de son étude.

Les résultats des paragraphes 2 et 3 sont prouvés dans le paragraphe 4, au
début duquel est donné un lemme généralisant I'inégalité de Bernstein au cas
de v.a.r. ¢-mélangeantes.

Remarques préliminaires et bibliographie sur la prédiction non paramétrique

Les travaux relatifs & la prédiction non paramétrique concernent en général le
cas d’un processus (£,)y stationnaire et markovien: (1.1) est alors satisfaite pour
tout N de N et les &;, ieN, sont équidistribuées.

L’estimateur p, défini par (1.2) a été proposé par Watson (1964, p. 369-370)
a propos d’un probléme de prévision météorologique (¢; = «température au jour
i»). Roussas (1969), pour k=1 et u fixé, montre la convergence en probabilité
de py(u). Doukhan et Ghindés (1980, 1983 avec une définition voisine de 1.2) et
Collomb et Doukhan (1983, avec IE,=IR% g=1) par une technique de
démonstration différente de celle utilisée ici, obtiennent une majoration de
limite nulle pour Elpy(u)—p@)|?, u fixé, ainsi que de [ E|py(u)—p(w)|* m(w)du
ol m est une fonction positive donnée a priori: ces résultats apportent une
information sur la vitesse de convergence du prédicteur py. Robinson (1983)
s'intéresse a la loi limite de v.a.r. associées & py(u); des résultats semblables a
ceux des deux derniers articles cités sont obtenus par Yakowitz (1983). Les
propriétés en un point fixé d’estimateurs analogues a p, sont données par
Georgiev (1983a, 1983b) et Yakowitz (1979a, 1979b), nous mentionnons enfin
les travaux de Banon (1978), Nguyen et Pham (1981) et Pham (1981) qui, pour
des problémes d’estimation différents mais voisins de celui abordé ici, donnent
les propriétés de convergence ponctuelle de divers estimateurs récursifs.

I1 est évident que py, en tant qu’estimateur de la fonction d’autorégression
p, constitue un outil pour la connaissance du processus (£ ) et donc que
I'obtention de propriétés de convergence (ponctuelle ou en norme) pour Iesti-
mateur fonctionnel py présente un intérét certain. Cependant une telle appro-
che du probléme de la prédiction n’est pas entiérement satisfaisante. Il est clair
en effet, pour k=1 par exemple, que le probléme «naturel» de la prédiction
west pas celui de lestimation de p(u) pour u fixé ou de p(.) sur un sous-
ensemble de IE,, mais que le probléme «naturel» est celui de «I'estimation» de
la var p(£y) ou &y est par nature une v.ar. non indépendante de ¢,
i=1,...,N—1.

Bosq (1983a, 1983b) étudic la quantité E|py(¢y)—p(Ey)? pour une classe
trés vaste - contenant en particulier le prédicteur a noyau py(&y) - de
prédicteurs non paramétriques p, mais suppose connue la loi de &,. Collomb
(1980, 1983a) étudie cette méme quantité lorsque p, est le prédictogramme,
dont la définition est analogue a celle de 'histogramme ou du régressogramme:
le probléme traité dans ce dernier article est identique a celui qui est introduit
ici dans le paragraphe 3. Notre présent travail donne des résultats concernant
simultanément I'estimateur fonctionnel py et le prédicteur pp(&y it 1y -5 En)-
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Bien que les résultats obtenus concernent le cas d'un processus (£,)y non
nécessairement markovien, il est clair que le cas markovien constitue un
domaine privilégié d’application de ces résultats. Le modéle non paramétrique
ainsi introduit s’oppose alors aux modeles paramétriques classiques (notam-
ment autorégressifs, du type ARMA par exemple): ce probléme du choix du
modéle en analyse de séries temporelles n’est pas abordé ici. Un exemple de
discussion sur ce probléme est donné par Yakowitz (1979a) a propos de
phénomeénes hydrologiques, pour lesquels la validité d’'un modéele non
paramétrique markovien est mise en évidence. Enfin nous terminons cette
bréve revue bibliographique en mentionnant les études par simulation
effectuées par Kalaidjian (1981), Bosq (1983 a) et Doukhan (1983).

2. Principaux résultats

Soit (X;, Y)), i=1,2,..., un processus dont I'espace d’états est (IE x R) ou IE est
un borélien non vide de R?, p<oo. On suppose 'existence d’une fonction r
définie sur IE telle que

E(Y/X)=r(X), VieN, 2.1)

en notant que cette condition est satisfaite dés que (X, ), ieN est un proces-
sus stationnaire.
On désigne par G un compact de IE et on suppose que

3y>0: P(X,eB)=yu(B), VieN, VBe,, (2.2)

ol G est un e-voisinage de G dans IE et p est la mesure de Lebesgue sur R?.
En outre les vaa. X; et Y, i=1,2, ..., sont assujetties aux hypothéses

ir<oo: P(X,eB)£T'u(B), VieN, VBe#y (2.3)

ie. la loi Py, de X, est uniformément (pour tout i de IN) absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue sur IE, et

IM<ow:|Y|EM, VieN 2.4
Enfin, on désigne par (¢, une suite réelle telle que le processus {U;
=(X,, Y}), ieN} vérifie

(M) pour tous entiers n et k positifs on a|P(4nB)— P(A4) P(B)| £ ¢, P(4) pour
tout événement A [resp. B] appartenant a la tribu engendrée par la suite
U, i=1,....k [resp. U, i=n+k, n+k+1,...], 1a suite (¢,)y étant prise

décroissante.

et on suppose que cette suite satisfait

¢p———0 (2.3)

R—=>00

[(X;, V), ieN, est ¢-mélangeant au sens de Billingsley, 1968, p. 164].
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On considére l'estimateur r, de r défini, pour tout x de IE, par

r(x)=Y Y;K((x—Xi)/hn)/ Y, K((x—X)/h,), VneN, (2.6)
i=1 i=1
ou (k) est une suite réelle strictement positive de limite nulle et K est un
noyau de IR”, c.a.d. une fonction de IR? satisfaisant
|K(.)|£K<ow, [|K(z)]dz=K<oo0,
|ZIPK(Z)WO et j.K(Z)dZ>O (27)

Nous donnons d’abord un résultat de convergence ponctuelle.

Théoréme 1. Si la suite (h,)y vérifie conjointement avec (¢, ) Phypothése

(H) nhifim,logn)————— o0 (2.8)
ou (m,)y est une suite entiére croissante vérifiant
JA<w:ng, /m,<A, 1sm,<n, VneN, (2.9
alors on a
1 (x) —Z%» F(x) (2.10)

dés que x fixé dans G est un point de continuité pour r.
Nous énongons maintenant une propriété de convergence uniforme.

Théoréme 2. Si le noyau K est lipschitzien et si la condition (H) est satisfaite,
alors on a

sup |1, (x) — (%) ——0 2.11)
xeG n—co

deés que r est continue sur un e-voisinage de G dans IE.

Enfin on donne une premiére application du théoréme 2.
Théoréme 3. Lorsque IE est un compact de R? et (22) est satisfaite pour G=1E,
alors, si (H) est vérifiée, K lipschitzien et r continue sur IE on a

R(T)=1(T) —=r0 212)

pour toute v.a. T — par exemple T=X,, , - d valeurs dans IE.
Ces résultats appellent les remarques suivantes.

Remargue 2.1 (hypothése (H) sur (h,)y et (¢ )n)- L'hypothése conjointe sur (h,)y
et (¢, ) qui est définie par (H) est satisfaite dés que 'une des trois hypothéses
ci-dessous est vérifiée

(H1) le processus (X, Y)), ieN, est m-dépendant (ie. ¢,=0, Vizm)
et nhf/Logn——— oo (i.e. on peut choisir (m,)y constante).
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(H2) le processus (X, ), ielN est géométriquement mélangeant
(le.3p>0,a>0, p<l,a<o0: ¢,<ap", VneN) et nh/(Log n)zﬁ w0,

(H3) 3w>1,a>0: ¢,<an"", VneN et nhl/(n''* ) Log n)———ooc0.

Par ailleurs on note que les résultats considérés ici donnent un support
mathématique aux considérations intuitives suivantes: le nombre h, doit étre
pris d’autant plus grand que la dépendance entre des couples éloignés est
grande.

Remarque 2.2 (v.a. indépendantes équidistribuées). Lorsque les couples (X, Y),
i=1,...,n sont indépendants (ou 0-dépendants) et équidistribués, (2.1) est satis-
faite (par 2.4) et le probléme de I'estimation de r est alors le probléme classique
de P’estimation de la régression. Dans ce cas particulier:

les propriétés (2.10) et (2.11) de l'estimateur », ont été étudiées par de
nombreux auteurs, dont les résultats sont améliorés par les théorémes 1 et 2 ci-
dessus ou '’hypothése (H) sur (h,)y est remplacée par (H,): Nadaraya (1970),
Schuster et Yakowitz (1979), Cheng et Taylor (1980) Mack, et Silverman (1982)
obtiennent (2.10) ou (2.11) avec sur (h,)y des hypothéses plus restrictives (du
type nl“"hﬁn—_m—» o0, avec o>0) que (H1).

I’hypothése nhZ/Log n———o a ét¢ introduite par Devroye (1979; 1981,

p-1317) qui donne un résultat trés voisin du théorémel et Collomb (1976,
1979) qui obtient les résultats (2.10) et (2.11) sans supposer que |Y;| est bornée
(seulement une hypothése «locale» relative aux fonctions E(e"¥'/X,), aeR, sur
un e-voisinage de G) et qui montre que ’hypothése (H1) sur (h,), est une
condition nécessaire pout (2.11). A propos de ce dernier résultat de convergen-
ce uniforme nous mentionnons également les travaux de Révész (1979),
Johnston (1982) et Liero (1982) relatifs a4 la loi limite de v.a.r. analogues a
(2.11), en notant que ces travaux mettent en oeuvre des techniques de
démonstration (assez différentes de celles utilisées ici) développées dans le
récent ouvrage de CsOrgs et Révész (1981).

le résultat (2.12) appliqué & une v.a. T indépendante de (X, Y), i=1,...,n et
ayant méme distribution que X, est une extension de la propriété de conver-
gence universelle (ie. 2.12 avec «P.Co» remplacé par «en norme L,, p=1»)
établic par Devroye et Wagner (1980) et Spiegelman et Sacks (1980).

Remarque 2.3 (cas d’'un processus markovien). Un probléme «naturel» d’estima-
tion de régression dans lequel les v.a. (X, Y), i=1,...,n sont équidistribuées
mais non indépendantes est le suivant: estimer E(Y,/X,) lorsque le processus
(X,, Y,), neNN, est stationnaire et markovien.

Une question «naturelle» est alors la suivante: pour quelles suites (m,)y la
condition (2.9) est-clle alors satisfaite? Rosenblatt (1971) montre que si le
processus (X, ,), neN, vérifie la condition de L, norme (—, p. 206) pour p=1
ou oo ou la condition de Doeblin (—, p. 209 ou Doob, 1953, p. 192), alors (2.9)
est satisfaite pour toute suite entiére (m,)y vérifiant m,=logn, YnelN (cas H2

de la remarque 1).
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3. Applications 4 la prédiction

Soit (Z,),en UD processus (non nécessairement stationnaire ou markovien) dont
lespace d’états est (IE;, By ) ou IE; est un borélien non vide de IR%, g<o0. On
désigne par k et s deux entiers positifs et par g une fonction mesurable bornée
définie sur IE,.

On suppose que

il existe une fonction R définie sur IE=IE% et telle que

, . 3.1
RZi_i15- s Z)=EQZ  JZ; i15--.Z]),  VieN, i=k, G-

et on comnsidére le probléme de I'estimation, & partir de la suite {Z,, i=1,...,n},
de la fonction R et de la vaar. R(Z, ;. ,....Z,)

11 est clair que ce probléme est étroitement lié & celui de la prédiction: on
sait en effet que le meilleur (pour une fonction de perte quadratique) prédicteur
de g(Z,.) & wpartit des Z, i=1,...n est E(@gZ,, /Z,....Z,])
=R(Z,_yi1»----2Z,) lorsque (Z,)y est markovien d’ordre k.

On suppose en outre que le processus (Z,), nelN, est ¢-mélangeant, en ce
sens que {U,=Z2;, ieN} vérifie (M) avec

¢, ——0. (3.2)

R~ 00

On remarque tout de suite que lorsque (Z,), nelN, est strictement stationnaire
et mélangeant au sens de la théorie ergodique (voir Bradley, 1980, théoréme 1)
cette condition est réalisée dés que

IneN: ¢, <.
Enfin, ce processus (Z,) est également assujetti aux hypothéses
Ir<ow: P([Z,_4,1,..-,Z]eB)ST'u(B), VieN,izk VBe#y (3.3)
et, pour un compact G de IE,
I3y>0: P(Z;,_1i1,--.Z])eB)zyu(B), VYieN,izk VBe#g (3.4

ol G est un e-voisinage de G dans IE.
On considéere 'estimateur R, de R défini, pour tout ¢ de IE, par

Y 8Zi Kt~ [Zi_gsre o ZD)
R,(0)="=5

T K(t~LZi yosom ZVh)

(3.5)

ou K est un noyau - fonction de R* satisfaisant (2.7) - et (‘h,,)lN est une suite
réelle strictement positive de limite nulle vérifiant conjointement avec la suite

(d)n))N

nhy3/(m, Log n)——— o (3.6)
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ou (m,)y est une suite entiére croissante vérifiant
iA<w©:nd, /m,<A, mel[l,...,n], VnelN. 3.7

On remarque que lorsque le processus (Z )y est

strictement stationnaire, markovien et vérifie la condition de norme L, de
Rosenblatt (1971, p. 206-211) pour p=1 ou oo, ot la condition de Doeblin (—,
p- 209 ou Doob, 1953, p. 192),

de la forme «Z,,,=f(Z,)+e,», f bornée et les ¢, nelN, étant des v.a.
indépendantes équidistribuées et de loi équivalente & y (Doukhan et Ghindés,
1980), alors ce processus est géomeétiquement mélangeant et la condition (3.6)
peut s’écrire

nhy?/(log n* ——oo. (3.8

Les théorémes 1, 2 et 3 donnent immédiatement les résultats suivants.

Proposition 1. Si u fixé dans G est un point de continuité pour R on a

P.Co.

R, (W) ———R(). (3.9)

Proposition 2. Si R est continue sur un e-voisinage de G et si K est lipschitzien,
alors on a

sup|R. (1) — R ()] ——=5 0. (3.10)
ueG n—o0

Proposition 3. On suppose que IE est un compact de R* et que Phypothése (3.4)
est satisfaite pour G=1E. Si R est continue sur IE et si K est lipschitzien alors on
a
P.Co.

R,,(Zn_kH,...,Zn)—R(Zn_kH,...,ZH)T_E»O. (3.1
Remarque. 11 est clair que Pensemble des résultats asymptotiques ci-dessus ne
permet pas de répondre 4 la question du praticien: comment choisir au mieux
h, & partir de la suite Z,,...,Z,. Une méthode du type «cross-validation» est
proposée par Collomb (1983a, Appendix) pour ce dernier probléme. Nous
mentionnons enfin le travail de Collomb (1983b) qui donne une extension de
ces résultats au cas d'un noyau K non nécessairement lipschitzien et d’une
suite (h,)y aléatoire définie par la méthode des k points les plus proches.

4. Démonstrations

Les démonstrations des théorémes 2.1., 2.3. sont données dans le sous-
paragraphe 4.2. et les résultats du paragraphe 3 sont prouvés dans le sous-
paragraphe 4.3. Nous donnons auparavant un résultat préliminaire dont la
formulation est indépendante des notations précédemment introduites.
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4.1, Inégalité de Bernstein pour un processus ¢-mélangeant
Le lemme ci-dessous constitue une extension de l'inégalité de Bernstein [cf.

Rényi, 1966, p. 362] au cas de v.a.r. non indépendantes.

Lemme 1. Soit, pour tout n de N, une suite de v.ar. 4,=4,,, icN, vérifiant

nis

EA,=0, |A|<d, E|A|<6 et EA><D, (4.1)

1

et ¢ mélangeantes, la suite {¢,, keIN} étant indépendante de n: on pose

Gp= Z ¢;,  YmeN. (4.2)

i=1

Pour tout nombre ¢>0 et tout entier n on a
gl

C=6(D+45dp,) et c=2e3Veremim (4.4)

2 4

i=1

>8)§ce“”+°‘z”c 4.3)

et ou et m sont respectivement un nombre positif et un entier inférieur d n
vérifiant

amd<1/4. 4.5)
(les nombres o et m, ainsi que d, 6 et D, pouvant dépendre de n).

Remarque. Ce résultat améliore le résultat similaire donné par Bosq (1975) qui
obtient une inégalité¢ de forme analogue & (4.3) mais avec c=a ¢, "™,
0<a, b<oo. Nous notons seulement ici que le lemme 1 donne immédiatement
la loi des grands nombres pour des variables bornées et ¢-mélangeantes, sous
I'unique condition que (¢,)y soit de limite nulle.

Démonstration. On pose

La démonstration du résultat (4.3) relatif a P(|S|>¢) repose sur

lapplication de I'inégalité de Markov a la v.a.r. e
. une majoration de Ee*® qui est obtenue A l'aide d'un raisonnement par
récurrence portant sur les éléments d’une partition de la suite {4,,i=1,...,n}
en deux groupes de sous-ensembles suffisamment peu dépendants entre eux.
La démonstration débute par ce second point.

On désigne par N un entier vérifiant conjointement avec n et m

(*1) 2m(N—1)Zn<2mN,

Pour tout j=1,2 et k=1,...,N on pose

iz
(%2) Aj,k: Z 4;

i— iy
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ou
i =inf[Qk+j-3)m+1,n] et i,=inf[i,+m—1,n]
ainsi que
k
B;,=> A;, avec B, ,=0.
t=1
Ona
S=B; y+By
d’ou il vient
(%3) EeS <2 YEefB v L EefB2™)  avec f=2u.

Nous considérons maintenant, pour tout j=1,2 et k=1,..., N la quantité
E ePBix =E(eﬁBj,k—1 eﬂAj,k)_

En appliquant un résultat bien connu (voir par exemple Billingsley, 1968,
p. 171, £ 20-28) sur I'espérance du produit de deux ¢léments d’une suite de v.a.r.
¢-mélangeantes on obtient

(x4) EefPix<EefPor-1 EePAiny ) EebfPor-t|gflin| &, .

L’hypothése (4.5) sur a, ’égalité f=2u et 'inégalité

A, <md

ameénent
(+5) B4, =7

L’implication «|x|£1/2=>e*<1+x+x?» permet alors d’écrire

AR+ BA; 4+ B2 AT,
et 'inégalité «1 4 x <e*» donne
1+p*EA?, <eFF4x

d’ou il vient, puisque EA;=0, VieN,
(x6) Eefin<ef B4k,

On a d’aprés (x2)

iz iz iz
EA;, =3 EA}+ Y Y Ed;4,.

i=iy i=iy =iy
i Fi

En appliquant aux variables centrées A4; et 4, le résultat général qui a
donné (x4), on obtient

|EA, 4,284,
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d’ou il vient, en tenant compte de (4.2),

EA;,<m[D+4d6¢,,]
qui avec (x6) et (4.4) améne

Ee”AJ"" < eﬁsz/6‘
Cette derniére inégalité et I'inégalité (x4) donnent, en tenant compte de (x5)

(*7) EefPix<wEefBrr-t
ou

W:eﬂsz/G +2 e1/2 ¢m=eﬂ2mcl6(1 + y ¢m)
avec

¥ =2 el/Zﬁﬂsz/G < 2 81/2.
On a donc

Wgepzmc/é (1 +2l/e_ ,)
qui avec (x7) améne
EePBin < PNl (1 121/ e ).

En tenant compte de la partie gauche de (+1) et de la majoration grossiére
«m=n» qui donnent N <3n/(2m), on obtient par (x3)

S x2nC
Ee*Zc,e
ou

31 0g(1+ 21/Fhm)
2m

Co=(142Y/c g, m=c
vérifie, d’aprés I'inégalité «log(l +x)<x Vx=0»,
Co S eV dmim,

On a donc, en considérant la seconde partie de (4.4),
(+8) Ee*<(c/2) &€

Pour achever la démonstration il suffit alors de remarquer que

P(S|>8)<P(S>¢)+P(—S>¢)
et que, d’aprés I'inégalité de Markov,
P(S>¢g)Se Ee*S et P(—S>g)Se “Ee™5,

Puisque les hypothéses du lemme 1 sur les v.ar. 4, ieN, sont également
vérifiées par les v.ar. —4;, ielN, nous obtenons alors grice a I'inégalité (x8) la
majoration (4-3).
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4.2. Démonstration des résultats du paragraphe 2

La définition (2-6) peut aussi s’écrire

T'n(X) :Rl,n(x)/RO,n(x)s

ol pour j=0, 1

R, (x)=n"' Y YIK,(x—X,) avec K,w)=h""K(u/h), VueR?
i=1

i=

(a Tintérieur des démonstrations et en I'absence d’ambiguité le nombre h, sera
noté h).
11 suffit d’écrire

n(x)=r(x)=[R; ,(x)=ERy ,(x))=r()(Ro ,(x)—ER, ,(x))
+(ER, ,(x)—=r(x) ERq ,(x))]/Ro, 4(x)

pour obtenir, en tenant compte de (2.1) et (2.4),

sup [r,(x) —r(x)| <[sup R, ,(x)—ER, ,(x)|+M sup|R, ,(x)—ER, ,(x)|

xeGg xeGg xeGg
+sup |ER, ,(x)—r(x) ER, ,(x)[]/ inf Rq ,(x).
xeGo xeGo

Les propriétés de I'estimateur r, qui sont données par les théorémes 1 et 2
sont une conséquence immédiate de I'inégalité ci-dessus, avec Go=G[resp. G,
={x}] pour le théoréme 2 [resp. 1], et des propriétés de

convergence presque complete vers 0 des deux premiers termes de la somme
entre crochets, établie dans le lemme 3,
minoration asymptotiquement presque complete de inf R, ,(x) par un

xeGg
nombre strictement positif, donnée par le lemme 4,

convergence vers 0 du troisiéme terme (non aléatoire) de la somme entre
crochets, fournie par le lemme 5.

La propriété de convergence presque compléte énoncée dans le théoréme 3
découle de P'inégalité

|7 (T)—r(T)| =sup 7, (x) —r ()|

et du théoréme 2 que 'on peut alors appliquer & G=IE.
Les lemmes 3, 4 et 5 sont des conséquences du résultat préliminaire suivant
obtenu par application du lemme 1 3 la var,

R,(x)=n"! 2": zZ

i=1

K, (x—X)) (4.6)

i

avec Z;=Y, i=1,...,n (cas R,=R, ) ou Z,;=1, i=1,...,n (cas R,=R, ) et
donc

|Z|<M <o, i=1,..,n o M=sup(M,1). (4.7)
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Lemme 2. Soit H une partie non vide de IE. Si (m,)y est une suite entiére
vérifiant (2.9), on a pour tout £¢>0

sup P(IR,(x) — ER, (x)| > &) < age~brhi/mn (4.8)

xeH

pour tout entier naturel n suffisamment grand, a et b étant des constantes
positives indépendantes de n, h, et m,. [ Cette inégalité est précisée par la formule
(4.9) ci-dessous].

Démonstration. Pour tout x fixé dans H on a
R,(x)—ER,(x)= ). 4,

i=1
avee

A=n"'Z,K,(x—X)—En"'Z,K,(x—X), i=1,..,n
On prend alors comme valeurs possibles de d, § et D intervenant dans (4.1)
(1) d=n"'h"P2MK, ©6=n"'2MKI, D=h"n"2M2?*KRKTI.

Ces majorants sont obtenus comme suit: I'inégalité (4.7) et la premiére partie
de (2.7) aménent d'une part

=1 Z,K,(x— X )| < MK/(nh?)
qui donne immeédiatement le choix ci-dessus de d, et d’autre part, pour k=1, 2,

Eln ' Z, K, (x—X)IF<(n= ! MXK/hY L E|h~? K(x— X ,)/h)|
ou
ElhPK(x—X)/h)|=[h™? K((x—2)/h) P (d2) ST K

d'aprés (2.3) et la seconde partie de (2.7). Ces deux derniéres inégalités fournis-
sent la valeur J pour k=1 et la valeur D pour k=2 données dans (+1). On pose

B=(BMK)"' et B=6SM?*KKI

En appliquant alors le lemme 1 & o=pfnh?/m on obtient (aprés avoir
remarqué que (4.5) est vérifiée) par (4.3) et pour tout n de N

sup P(IR,(x)—ER,(x)| > g)<c, e~ "imrem (4.9)
xeH

ou melN, 1<m=<n, et

tle,m)=Ple—Bm *+16p, m~ )] et c, =2e3Ven¢mim

Nous considérons maintenant séparément les deux cas possibles pour la
suite croissante (m,)y satisfaisant (2.9)

premier cas, « My ———> 0B I'’hypothése (2.5) montre alors qu’il existe un

entier n, pour lequel on a

m, ' <ef(4B) et ¢, m;'<e/(64B), Vn=n,,
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d’ou il vient
tle,my)=Pef2, Vnzng;

il suffit de choisir m=m,, YneN, nzn,, dans (49) pour obtenir (4.8), avec
b=pf¢/2, aprés avoir noté que linégalitét c, <a<oo, Vn>n,, provient de
I’hypothése (2.9).

second cas, «3n,, meeN: m,=m,, YneN, n=n,»: I'hypothése (2.5) montre
alors qu’il existe un entier m indépendant de n et satisfaisant les inégalités

mzmy, m-'<el4B), §,m ' Se/(64B).

Ces inégalités aménent
t(e, m)= fe/2

ainsi que, de par la décroissance de la suite (¢,)y et la condition (2.9),
ne,msno, my<A<co, VnelN, nzn,.
En posant b=(f¢&/2) my/m on obtient par (4.9)

sup P(R,(x)— ER,(x)| >¢£) < 2e34Ve g=h#mob - peN, nzn,,
xeH

avec n,=max(m, n,), ce qui prouve (4.8) pour la suite m,=m,, ¥nelN.

Lemme 3. Si la suite (h,)y vérifie (2-8) pour une suite (m,)y satisfaisant (2.9), la
v.ar. R, (x) définie par (4.6) vérifie pour tout x fixé dans G

P.Co.

R,(x)—ER,(x) — 0. (4.10)
Si de plus K est Lipschitzien on a
sup R, (x)— ER,,(0)] —— 0. (4.11)

xeG

Démonstration. En appliquant le lemme 2 & H={x} on obtient immédiatement

Ve>0, Y P(R,(x)—ER,(x)|>&)< Y, aetrii/mn
n=1 n==1
et I'hypothése (2.8) implique la convergence de la série constituant la partie
droite de I'inégalité ci-dessus qui donne alors le résultat (4.10).
Nous prouvons maintenant le résultat (4.11) et précisons dabord
hypothése «K lipschitzien» en disant que K est lipschitzien de rapport (ou
constante) C <o et d’ordre y>0, ce qui permet d’écrire

(+0) |K,(2) =K, (z¥) S Chy PPz —2*[,  Vz z*eR”.
Nous nous fixons un réel a qui vérifie

(x1) a>p/y+ L
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Pour tout n de N nous désignons par {B,, k=1, ...,1,} un recouvrement de G
par [, boules de centres £, k=1, ..., [, et de rayons inférieurs ou égaux a #h;.
Puisque I'ensemble G est borné, il est possible de choisir ce recouvrement de
maniére a ce que pour tout n de N on ait

() L<Lh

ou L est une constante positive indépendante de n (ne dépendant que de G).
Nous posons

(+3) S, (x)=R,(x)—ER,(x), VxeG.

Soit x un point fixé¢ dans G. Il existe alors un point ¢, tel que x appartienne
ala boule B, et on a

(+4) 4G ZIS, () +1S, () 0 S,(x)=S5,(x)~S,(t).

Les formules (x3) et (4.6) montrent que

S,(x)

2

1

=n"1 i Zi[K"(x—Xi)'—Kn(tk_Xi)]—-Enﬁl

2

" Z[K, (x— X))~ Kyt~ X)]

d’ou il vient, en tenant compte de (4.7)

n

IS.CH=Mn~" 3 (1K, (x = X) = K, (t— X))+ E[K,(x = X) = K,,(t, = X))

i=1 l
qui avec (x0) donne
1S, ()| S2M Ch; ®*V |x —t,]".
Puisque #, a été choisi de maniére a ce que la boule B, contienne x, on a

[x —t,|<h:, d’ow il vient
1S, (I S2M Chir 7+,
Cette majoration indépendante de x, linégalité (1) et Phypothése
hn—n—_m—%) lmpllquent

sup |S, (x)| — 0  (convergence certaine).
xeG e

Ce dernier résultat et I'inégalité («4) montrent que pour prouver (4.11) il
suffit de prouver
(+5) max S, ()~ e 0.

k=1,....In

Pour tout ¢>0 on pose

ﬁnzP( max |Sn(tk)|>8)
k=1,..,1,
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b= l P(iS,(t))| > &) =1, sup P(S,(x)|>¢)
k=1 xeG

3

i

d’ou il vient, en appliquant le lemme 2 & H=G et en tenant compte des
inégalités (x1) et (x2)

ﬁngaLh;”“ +ply) o~ buhBimy
L’hypothése (2.8) sur h, implique d’abord
e MHMn=p Tt ou p——— 0
et ensuite 'existence d’'une constante § pour laquell on a
(mh®)~¢<d ot m=1+p/y
pour n assez grand. 1l s’ensuit 'inégalité

. B,<aLdén®~b"
qui donne

o0
Y B,<co
n=1

et donc (5), ce qui achéve la démonstration du lemme.

Lemme 4. Dans U'énoncé du lemme 3 on peut remplacer (4.10) et (4.11) par

35>0: Y PR,y (x)8)< o0 (4.12)
n=1
et
36>0: Y P(inf R, ,(x)<d)< cc. (4.13)
n=1 xeG

Démonstration. On a pour H={x} ou G

(x1) inf R, ,(x)2 inf ER, ,(x)—sup|R, ,(x)—ERg ,(x)}.
xeH xeH xeH ’

Pour tout x de H
ER, ,(x)=n"') EK,(x—X)
i=1

i

peut s’écrire

ER, ,(9=n""Y, [h7? K(x—2)h) B (d2)

L’hypotheése (2.2) et la derniére partie de (2.7) donnent alors
30>0, 3n,>0: ER, ,(x)20[K(z2)dz>0. VxeH, VneN, n>n,.

Cette derniére minoration, I'inégalité (1) et le résultat (4.10) [resp. 4.11] sur
R,=R, , aménent immédiatement le résultat (4.12) [resp. 4.13]: il suffit par
exemple de choisir =0 K(z)dz/2.



Convergence presque complete du prédicteur & noyau 457

Lemme 5. Si la fonction r est continue au point x on a
|ER; ,(x) —r{x) ER¢_,(x)| ——0, (4.14)
et si elle est continue sur un e-voisinage de G on a

sup|ER ,(x)—r(X) ER, ,(x)| - ——0. (4.15)

xeG

Démonstration. On remarque d’abord que la premiére (on pose alors {x}=G) et
la seconde (r est alors uniformément continue sur un e-voisinage de G)
hypothése sur r permettent d’écrire

(x1) Va>0, 3,>0: |lu—x||Z,, Ir(u)—r(x)|<a, YxeG, B, indépendant de x
ol | .| est la norme de R?.

Pour tout x de G on a

(%2) ERl,,,(x)—r(x)ERO,,,(x):n*1 i 7, (%)
i=1

- 1) =E(Y,— () K ,(x — X )= E(EY/X )~ r(x)) K, (x — X))
vérifie d’aprés la définition (2.1)

Lo 0)=ErX)—r(x)K,(x—X), i=1..,n
L’hypothése (2.3) sur la loi de X; améne
(+3) I T [ 1) —r (O B2 | K (x—u)/h)| dw.

L’hypothése (2.4), qui implique [r(.)—r(x)|£2M, V xeG, et la formule (x1)
montrent que pour tout ¢>0 on a

) =N S ol sy ot 2M Lumsy >0 VX6, Vuek,

ou f, est indépendant de u et x. Le changement de variable t=(x —u)/h dans
I'intégrale figurant dans 'inégalité (+3) et la majoration ci-dessus aménent

I, NSl [ 1 2y | KOOI dE+2MT [ 1y g, [ K O] dit
qui avec (2.7) donne
(+4) |r, ()| Sal K+2MTy,(h)
ou y,(.) est une fonction positive satisfaisant
(x5) Valt) — 50

La majoration (x4), indépendante de x, et I’égalité (x2) permettent d’écrire

(x6)  Va>0, |ER, ,(x)—r(x)ER, ,()|Sal K+2MIy,(h), VxeG.
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¢e qui prouve (4.14) et (4.15) puisque on a alors

Ve>0 IneN:Va>ngsup|ER, ,(x)—r(X)R, ,|Ze.
xeG

11 suffit en effet de choisir a=¢/(2I'K) dans (+6) et d’utiliser (x5) qui montre que
An,eN:Vau>ng, p,(h)<edrM)™!

puisque (k) est de limite nulle.
4.3. Démonstration des propositions 1, 2 et 3 du 3° paragraphe

On applique les théorémes 1, 2 et 3 du paragraphe 2 aux couples
Xi=[Zi= "'7Zi+k—1]’ }/;=g(Zi+k+s—1)7 ViE]N;

et, pour la proposition 3 a T=[Z, ,,,,...,Z,], avec p=kgq ainsi que R=r, y
et I' définis par (3.4 et 3.3), M bornant la fonction |g(.)|, et

(+1) b=d;_, sij>t, 1 sijsg,
ou ¢, représente ici le terme ¢, introduit dans le paragraphe3 et ou
t=k+s—1.

Il suffit en effet de remarquer d’abord que la condition de ¢-mélange sur
(Z )n implique que le processus (U, )y défini par

Ui=[Zi’Zi+19"'7Zi+t]a VIEN

est ¢g-mélangeant avec (¢, )y défini par (x1), et ensuite que pour tout n de N, les
tribus engendrées par {U,, i<n} et {U,, i=n} sont respectivement identiques
aux tribus engendrées par {(X,, ), i<n} et {(X,, Y, i=n}.

On constate alors que la majoration (3.2) donne immédiatement (2.5) et que
I'hypothése (3.6) concernant les suites (¢,)y et (h,)y implique que I'’hypothése
(H) est vérifiée par cette méme suite (h,)y, conjointement avec la suite (¢, ).
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