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Summary. Let (Z,) N be a @mixing process which is valued in IE c IR q, g be 
a real measurable function defined on IE, s and k be two positive integers. 
We suppose the existence of a function R satisfying R(.)  
= E (g (Z ,  + s ) / [Z ,_  k + 1, . " ,  Z , ]  = .  ), V n ~ N, n > k, and estimate the function R 
from a sequence {Zz, i =  1 . . . . .  n} by R, with 

11--8 

g (Z, + s) K ([u - (Z~_ k + 1 ' ' " ,  Z,)] h# 1) 
R , (u )  - i=k V u e  lE k, 

n - - s  

~, K(Eu - - ( Z i - k +  1, " ' ,  Z i ) ] h ;  1) 
i = k  

where K is a kernel of IR kq and h,e]R, h ,>0 .  We give various conditions, 
on both the sequences (h,)~ and the sequence (~b,)~ which is associated with 
(Z,)~, for the two following properties: uniform complete convergence to R 
for the functional estimator R,  and complete convergence to 0 for the real 
random variable R , ( Z , ~ _ k + a , . . . , Z , ) - - R ( Z n _ k +  1 . . . . .  Z,) .  This last result 
concerns the predictor R,(Z,_k+ 1 . . . . .  Z,) of g(Z,+s) from {Zi, i = 1  . . . . .  n} 
when the process (Z,)N is stationary and markovian of order k. 

These results are proved here for a more general problem: estimation of 
a regression E ( Y / X )  from {(Xi ,  Y~), i=  1, .. . ,  n} when these couples are not 
independent. We also give a lemma which is an extension of the Bernstein 
inequality to the case of @mixing r.r.v. 

1. Introduction 

On d6signe par (d.,)~ un processus dont l 'espace d'6tats est une partie mesura- 
ble lE o de P, et on consid6re le probl6me de la pr6diction de iN+ 1 a partir de 
la suite {~i, i = 1  . . . . .  N}. On suppose que ce processus (~,)~ n'est assujetti 
aucune hypoth6se permettant  d'utiliser des m6thodes param&riques: les 
hypothases que nous introduirons ultdrieurement seront uniquement des 
hypoth6ses de r6gularit6 tr6s g6ndrales. 
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On cherche alors ~t ((estimer)>, fi partir de la suite {~, i=  1 . . . .  , N}, la v.a.r. 
E(~N+J~a, . . . ,~N)  qui, lorsque (~,)N est markovien d'ordre k, est 6gale ~t 
P(~N-k+ 1, -" ,  IN) Off p est la fonction d6finie sur lEk o par 

p(u I . . . .  , Uk)=-E(~N+I/[~.N_k+ 1 =U 1 . . . . .  ~N = Uk]), V uelE~. (1.1) 

Une pr6diction de ~N+I est alors donn6e par la v.a.r. PN(4N-k+I, " ' , iN )  
appel6e prhdicteur et d4finie /t l'aide d'un estimateur PN de la fonction p: 
l'estimateur fonctionnel PN que nous consid4rons ic ies t  d6fini, pour tout u de 
IE~, par [dans toutes les d6finitions de ce type nous convenons que 0/0 = 0] 

N - 1 /N --_~ 
p~(u) = ~'. ~i+1 K ( ( u -  [-~,-k+l . . . .  , ~i])/h) K ( ( u -  [~i-k+ > " ' ,  ~iJ)/h) 

i=k i 
(1.2) 

off h est un nombre strictement positif d4pendant uniquement de N e t  K est un 
noyau - sa d6finition figure plus bas - de ~k. 

Nous donnons, pour un probl4me de prediction un peu plus g6n4ral (par 
exemple lE o c lR q, q>  1) que celui qui vient d'Stre introduit, les propri~t6s de 
convergence presque complSte suivantes: 

P .c%0 . P.Co. 
suPlp~(u) -p(u) l  N+~ et IjON(~N_k+I . . . . .  eN)--jO(~N_k+ 1 . . . .  , ~ N ) I ~ - ~ O ,  
uEG 

(1.3) 

off G est un compact de IE~, avec h = h N vSrifiant des propriSt6s asymptotiques 
peu restrictives. 

Ces rSsultats sont donnSs darts le paragraphe 3, dont la lecture peut etre 
effectuSe indSpendamment de celle des autres paragraphes. Ces propriSt6s de 
convergence sont obtenues presque directement/t  partir de th6orSmes g6nSraux 
5noncSs darts le paragraphe 2 et donnant les propriStSs semblables h (1.3) pour 
un estimateur analogue de la rSgression r ( . ) = E ( Y J X i =  .), lorsque les couples 
al~atoires (Xi, Y/), i=  1 .. . .  , n ne sont pas nScessairement indSpendants. 

I1 suffit en effet de poser 

n = g - k  et (Xj, Y~)=([{j, " " , ~ j §  ~j+k), j = l  . . . .  ,n, (1.4) 

pour voir que l'estimateur (1.2) s'~crit alors 

pN(u)= Y i K ( ( u - X , ) / h )  K((u-X~) /h) .  (1.5) 
i = i  i= 

On retrouve l~t la d6finition de l'estimateur ~t noyau de la r6gression: cet 
estimateur non param6trique a 6t6 abondamment 6tudi6 - nous renvoyons 
Collomb, 1981, pour une revue bibliographique - lorsque les couples (Xi, Yi), i 
= I, 2 ..... sont ind6pendants et 6quidistribu6s. II est clair que dans bon nombre 
de problSmes de Statistique Appliqu6e ces hypotheses d'ind6pendance et 
d'6quidistribution ne sont pas vbrifi6es, alors que peuvent ~tre plus acceptables 
des hypothbses d'ind6pendance asymptotique et de distributions non identiques 
mais poss6dant la m~me fonction de r6gression. Cette remarque justifie le fait 
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que les r6sultats obtenus pour l'estimateur de r6gression (1.5) - notation 
simplifi6e par (1.4) de (1.2) - sont 6nonc6s (dans le paragraphe 2) 
ind6pendamment du problbme de pr6diction qui est ici ~ l'origine de son 6tude. 

Les r6sultats des paragraphes 2 et 3 sont prouv6s dans le paragraphe 4, au 
d6but duquel est donn6 un lemme g6n6ralisant l'in6galit6 de Bernstein au cas 
de v.a.r. ~b-m61angeantes. 

Remarques prdIiminaires et bibliographie sur la prddiction non paramOtrique 

Les travaux relatifs ~ la pr6diction non param6trique concernent en g6n6ral le 
cas d'un processus (~n)N stationnaire et markovien: (1.1) est alors satisfaite pour 
tout N de N et les ~i, ieN,  sont 6quidistribu6es. 

L'estimateur PN d6fini par (1.2) a 6t6 propos6 par Watson (1964, p. 369-370) 
propos d'un probl6me de pr6vision m6t6orologique (~i =<<temp6rature au jour 

i>>). Roussas (1969), pour k=  1 et u fix6, montre la convergence en probabilit6 
de pN(u). Doukhan et Ghind6s (1980, 1983 avec une d6finition voisine de 1.2) et 
Collomb et Doukhan (1983, avec 1Eo=lRq, q > l )  par une technique de 
d6monstration diff6rente de celle utilis6e ici, obtiennent une majoration de 
limite nulle pour E[pN(u)-p(u)[ 2, u fix6, ainsi que de ~EipN(u)-p(u)[2m(u)du 
off m est une fonction positive donn6e a priori: ces r6sultats apportent une 
information sur la vitesse de convergence du pr6dicteur PN' Robinson (1983) 
s'int6resse fi la loi limite de v.a.r, associ6es/t pN(u); des r6sultats semblables /l 
ceux des deux derniers articles cit6s sont obtenus par Yakowitz (1983). Les 
propri6t6s en un point fix6 d'estimateurs analogues /t PN sont donn6es par 
Georgiev (1983a, 1983b) et Yakowitz (1979a, 1979b), nous mentionnons enfin 
les travaux de Banon (1978), Nguyen et Pham (1981) et Pham (1981) qui, pour 
des probl6mes d'estimation diff6rents mais voisins de celui abord6 ici, donnent 
les propri6t6s de convergence ponctuelle de divers estimateurs r6cursifs. 

I1 est 6vident que PN, en tant qu'estimateur de la fonction d'autor6gression 
p, constitue un outil pour la connaissance du processus (~n)N et donc que 
l 'obtention de propri6t6s de convergence (ponctuelle ou en norme) pour l'esti- 
mateur fonctionnel PN pr6sente un int6r~t certain. Cependant une telle appro- 
che du probl~me de la pr6diction n'est pas enti~rement satisfaisante. I1 est clair 
en effet, pour k = l  par exemple, que le probl6me << naturel >> de la pr6diction 
n'est pas celui de l'estimation de p(u) pour u fix6 ou de p(.)  sur un sous- 
ensemble de lE o, mais que le problbme << naturel >> est celui de <<l'estimation>> de 
la v.a.r. P(~N) off ~N est par nature une v.a.r, non ind6pendante de ~i, 
i=1  .. . .  , N - 1 .  

Bosq (1983a, 1983b) 6tudie la quantit6 EI~N(~N)--p(~N)[ 2 pour une classe 
tr6s vaste - contenant en particulier le pr6dicteur ~ noyau PN(~N) - de 
prddicteurs non param6triques ~5 N mais suppose connue la loi de ~1. Collomb 
(1980, 1983a) 6tudie cette marne quantit6 lorsque PIN est le pr6dictogramme, 
dont la d6finition est analogue fi celle de l 'histogramme ou du r6gressogramme: 
le probl6me trait6 dans ce dernier article est identique/t  celui qui est introduit 
ici dans le paragraphe 3. Notre pr6sent travail donne des r6sultats concernant 
simultan~ment l'estimateur fonctionnel PN et le pr~dicteur PN(~N-k+ ~ . . . . .  ~N)' 
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Bien que les r6sultats obtenus concernent le cas d'un processus (~,)N non 
n6cessairement markovien, il est clair que le cas markovien constitue un 
domaine privil6gi6 d'application de ces r6sultats. Le mod61e non param6trique 
ainsi introduit s'oppose alors aux mod61es param6triques classiques (notam- 
ment autor6gressifs, du type ARMA par exemple): ce probl6me du choix du 
mod61e en analyse de s6ries temporelles n'est pas abord6 ici. Un exemple de 
discussion sur ce probl6me est donn6 par Yakowitz (1979a) ~ propos de 
ph6nom6nes hydrologiques, pour lesquels la validit6 d'un mod61e non 
param6trique markovien est mise en 6vidence. Enfin nous terminons cette 
br6ve revue bibliographique en mentionnant les 6tudes par simulation 
effectu6es par Kalaidjian (1981), Bosq (1983 a) et Doukhan (1983). 

2. Principaux r6sultats 

Soit (Xi, Y~), i=  1, 2 . . . . .  un processus dont l'espace d'6tats est (IE x ~ )  o/l IE est 
un bor61ien non vide de IRP, p <  oe. On suppose l'existence d'une fonction r 
d6finie sur IE telle que 

E(Y~/Xi) = r(X,), V ieN,  (2.1) 

en notant que cette condition est satisfaite d6s que (X~, Y~), JaN est un proces- 
sus stationnaire. 

On dhsigne par G u n  compact de IE et on suppose que 

2>0 :  P(X~B)>TI~(B), VieN,  V B ~ ,  (2.2) 

o/l d est un e-voisinage de G dans IE et /~ est la mesure de Lebesgue sur IR p. 
En outre les v.a. X iet Yi, i = 1, 2, . . . ,  sont assujetties aux hypoth6ses 

~ F < o e :  P(X~eB)<F#(B), Vi~N, ~'BeN E (2.3) 

i.e. la loi Px, de X i est uniform6ment (pour tout i de N) absolument continue 
par rapport ~t la mesure de Lebesgue sur IE, et 

? M < o o :  I Yi] < M, Vi~N. (2.4) 

Enfin, on d6signe par (qS,)~ une suite r6elle telle que le processus {U~ 
=(Xi, Yi), i~N} v6rifie 

(M) pour tous entiers n e t  k positifs on a[P(Ac~B)-P(A)P(B)I<(a,P(A) pour 
tout 6v6nement A [-resp. B] appartenant tt la tribu engendr6e par la suite 
Ui, i=1  . . . . .  k [resp. U~, i = n + k ,  n + k + l , . . . ] ,  la suite (0,)~ 6tant prise 
d6croissante. 

et on suppose que cette suite satisfait 

~b. ---+0 (2.5) 
n ~ o o  

[(X~, Y~), i~N, est @m61angeant au sens de Billingsley, 1968, p. 164]. 
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On consid6re l'estimateur r, de r d6fini, pour tout x de IE, par 

1", (x) = Y~ K ((x - X,)/h,) K ((x - X,)/h,), V n e N, (2.6) 
i=1 i= 

off (h,)~ est une suite r6elle strictement positive de limite nulle et K est un 
noyau de IR p, c.~.d, une fonction de N p satisfaisant 

IK(.)I </~< oo, [.IK(z)ldz=g<~, 
Iz l~K(~)-- - - - -~O et S K ( z ) d z > O .  (2.7) 

Nous donnons d'abord un r6sultat de convergence ponctuelle. 

Th6or~me 1. Si la suite (h,)~ vdrifie conjointement avec (~,)~ l'hypothOse 

(H) n h~/(m, log n) ,~oo ' oe (2.8) 

off (m,) Nes t  une suite entiOre croissante vdrifiant 

3 A < c ~ ' n ~ , / m , < A ,  l < m , < n ,  Vn~N, (2.9) 

alors ot.1 a 

P. Co, r , , ( x ) ~ r ( ~ )  (2.10) 

dos que x f ixO dans G est un point de continuit~ pour r. 

Nous 6nongons maintenant une propri6t6 de convergence uniforme. 

Th~or+me 2. Si le noyau K est lipschitzien et si la condition (H) est satisfaite, 
alors on a 

P ,  Co .  
sup Ir , (x)-r(x)]  ,0  (2.11) 
x E G  ?1~ O0 

dos que r e s t  continue sur un e-voisinage de G dans IE. 

Enfin on donne une premi6re application du th6or6me 2. 

Th~or+me 3. Lorsque IF. est un compact de 1R p e t  (2.2) est satisfaite pour G =  IE, 
alors, si (H) est vOrifide, K lipschitzien et r continue sur IF. on a 

r , ( r ) -  r(T)-  e'c~ (2.12) 
n ~ o o  

pour route v.a. T - par exemple T = X , + a  - dt valeurs darts IE. 

Ces r6sultats appellent les remarques suivantes. 

Remarque 2.1 (l'hypoth6se (H) sur (h,)~ et (~b,)~). L'hypoth6se eonjointe sur (h,)N 
et (~b,)~ qui est d6finie par (H) est satisfaite d6s que l'une des trois hypotheses 
ci-dessous est v6rifi6e 

(H1) le processus (Xi,  Yi), i ~ N ,  est m-d6pendant (i.e. q~i=0, Vi>=m) 
et nhP/Log n , ~ - ~  ~ (i.e. on peut choisir (m,)~q constante). 
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(H2) le processus (X~, Yi), iEN est g6om6triquement m61angeant 
(i.e. ~p>0 ,  a>0 ,  p < l ,  a < o e :  On<ap n, Vn~N) et nh~/(Logn) 2- , o9, 

n ~ o o  

(H3) 3w>l,a>O:4),<an-~,Vn~Netnh~,/(nl/(l+W)Logn) ,oo. 
n ~ o o  

Par ailleurs on note que les r6sultats consid6r6s ici donnent un support 
math6matique aux consid6rations intuitives suivantes: le nombre h, doit atre 
pris d'autant plus grand que la d6pendance entre des couples 61oign6s est 
grande. 

Remarque 2.2 (v,a. ind6pendantes 6quidistribu6es). Lorsque les couples (X~, Y~), 
i=  1, ..., n sont ind6pendants (ou 0-d6pendants) et 6quidistribu6s, (2.1) est satis- 
faite (par 2.4) et le probl6me de l'estimation de res t  alors le probl6me classique 
de l'estimation de la r6gression. Dans ce cas particulier: 

les propri6t6s (2.10) et (2.11) de l'estimateur r, ont 6t6 6tudi6es par de 
nombreux auteurs, dont les r6sultats sont am61ior6s par les th6or6mes 1 et 2 ci- 
dessus off l'hypoth~se (H) sur (hn) Nest  remplac6e par (H1): Nadaraya (1970), 
Schuster et Yakowitz (1979), Cheng et Taylor (1980) Mack, et Silverman (1982) 
obtiennent (2.10) ou (2.11) avec sur (h,) N des hypoth6ses plus restrictives (du 
type nt-~hP, , ~ ,  o% avec ~>0) que (HI). 

l'hypoth6se nhP/Logn ~oo a 6t6 introduite par Devroye (1979; 1981, 
n ~ o o  

p. 1317) qui donne un r6sultat tr6s voisin du th6or6me 1 et Collomb (1976, 
1979) qui obtient les r6sultats (2.10) et (2.11) sans supposer que [Y~[ est born6e 
(seulement une hypothase <<locale>> relative aux fonctions E(e~Y~/x~), eelR, sur 
un e-voisinage de G) et qui montre que l'hypoth6se (H1) sur (h,) N est une 
condition n6cessaire pout (2.11). Apropos  de ce dernier r6sultat de convergen- 
ce uniforme nous mentionnons 6galement les travaux de R6v6sz (1979), 
Johnston (1982) et Liero (1982) relatifs ~ la loi limite de v.a.r, analogues 
(2.11), en notant que ces travaux mettent en oeuvre des techniques de 
d6monstration (assez diff6rentes de celles utilis6es ici) d6velopp6es dans le 
r6cent ouvrage de Cs/Srg6 et R6v6sz (1981). 

le r6sultat (2.12) appliqu6/t une v.a. T ind6pendante de (X~, Yi), i=  1, ..., n e t  
ayant m6me distribution que X~ est une extension de la propri6t6 de conver- 
gence universelle (i.e. 2.12 avec ~<P.Co>> remplac6 par <<en norme Lp, p>l>>) 
6tablie par Devroye et Wagner (1980) et Spiegelman et Sacks (1980). 

Remarque 2.3 (cas d'un processus markovien). Un probl6me <<natureb> d'estima- 
tion de r6gression dans lequel les v.a. (X i, Y), i=  1 . . . .  ,n sont 6quidistribu6es 
mais non ind6pendantes est le suivant: estimer E(YffX~) lorsque le processus 
(X,, Y,), n~N, est stationnaire et markovien. 

Une question <~naturelle>> est alors la suivante: pour quelles suites (m,)~ la 
condition (2.9) est-elle alors satisfaite? Rosenblatt (1971) montre que si le 
processus (X,, Y,), hEN, v6rifie la condition de L v norme ( - ,  p. 206) pour p = 1 
ou oo ou la condition de Doeblin ( - ,  p. 209 ou Doob, 1953, p. 192), alors (2.9) 
est satisfaite pour toute suite enti6re (m,)~ v6rifiant m,> logn ,  V nEN (cas H2 
de la remarque 1). 
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3. Applications ~i la pr6diction 

Soit ( Z . ) . ~  un processus (non n6cessairement stationnaire ou markovien) dont 
l'espace d'6tats est (IE1, BE~ ) o/l IE 1 est un bor61ien non vide de IR q, q < oo. On 
d6signe par k et s deux entiers positifs et par g une fonction mesurable born6e 
d6finie sur lea. 

On suppose que 

il existe une fonction R d6finie sur IE = 1El et telle que 

R(Z~_k+ ~ . . . . .  Z~)=E(g(Z~+~)/[Zi_k+ ~ . . . . .  Z~]), ViEN, i = k ,  
(3.1) 

et on consid6re le probl6me de l'estimation, ~t partir de la suite {Zi ,  i =  1 . . . .  , n}, 

de la fonction R et de la v.a.r. R ( Z , _ k +  1 . . . . .  Zn). 

I1 est clair que ce probl6me est 6troitement li6 /t celui de la pr6diction: on 
sait en effet que le meilleur (pour une fonction de perte quadratique) pr6dicteur 
de g(Z~+~) ~ partir des Zi ,  i =  l . . . .  ,n est E ( g ( Z . + J [ Z  1 . . . . .  Z.]) 
= R ( Z . - k +  1 . . . . .  Z . )  lorsque (Z.)~ est markovien d'ordre k. 

On suppose en outre que le processus (Z.), n~N, est @m61angeant, en ce 
sens que { U i = Z i ,  i sN} v6rifie (M) avec 

q S . . ~  ,0. (3.2) 

On remarque tout de suite que lorsque (Z,), neN,  est strictement stationnaire 
et m61angeant au sens de la th6orie ergodique (voir Bradley, 1980, th6or6me 1) 
cette condition est r6alis6e d6s que 

3 n e N :  q~.< 1. 

Enfin, ce processus (Zn) ~ est 6galement assujetti aux hypoth6ses 

3 F <  re: P([Z~_k+, , . . . ,Zi ]~B)<F#(B) ,  Vi~N, i > k  V B e N  E (3.3) 

et, pour un compact G de IE, 

3 7 > 0 :  P([Z~_k+ ~ . . . . .  Z ~ ] 6 B ) > 7 # ( B ) ,  VieN, i > k  V B ~ N ~  (3.4) 

off G est un e-voisinage de G dans 1E. 
On consid&e l'estimateur R. de R d6fini, pour tout t de IE, par 

n - - s  

g ( Z ~ +  ~ ) K ( ( t  - [ Z , _ k  + 1 . . . .  , Zi])/h,, ) 
R.( t )  = i= k 

? t - - s  

K ( ( t - - [ Z i _ k + i  . . . .  , Zi])/h.) 
i = k  

(3.5) 

od K est un noyau - fonction de N kq satisfaisant (2.7) - et (h,)~ est une suite 
r6elle strictement positive de limite nulle v6rifiant conjointement avec la suite 
(~.)N 

nh~q/(m. Log n ) ~ . ~  ~ , ov (3.6) 
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o6 (m,) Nest une suite enti&e croissante v6rifiant 

3 A < o e "  n (o , , , /m ,<A,  m,~[-1,...,n], VneN. (3.7) 

On remarque que lorsque le processus (Z,) Nest 
strictement stationnaire, markovien et v&ifie la condition de norme Lp de 

Rosenblatt (1971, p. 206-211) pour p =  1 ou o9, off la condition de Doeblin ( - ,  
p. 209 ou Doob, 1953, p. 192), 

de la forme <<Z,+I=f(Z,)+e,>>, f bornOe et les ~,, n~N, &ant des v.a. 
indOpendantes 6quidistribuOes et de loi 6quivalente ~ # (Doukhan et GhindOs, 
1980), alors ce processus est gOomOtiquement m61angeant et la condition (3.6) 
peut s'Ocrire 

nh~q/(logn) 2 --,oe. (3.8) 

Les thOorOmes 1, 2 et 3 donnent imm6diatement les rOsultats suivants. 

Proposition 1. Si u f ixO dans G est un point de continuitd pour R on a 

P. Co. 
R, (u)-~2--~ R (u). (3.9) 

Proposition 2. Si R est continue sur un e-voisinage de G et si K est lipschitzien, 
alors on a 

P. Co. 
sup I R , ( u ) -  R(ull ,0. (3.10) 

Proposition 3. On suppose que IE est un compact de Rkq et que l 'hypoth&e (3.4) 
est satisfaite pour ~ = IE. Si R e s t  continue sur IE et si K est lipschitzien alors on 
a 

P. Co. 
Rn(Z ,_k  + ~ . . . . .  Z , ) -  R (Z ,_k+  ~ . . . . .  Z , )  ,~  , O. (3.111 

Remarque. I1 est clair que l'ensemble des r6sultats asymptotiques ci-dessus ne 
permet pas de r6pondre ~ la question du praticien: comment choisir au mieux 
h, ~t partir de la suite Z1, . . . ,Z, .  Une m6thode du type <<cross-validation, est 
propos6e par Collomb (1983a, Appendix) pour ce dernier probl6me. Nous 
mentionnons enfin le travail de Collomb (1983b) qui donne une extension de 
ces r6sultats au cas d'un noyau K non n6cessairement lipschitzien et d'une 
suite (h,) N al~atoire d6finie par la m6thode des k points les plus proches. 

4. D6monstrations 

Les d6monstrations des th6or6mes 2.1, 2.3. sont donn6es dans le sous- 
paragraphe 4.2. et les r6sultats du paragraphe 3 sont prouv6s dans le sous- 
paragraphe 4.3. Nous donnons auparavant un r~sultat pr61iminaire dont la 
formulation est ind6pendante des notations pr6c6demment introduites. 
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4.1. IndgalitO de Bernstein pour un processus 4-m~langeant 

Le lemme ci-dessous constitue une extension de l'in6galit6 de Bernstein [-cf. 
R6nyi, 1966, p. 362] au cas de v.a.r, non ind6pendantes. 

Lemme 1. Soit, pour tout n de N,  une suite de v.a.r. Ai=A, i ,  iEN, vOrifiant 

EAI=O, [Nil<d, E[Ai[<6 et E A { < D ,  (4.1) 

et 0 m~langeantes, la suite {4k, kEN} &ant ind@endante de n" on pose 

~ =  ~ ~bi, Vm~N. (4.2) 
i = 1  

Pour tout hombre e > 0 et tout entier n on a 

off 

 43, 

C = 6 ( D + 4 6 d ~ m )  et c = 2 e  3~"4~m/"~ (4.4) 

et oit et m sont respectivement un hombre positif et un entier inf~rieur ~ n 
vdrifiant 

c~md__< 1/4. (4.5) 

(les hombres c~ et m, ainsi que d, 3 et D, pouvant d@endre de n). 

Remarque. Ce r6sultat amhliore le r4sultat similaire donn6 par Bosq (1975) qui 
c~ e bn/m obtient une in6galit6 de forme analogue /~ (4.3) mais avec c = a y  m , 

0 < a, b < oe. Nous notons seulement ici que le lemme 1 donne imm6diatement 
la loi des grands hombres pour des variables borndes et q~-m41angeantes, sous 
l'unique condition que (qS,) N soit de limite nulle. 

DOmonstration. On pose 

S = ~ A  i. 
i = 1  

La d6monstration du r6sultat (4.3) relatif h P(IS[ > ~) repose sur 
l'application de l'in6galit6 de Markov ~ la v.a.r, e ~s 
une majoration de E e ~s qui est obtenue ~ l'aide d'un raisonnement par 

r6currence portant sur les 616ments d'une partition de la suite {Ai, i=  1 . . . . .  n} 
en deux groupes de sous-ensembles suffisamment peu d6pendants entre eux. 
La d6monstration d6bute par ce second point. 

On d6signe par N u n  entier v6rifiant conjointement avec n e t  m 

(.1) 2 r e ( N -  1)<n < 2mN. 

Pour tout j = 1, 2 et k = 1 . . . .  , N on pose 

(*2) 
i2 

Aj, k= s dl 
i=i i  
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off 

ainsi que 

On a 

d'ofi il vient 

i ~ = i n f [ ( 2 k + j - - 3 ) m + l , n ]  et i 2 = i n f [ i l + m - - l , n  ] 
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k 
Bj,  k=  2 Aj ,  t avec Bj, o = 0 .  

t = l  

S = B 1 , N + B 2 , N  

(*3) Ee=S<2-1 (EeaB* ,N+Eee~=," ) ,  avec f i = 2 e .  

Nous  consid6rons maintenant ,  pour  tout  j = 1, 2 et k = 1 . . . .  , N la quanti t6 

E e ~RJ, ~ = E(e  pB~, ~- ~ e ~Aj, ~). 

En appl iquant  un r6sultat  bien connu (voir par  exemple  Billingsley, 1968, 
p. 171, f. 20-28) sur l 'esp6rance du produi t  de deux 616ments d 'une suite de v.a.r. 
~b-m61angeantes on obt ient  

(* 4) E e asJ, ~ < E e abe, ~ -~ E e  #Aj, k + 2 E e ~ . . . . .  II e~aJ' k II oo ~)m" 

L'hypoth6se  (4.5) sur c~, l'6galit6 f l = 2  c~ et l 'in6galit6 

[Aj, k l < m d  

am6nent  

(,5) I~Aj, kl~�89 
L' impl ica t ion  << Ixl _-< 1/2 ~ e x_5_ 1 + x + x 2 >~ permet  alors d'6crire 

e•aJ, k <= 1 + flAj, k + f12 Aj2,k 

et l'in6galit6 << 1 + x < eX>> donne 

2 2 EA. l + fl2 EAj2k < e  ~,k 

d'ofi il vient, puisque E A t = 0 ,  ViCN,  

E e aAj, k < eB2EA~,~. (*6) 

On a d 'apr6s (,  2) 

En  appl iquant  aux 
donn6 (*4), on obtient  

12 12 i2 

 Aj ,k = E I2 2 EA/Ai, 
i=i l  i=i l  i '=i l  

i ' * i  

variables centr6es A i e t  A v le r6sultat g6n6ral qui a 

lEA i Av[ < 2 (3d~li_i, I 
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d'ofi il vient, en tenant compte de (4.2), 

EAj2k <= m [D + 4 d6~o,,] 

qui avec (* 6) et (4.4) am6ne 

E e#As, ', < e32mC/6. 

Cette derni6re in6galit6 et l'in6galit6 (,4) donnent, en tenant compte de (*5) 

(*7) 

of 1 

avec 

On a donc 

E e pBs'~ ~ wE e ~Bj,~- 

W = e ~2mc/6 -t- 2 e 1/20m = e#ZmC/6( 1 -t- ~ Ore) 

;J = 2 e 1/2 -'82 mC/6 ~ 2 e 1/2. 
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w<eP~mc/6 (l + 21/~ 4,,) 

3n 3n 

Co = (1 + 2 1 / ~  4 m ) ~  = e ~1~ + 2 v~m~ 

v6rifie, d'apr~s l'in6galit6 << log(1 + x) < x V x => 0~>, 

Co __< e 3 ~-n 4~r./m. 

On a donc, en consid6rant la seconde partie de (4.4), 

(* 8) E e ~s < (c/2) e ~nc 

Pour achever la d6monstration il suffit alors de remarquer que 

P ( I S I > O < P ( S > O + P ( - S > e )  

et que, d'apr6s l'in6galit6 de Markov, 

P ( S > e ) < e - ~ E e  ~s et P ( - S > O < e - ~ ' E e  -~s. 

Puisque les hypoth6ses du lemme 1 sur les v.a.r. A~, iEN, sont 6galement 
v6rifi6es par les v.a.r. -A~, ieN, nous obtenons alors grfice ~t l'in6galit6 (.8) la 
majoration (4-3). 

off 

qm avec (. 7) am6ne 

E eP'J, ~ < e p2N"c/6 (1 + 2 lfe 4 j .  

En tenant compte de la partie gauche de (.1) et de la majoration grossi6re 
<( m __< n)> qui do nnent N __< 3 n/(2 m), on obtient par (. 3) 

Ee~S ~Co e ~2nc 
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4.2. D~monstration des rksultats du paragraphe 2 

La d6finition (2-6) peut aussi s'6crire 

r.(x) =n~,.(x)/Ro,.(x), 
off pour j = 0, 1 

Rj,,(x)=n -1 ~ Y[K,,(x-Xi) avec K,(u)=h-PK(u/h), VueR v 
i = 1  

(/t l'int6rieur des d6monstrations et en rabsence d'ambiguit6 le nombre h. 
not6 h). 

I1 suffit d'6crire 

s e r a  

r.(x)-r(x) = [( R l , . (x)-  ER1, n(X))-- r(x)(Ro. . (x ) -  ERo, .(x) ) 
+ (ERI,.(x)- r(x) ERo, .(x))]/Ro,.(x) 

pour obtenir, en tenant compte de (2.1) et (2.4), 

sup I r.(x) - r(x)l < [sup I R ~, dx) - ER 1, n(X)l -]- m sup  IRo, n(X) -- ERo, n(X)l 
x~Go XEGO X~GO 

+ sup [ERI,.(x)-r(x)ERo,.(x)l]/inf Ro,.(x). 
x~Go xEGo 

Les propri6t6s de l'estimateur r, qui sont donn6es par les th6or6mes 1 et 2 
sont une cons6quence imm6diate de l'in6galit6 ci-dessus, avec G O = G[resp. G O 
= {x}] pour le th6or6me 2 [resp. 1], et des propri6t6s de 

convergence presque compl&e vers 0 des deux premiers termes de la somme 
entre crochets, &ablie dans le lemme 3, 

minoration asymptotiquement presque compl&e de infRo, , (x  ) par un 
x~Go 

nombre strictement positif, donn6e par le lemme 4, 
convergence vers 0 du troisi6me terme (non al6atoire) de la somme entre 

crochets, fournie par le lemme 5. 

La propri6t6 de convergence presque compl6te 6nonc6e dans le th6or6me 3 
d~coule de l'in6galit6 

It. (T)  - r(T)[  < s u p  I r . ( x )  - r ( x ) l  
X~E 

et du th6or6me 2 que l'on peut alors appliquer/~ G = IE. 
Les lemmes 3, 4 et 5 sont des cons6quences du r6sultat pr61iminaire suivant 

obtenu par application du lemme 1/t la v.a.r. 

Rn(x)=n -1 ~ ZiKn(x-Xi)  (4.6) 
i = 1  

avec ZI=Y/, i=1  . . . . .  n (cas R.=RI,.)  ou Z i = l ,  i=1  . . . . .  n (cas R.=Ro,n) et 
done 

IZil~/<oo, i= l , . . . , n  off ) f /=sup(M,  1). (4.7) 
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L e m m e  2. Soit H une partie non vide de IE. Si (ran) ~ est une suite enti&e 
v&ifiant (2.9), on a pour tout e > 0 

sup P ( l R , ( x ) -  ER,(x)[ > e) < ae-b"h~/m" (4.8) 
XEIt 

pour tout entier naturel n suffisamment grand, a e t  b &ant des constantes 
positives ind@endantes de n, h, et m,. [ Cette indgalit~ est pr~cisde par la formule 
(4.9) ci-dessousl. 

Ddmonstration. Pour  tout  x fix6 dans H on a 

R~ y, A~ 
i = 1  

avec 
A i = n - l Z i K , ( x - X i ) - E n - l Z i K , ( x - X i ) ,  i = 1  . . . . .  n. 

On prend alors c o m m e  valeurs possibles de d, 6 et D intervenant  dans (4.1) 

(*1) d = n - X h - P 2 M I T ( ,  6 = n -  1 2)V/KF, D = h - V n - 2 j f / I a R K F .  

Ces ma jo ran t s  sont obtenus  c o m m e  suit: l 'in6galit6 (4.7) et la p remi&e  part ie  
de (2.7) am6nent  d 'une par t  

I n  - 1 Z~ K,, (x - Xi) I <= M~2/(n h p) 

qui donne  imm6dia t emen t  le choix ci-dessus de d, et d 'aut re  part,  pour  k = 1, 2, 

E ln a Zi K , ( x  - Xi)] k < (n-  12f/i)k(i~/hv)k- 1 E lh -P K(x  - Xi)/h)l 
oil 

E ]h-  p K (x - Xi)/h)[ = ~ h - ;  K ((x - z)/h) Px~ (d z) < F I(  

d'apr6s (2.3) et la seconde part ie  de (2.7). Ces deux derni&es in6galit6s fournis- 
sent la valeur 6 pour  k =  1 et la valeur D pour  k =  2 donn6es dans (.  1). On pose 

f i = ( 8 ~ / / ( )  -~ et B=6fi217/2/(KF. 

En appl iquant  alors le l emme 1 ~t o~=finhP/m on obt ient  (apr6s avoir  
remarqu6  que (4.5) est v6rifi6e) par  (4.3) et pour  tout  n de N 

sup P(IR,(x)  - ER,(x)] > e) < c,, e -(nhp/m)t(~,') (4.9) 
xEH 

off m e N ,  l<_m<_n, et 

t ( e , m ) = f l [ e - B ( m - l  + 1 6 0 ~ m - 1 ) ]  et % = 2 e  3~-"4'=/m. 

Nous  consid6rons ma in tenan t  s~par6ment  les deux cas possibles pour  la 
suite croissante (m,) N satisfaisant (2.9) 

p remier  cas, <<m, ,-oo ' oo~>: l 'hypoth6se (2.5) mon t r e  alors qu'il  existe un 

entier n o pour  lequel on a 

m21<e/ (4B)  et ~ -1 qSmnm . < ~/(64B), V n > n o ,  
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d'ofl il vient 
t(~,m,)>=fi~/2, Vn>=no; 

il suffit de choisir m=m, ,  VnsN, n > n  o, dans (4.9) pour obtenir (4.8), avec 
b=fi~/2, apr6s avoir not6 que l'in6galit6 c m < a < o e ,  g n > n  o, provient de 
l'hypoth6se (2.9). 

second cas, <<3 n 1, mosN: m , = m  o, V n~N, n>nl>>: l 'hypoth&e (2.5) montre 
alors qu'il existe un entier m ind6pendant de n et satisfaisant les in6galit6s 

m ~ m o ~  

Ces in6galit6s am6nent 

m- 1 < ~/(4B), 6m m -  1 < e/(64B). 

t(e, m)> flE/2 

ainsi que, de par la d6croissance de la suite (4,)N et la condition (2.9), 

n(Om/m<nOmo/mo<A<o% VneN, n > n  1. 

En posant b =(fie/2)mum on obtient par (4.9) 

s u p p ( l R , ( x ) - E R , ( x ) l > e ) < 2 e 3 a V ; e  -("hp/"~ Vn~N, n>n  o, 
x~H 

avec n0=max(m, nl), ce qui prouve (4.8) pour la suite m , = m  o, VnEN. 

Lemme 3. Si la suite (h,) N v&ifie (2-8) pour une suite (m,)• satisfaisant (2.9), la 
v.a.r. R,(x) dOfinie par (4.6) v&ifie pour tout x fix~ dans G 

P.Co.  
R , ( x ) - E R , ( x )  > O. (4.10) 

n ~ o o  

Si de plus K est Lipschitzien on a 

P ,Co .  
sup IR,(x)-ER,(x)[ ,-~oo ' O. (4.11) 
xaG 

Ddmonstration. En appliquant le lemme 2/t  H = {x} on obtient imm6diatement 

Va>0,  f P(IRn(x)-ERn(x)I>e)<= f ae -b"hUm" 
n=l n=l 

et l'hypoth6se (2.8) implique la convergence de la s6rie constituant la pattie 
droite de l'in6galit6 ci-dessus qui donne alors le r6sultat (4.10). 

Nous prouvons maintenant le r6sultat (4.11) et pr6cisons d'abord 
l'hypoth6se <<K lipschitzien)) en disant que K est lipschitzien de rapport (ou 
constante) C < oe et d'ordre 7 > 0, ce qui permet d'6crire 

(,0) [K,(z)-K,(z*)[  < Ch2(P+~)lz-z*]~, V z, z * e R  p. 

Nous nous fixons un r6el ~ qui v6rifie 

(*1) at>p/T+ 1. 
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Pour  tout  n de N nous d6signons par  {B k, k =  1, . . . ,  In} un recouvrement  de G 
par I, boules de centres 6, k= 1, . . . ,  I, et de rayons inf&ieurs ou 6gaux /t h~. 
Puisque rensemble  G est born6, il est possible de choisir ce recouvrement  de 
mani6re ~t ce que pour  tout  n de N on ait 

(*2) 1, < L h~- ~p 

o~ L e s t  une constante positive ind6pendante de n (ne d6pendant  que de G). 
Nous  posons 

(,3) S,(x) = R , ( x ) -  ER,(x), V xeG. 

Soit x un point  fix6 dans G. I1 existe alors un point  t k tel que x appart ienne 
/t la boule B k et on a 

(*4) ]S,(x)J <=]S,(tk)] +lS,(x)l o~ ~.(x)=S.(x)--S.(tk). 

Les formules ( ,  3) et (4.6) mont ren t  que 

g,(x) 

=n -1 ~ Z i [ K . t x - X i ) - K . ( t k - X i ) ] - E n  -1 ~ Z i [ K . ( x - X r 1 6 2  
i = I  i = 1  

d'ofl il vient, en tenant  compte  de (4.7) 

I:~,(x)] =<hT/n -1 ~ (]Kn(x - X i ) -  K , ( t k -  Xi)[ + EIK,(x  - X i) -- K,(tk-- Xi)[ ) 
i = 1  

qui avec (*0) donne  

IS,(x)] < 2M C h ;  (p+ ~) I x -  tk['. 

Puisque t k a 6t6 choisi de mani6re ~ ce que la boule B k contienne x, on a 
]x--tk[ <__h~, d'ofl il vient 

i~,(x) I <=2~Ch~ (p+7). 

Cette majora t ion  ind6pendante  de x, l'in6galit6 ( ,1) et r h y p o t h & e  
h . . . .  ,0  impliquent  

s u p  ISn(X)I ,,~o~ + 0 (convergence certaine). 
xcG 

Ce dernier r6sultat et rin6galit6 (*4) mont ren t  que pour  prouver  (4.11) il 
suffit de prouver  

( ,5)  m a x  I S n ( t k ) [ ~ O .  
k = l , . . . , l ~  

Pour  tout  e > 0 on pose 

f t ,=P(  max IS.(tk)l>O. 
k= l , . . . , ln  
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On a 
In 

ft, <= ~ P (I S,(tk) l > e) < l, sup P ([S,(x)l > ~) 
k= 1 xEG 

d'ofi il vient, en appliquant le lemme 2 ~t H=G et en tenant 
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compte des 
in6galitOs (.1) et (.2) 

ft, < aLh~V~ l +ply) e-b"h~/m'~. 

L'hypoth6se (2.8) sur h, implique d'abord 

e-b"hUm"=n -b~" off 7, n~-~'~ 

et ensuite l'existence d'une constante 6 pour laquell on a 

(nh.V)-r off m=l+p/7  

pour n assez grand. I1 s'ensuit l'in6galit6 

~aLOn 
qui donne 

n = l  

et donc (*5), ce qui ach6ve la d6monstration du lemme. 

Lemme 4. Dans l'dnoncd du lemme 3 on peut remplacer (4.10) et (4.11) par 

6 > 0 :  ~ P(Ro,,(x)<6)<oe 
n =  1 

et 

3 6 > 0 :  ~ P(infRo,,(x)<6)< oe. 
n =  1 x e O  

DOmonstration. On a pour H = {x} on G 

(* 1) inf Ro, ,(x) > inf ERo,,(x) - sup ]Ro. ,(x) - ER o , (x)[. 
xEH x~H xEH 

Pour tout x de H 

(4.12) 

(4.13) 

ERo,,~(x) =n-1 ~ EK, , (x-Xi)  
i=1  

peut s'6crire 

ERo,,(x) =n-* ~ ~ h2 p K((x -z)/h)Pxi(dz). 
i = 1  

L'hypoth6se (2.2) et la derni6re partie de (2.7) donnent alors 

30>0 ,  ~no>0:  ERo,n(x)>O~K(z)dz>O. Vx~H, Vn~IN, n>n o. 

Cette derni6re minoration, l'in6galit6 (.1) et le rOsultat (4.10) [resp. 4.11] sur 
R,=Ro, . am6nent imm6diatement le r6sultat (4.12) [resp. 4.13]" il suffit par 
exemple de choisir 6 =  0~ K(z)dz/2. 
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Lemme 5. Si la fonction res t  continue au point x on a 

[ER~,,(x)-r(x)ERo,,(x)] ,-+oo ' O, (4.14) 

et si elle est continue sur un g-voisinage de G on a 

sup ]NRx, n(x)-r(x)ERo, n(x)j ,~oo~ 0. (4.15) 
x~Cr 

Ddmonstration. On remarque d'abord que la premi6re (on pose alors {x} = G) et 
la seconde ( r e s t  alors uniform~ment continue sur un e-voisinage de G) 
hypoth5se sur r permettent d'6crire 

(*1) V~>0, 3fl~>0: Ilu-xll<fi~, [r(u)-r(x)[<c~, VxeG, fl~ ind6pendant de x 
off [I. II est la norme de IR v. 

Pour tout x de G on a 

(*2) ER 1, n(X) - -  r (X)  ERo, ,(x) = n-  1 ~ r,, i(x) 
i = 1  

off 
r~,,(x) = E ( ~ -  r(x)) K~(x-  X,) = E((E ~ /X , ) -  r(x)) K~(x-  X~) 

v6rifie d'aprSs la dSfinition (2.l) 

r.. i(x) = ~ ( r ( X , ) -  r(x)) I ' :~(x- xi), 

L'hypoth~se (2.3) sur la loi de X~ am6ne 

i=1,  ..., n. 

(*3) [r,,,(x)] <C  ~ [r(u)- r(x)] h -P ]K((x-  u)/h)] du. 

L'hypoth~se (2.4), qui implique [r( . ) -r(x)]<2M, VxeG,  et la formule (*1) 
montrent que pour tout c~> 0 on a 

lr(u)-r(x)l<c~l{ll,_xll<~=}+2Ml{llu_xll>p=~ gx6G,  VuelE, 

off fi~ est ind6pendant de u et x. Le changement de variable t = ( x - u ) / h  dans 
l'int6grale figurant dans l'in6galit6 (,3) et la majoration ci-dessus am~nent 

]rn, i(x)l ~O~F ~ l{jlhtl I <p~lK(t)l dt + 2MF ~ l~lltll >fl~/h} jK(t)[ dt 

qui avec (2.7) donne 

(,4) ]r,, i(x)[ < ~F F2 + 2M r T~(h) 

off 7~(.) est une fonction positive satisfaisant 

(,5) ~(u) .~o ' ~  

La majoration (*4), ind6pendante de x, et l'4galit6 (,2) permettent d'6crire 

(*6) V c~>0, ]ERl , , (x) -r(x)ERo, , (x) l<aFI(+2MFT~(h) ,  VxeG.  
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9e qui prouve (4.14) et (4.15) puisque on a alors 

V e > 0  3 n o ~ N :  V n>n o sup hERl,,(x)--r(x)Ro,,I <a 
xEG 

I1 suffit en effet de choisir c~= e/(2FK) dans (.6) et d'utiliser (*5) qui montre  que 

3 n o e N :  V n > n  o, 7~(h,)<e(4FM) -1 

puisque (h,)N est de limite nulle. 

4.3. Ddmonstration des propositions 1, 2 et 3 du 3 ~ paragraphe 

On applique les th6or6mes 1, 2 et 3 du paragraphe  2 aux couples 

Xi=[Z  i .... ,Zi+k_l], Yi=g(Zi+k+s_l), ViffN, 

et, pour  la proposi t ion 3 /t T=[Z,_k+I, ..., Z,], avec p=kq ainsi que R=r, y 
et F d6finis par  (3.4 et 3.3), M bornan t  la fonction [g(.)l, et 

( .1) qSj=qSj_ t si j>t ,  1 si j<t ,  

o/t q), repr6sente ici le terrne q5 introduit  dans le paragraphe  3 et of 1 

t = k + s - 1 .  

I1 suffit en effet de remarquer  d ' abord  que la condit ion de q~-m61ange sur 
(Z,)~ implique que le proeessus (U,)~ d6fini par 

Ui=[Zi, Z~+I, ...,Zi+t], V i ~ N  

est qS-m61angeant avec (qS,) N d6fini par  (* 1), et ensuite que pour  tout  n de N,  les 
tribus engendr6es par {Ui, i<n} et {Ui, i>n} sont resp'ectivement identiques 
aux tribus engendr6es par {(Xi, Y~), i <  n} et {(Xi, Yi), i >  n}. 

On  constate alors que la rnajorat ion (3.2) donne imm6diatement  (2.5) et que 
l 'hypoth&e (3.6) concernant  les suites (r et (h,)• implique que l 'hypoth6se 
(H) est v6rifi6e par  cette marne suite (h,)N, conjointernent avec la suite (q~,)~. 
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