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Zur Unverfdlschtheit des Pitman-Tests
auf positive stochastische Abhingigkeit

G.NeuHAUS und G. NOLLE*

Summary. Let & ,(§,) be the class of all two dimensional continuous distributions with positive
(negative) likelihood ratio dependence. It is shown that the Pitman permutation test for testing in-
dependence against positive likelihood ratio dependence at level o is unbiased and of level « for §,.
Furthermore, it is optimal against the class of normal distributions with positive correlation coefficient p.

1. Terminologie und Sitze
Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen
&. sei die Menge der zweidimensionalen stetigen Verteilungsfunktionen F;

&, sei die Menge der Verteilungsfunktionen Fe ., die das Produkt ihrer
Randverteilungen F;, F, sind;

&, set die Menge der Verteilungsfunktionen Fe§,— &,, die zu Verteilungen
mit positiver Likelihood-Abhéngigkeit gehoren (Lehmann [2], S.1150), d.h. fiir
die ein dominierendes ProduktmaB ux v existiert (u, v o-endlich) derart, daB es
Festlegungen der zugehorigen Dichten pz(x, y) und Borelsche Mengen M, N gibt
mit y(M)=v(N)=0 und

Pr(%, Y) pe(X, ) Spe(x, V) pr(X, y)  Vx<x, y<y': x,x'¢M, y,y'¢N. (1)
&, werde analog erklért, wobei nur (1) ersetzt ist durch
pF(x5 y,) pF(x,’ y)gpF(xs y) pF(x,a yl) v X<X’, y<y/: X, X/¢M, Y, y/éN (2)
Man beachte, dall g, v und M, N von dem jeweiligen F abhingen konnen. (1) ist
eine hinreichende Bedingung dafiir, da X und Y positiv abhingig sind in dem
Sinne, daB gilt
FI¥ (W< FY(y)  VyeR,, Vx<x':x,x¢M

fiir die bedingte Verteilungsfunktion F¥'* der Verteilung von Y bei gegebenem x
und entsprechend fiir FXP (Regressions-Abhingigkeit). Verteilungen die (1) bzw.
(2) geniigen, findet man in [2].

Gegeben seien n stochastisch unabhéngige zweidimensionale Zufallsgrofen
(X1, 1), ..., (X,, ¥,) mit der gleichen Verteilungsfunktion Fe{,, so dal} insbeson-
dere alle Komponenten mit Wahrscheinlichkeit 1 verschiedene Werte annehmen.
Zu einem n-Tupel (x4, ..., X,) sei x;3=(x, ..., X,;) das nach wachsender Grofe
der Komponenten geordnete n-Tupel; entsprechend sei (x; 1, ¥ ) = Xpy» Yy -3
Xip> Yy dasjenige 2n-Tupel, das aus (x;, y;; ...; X,, ¥,) entsteht durch Anordnen
der Paare (x;, y;) nach wachsender GroBe der x-Komponenten. (x;;, y; ) ist f.s.
eindeutig bestimmt. Entsprechend werden die ZufallsgréBen X;; und (X, Y; )
gebildet.

* Herr Dr. G.Nolle ist am 20. 7. 1968 verstorben.
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Bezeichnen wir mit &,={s=(s,, ..., s,): s Permutation von 1, ..., n} dic Per-
mutationsgruppe von 1, ..., n, so wird die Anordnung in (x;;, y 1)) bestimmt durch
genau eine Permutation se S, d.h. (x; 1, Y 1) =pap> Visaps -++3 Xpn» Yisud) = O 1> Vist)-
Weiter sei (X1, i1):=(X; 1, Ve €:=(1, ..., n).

Aufgrund der n vorliegenden Beobachtungen soll getestet werden

H: Feg,+&, gegen K: Feg,. (3)

Der Pitmansche Permutationstest (vgl. {3]) fiir (3) lautet bekanntlich (Lehmann
[1], S.199)

1 >
QX4 Yoo Xy V)= V(X[],,V[]) fur inJ’i = c(x[]ay[])> @
i=1
0 <

wobei die nur von (x;, y;;) abhdngenden Zahlen ¢ und y,0<y <1, bestimmt wer-
den aus der Gleichung
1
— 2 el Y =2 (5)
n: 5e@,
bei vorgegebenem Niveau a, 0 <o < 1.

@ ist also ein bedingter Test, der auf jeder der Mengen {(xq, ¥s7): 5, € S,}
gesondert festgelegt wird und nur tiber (x4, y¢y) von (X1, yi; ...; Xy, y») abhéngt.
Wir konnen also schreiben ¢ (xy, yq; -..; Xy, V) =¥ (X[, Y 1)- Nach diesen Vorbe-
reitungen formulieren wir das Hauptergebnis dieser Note.

Satz 1. Der Test (4)—(5) hat die folgenden Eigenschaften

a) Er@o=u fiir alle FeJ:=§,, d.h. ¢ ist dhnlich auf J.

b) Er o =0 fiir alle Fe§,+§,, d.h. ¢ ist ein Test zum Niveau o fiir H.

¢) Er@2ua fiir alle FEE,, d.h. ¢ ist unverfilscht fiir K.

Dabei soll ein unterer Index F stets die Verteilungsfunktion der zugrunde-
liegenden ZufallsgréBen (X;, Y;) kennzeichnen.

Da nun, wic man leicht zeigt, jeder unverfdlschte Test zum Niveau « fiir (3)
ghnlich ist auf J und (4)—(5) nach Konstruktion (Lehmann [1]) unter allen auf J

dhnlichen Tests optimal ist gegen Normalverteilungsalternativen mit positiver
Korrelation, erhilt man

Korollar 2. Der Test (4)—(5) ist ein unverfdlschter Test zum Niveau o, fiir das
Problem (3) und unter allen diesen Tests optimal gegen Normalverteilungsalternativen
mit positiver Korrelation.

Statt der Aussage des Satzes | beweisen wir nun etwas schérfer den

Satz 3. Bezeichnet wXtrYanlr30) die bedingte Verteilung von (X, Yyy) bei
gegebenem (x[,y;)), so existiert ein Ny mit w@t»"1Y (Np)=0 derart, daf fiir
(X1, Yo )N gilt

a’) =a, Feg,
b) j W dW(PX[ »Ya lxgy v <a, Feg,
c) zoa, Feg,.
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2. Beweis der Siitze

Die Aussagen a), b), c) von Satz 1 folgen aus a'), b'), ¢’} von Satz 3 wegen

E, (sz 0 dw(pg(“ Yi, 000, Xy Yn)=jl v dW%X[ Y

=y dwor Yoo o) gy Yo,

Das WahrscheinlichkeitsmaB wg(o](x; ;, y; )): = w§t ¥ Yoo 30) konzentriert sich
fiir (x; |, y; )¢ Np auf die n! Punkte der Menge {(x;y, y;q): s€ &,}, und sein Bildungs-
gesetz ist, wie man leicht sicht

1_[ pF(x[i]: y[s,-])
WF({(X[]aY[s])}\(X[],Y[ ]))= o ,, , seG,, (6)
Z H Pr (x[i] s J’[s,c])

S'e@, i=1

wobel (x;, ;)¢ Ny und N die Menge der (x;}, y;) ist, die mindestens eine der
vier folgenden Bedingungen erfiillen:

1. Der Nenner in (6) verschwindet.

2. Mindestens zwei Komponenten von x;; oder y;; sind gleich.

3. Eine x-Komponente liegt in M.

4. Eine y-Komponente liegt in N.

Dabei stammen M, N aus der Definition von &, bzw. §,; fir Fe§, sei
M =N = gewihlt. Dann gilt w&» '1)(N)=0 VFe§..

Bei von nun ab festgehaltenem (x; ;, y; ;)¢ Nr ist (6) eine Funktion der Permuta-
tion se &, allein, die wir ur(s) nennen. Ebenso ist ¥ bei festem (x; y, y; ;) eine Funk-
tion y(s). Fiir Fe§, ist pr(x, y)=pr, (x) pr,(y) bei geeigneter Fixierung von pg, so
daB in diesem Fall uz(s)=1/n! fiir alle se S, gilt. Dann aber ist a’) dquivalent mit
der nach Voraussetzung erfiillten Bedingung (5).

Die Aussagen a')—c¢') schreiben sich nun mit Hilfe von ur und y zu

1
a’) —— ¥, ()=,

' seG,
b”) ZG up(s) (s)=o fiir Fe,,
<) anup(s) x()=ofir Feg,.
Der Bev;eis von b”) reduziert sich also wegen  up(s)=1 auf den Nachweis
von se@,
TS S0 Tl i P o)

¢"") beweist man dann analog.

Um (7) zu zeigen fithren wir in &, eine Ordnung ein und nennen s’ besser ge-
ordnet als s, s">-5, wenn §" aus s entsteht durch sukzessive Beseitigung von Fehl-
stinden. Dabei ist ein Fehlstand in s=(s, ..., s,) definiert durch s;>s; fiir i<}
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Dadurch wird in &, eine reflexive, transitive und antisymmetrische Ordnungs-
relation definiert.

Fir n=3 z.B. hat der Graph dieser Relation die Fehlstiinde
nebenstehende Gestalt, wobei jedoch nur solche (123) 0
Tripel durch eine punktierte Linie verbunden sind, LT
die durch genau eine Inversion auseinander hervor- (132). ) ('213) 1
gehen. . . . .
3127 @3 2
@321 3

Beziiglich dieser Ordnungsrelation haben y und u, die folgenden Eigen-
schaften:

Lemma 4. Fiir §'>s gilt

0=x(s)=x(s), ®
O0=up(s)=up(s) fir Feg,, ©
0=up(s)=up(s) fir Fe%,. (10)

Beweis. s’ entstehe aus s 0.B.d.A. durch die Beseitigung nur eines Fehlstandes
in 5, d.h. fiir ein Paar (i, j) mit i <j sei 5;>s; in

S=(eos Siyeees Sjo s S =00, 855000, 85 )=, S5, 0, 855 000

Dann ist (8) dquivalent mit

n

n
Y X Vs 2 X Visd
k=1 k=1

oder wegen s;=s;, s;=s5; mit der (offensichtlich richtigen) Ungleichung
(= %) Opsa — J’[s,-]) 20.
Entsprechend ist (9) dquivalent mit

n Pr (x[k] s y[s;{])é H Dr (x[k] s J’[sk])i
k=1 k=1

dies wiederum folgt aus der wegen (1) richtigen Beziehung
Pr(Xpa> Yisy) Pr Xy J’[s;-]) =pr(X> J’[s,-]) Pr(Xps Visy) éPF (Xtiys Yis) Pr (X305 J’[sj])- -

Zum Nachweis von (7) benGtigen wir auBerdem das leicht zu verifizierende
Lemma 5. Fiir Zahlen A,z 4,2 ---2A4,20,0<B,<--- <B, gilt

éAiBé% (Z Ai) (é:lBi) . a

i=1

In einem letzten Schritt beweisen wir nun die Aussage (7).
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Lemma 6. Fiir Funktionen y: €, >R und u: S,— IR, mit der Eigenschaft (8)
bzw. (9) gilt die Aussage (7).

Beweis. Wir flihren den Beweis durch vollstindige Induktion iiber n. Die
Behauptung ist trivialerweise richtig fiir n= 1. Sie gelte nun firn — I stattn,n— 1 > 1.
Zur Durchfiihrung der Induktion von n—1 auf n werde &, zerlegt in n disjunkte

Zellen® Z,

P S e (5=(51, ., 5)€C,: s, =K},  k=1,....n

Jede Zelle Z, hat genau (n— 1)! Elemente. Zwischen jedem Z, und &,_, wird durch
bk, S5, .y 8 =(8, e u Sh_ )

mit sp:=s; . falls s;, <k und s;:=s, ., — 1 falls 5, , >k eine bijektive Abbildung
definiert, und es gilt

(ks 32, 8=k, 52, ..008,) < (31, oo, S )>=(81, ..., Sh_y).
Fiir die Funktionen y,(sq, ..., s,_):=yx(k,s,, ..., s,) und
(S5, s Sp_y)i=ulk, s5, ..., 8,)

gilt (8) bzw. (9) fiir n— 1 statt n, so daB die Induktionsvoraussetzung liefert

z mwwwgzgﬂﬂ Y n) Y i)

5'eGn-1 © 5eB, 5@,
also
Zz 1S u(s)= " 1)' —( ZZ xO)( Y uls) fiir k=1,...,n. (12)

Zwischen zwei Zellen Z, und Z, ., wird durch
Mok, sy, k+1, 0 s)i=(k+ 1,55, ...,k ....s,)

eine bijektive Abbildung definiert mit der Eigenschaft s>h,(s) fiir alle seZ,,
k=1, ...,n—1. Deshalb gilt fiir

A=Y u(s), und B:= Y x(s), k=1,....n,

seZx seZy

04,24, =- =4, und 0SB, < --- <B,, so daB schlieBlich wegen (11) und
(12) folgt

Y r0uE=Y ¥ r&us— 3 (T 26)( 3 uls)
5€G,, k=1 seZi m—1! = seZx seZx
1
§(71— " (seze:,.X(S)) (seze,.u(s»
( L)X u@).
! seS, se,

19 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb,, Bd. 14



274 G. Neuhaus und G. Nolle t: Zur Unverfilschtheit des Pitman-Tests

Bemerkung. Die von Lehmann in [2] gegebene hinreichende Bedingung fiir
die Unverfilschtheit von Permutationstests ¢, nimlich ¢(x,, yi, ..., x,, )<
@ (X1, Y5, -5 %y, ¥y fiir alle Paare (X, yy, .., X5 V)s (X1, V15 oov s Xy V) Mt

x1<x2< <Xn

und der Eigenschaft: i<j und y;<y; impliziert y;<y;, ist hier fiir y; =y, nicht
{iberall erfiillt, wie man durch einfache Beispiele zeigen kann.

Herrn Professor Dr. H. Witting, Miinster, danken wir fiir Ratschlige und Hinweise bei der Fertig-
stellung dieser Arbeit.
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