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Zur Unverf' ilschtheit des Pitman-Tests 
auf positive stochastische Abh ingigkeit 

G. NEUHAUS und G. NOLLE* 

Summary. Let ~p(~,) be the class of all two dimensional continuous distributions with positive 
(negative) likelihood ratio dependence. It is shown that the Pitman permutation test for testing in- 
dependence against positive likelihood ratio dependence at level c~ is unbiased and of level ~ for 5,. 
Furthermore, it is optimal against the class ofnormat distributions with positive correlation coefficient p. 

1. Terminologie und Siitze 

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen 

3c sei die Menge der zweidimensionalen stetigen Verteilungsfunktionen F; 

3 ,  sei die Menge der Verteilungsfunktionen F~3c ,  die das Produkt  ihrer 
Randverteilungen F1, F 2 sind; 

3p sei die Menge der Verteilungsfunktionen F~ 3 c - 3 , ,  die zu Verteilungen 
mit positiver Likelihood-Abh~ingigkeit geh6ren (Lehmann [2], S. 1150), d.h. fiir 
die ein dominierendes Produktmal~ # • v existiert (#, v a-endlich) derart, dab es 
Festlegungen der zugeh6rigen Dichten pF(x, y) und Borelsche Mengen M, N gibt 
mit/~ (M) = v (N) = 0 und 

pr(x,y')p~(x',y)<=pF(x,y)pF(x',y' ) VX<X', y<y': x,x'(iM, y,y'(iN. (1) 

3 ,  werde analog erkl~irt, wobei nur (1) ersetzt ist durch 

pe(x,y')pF(x',y)>pr(x,y)pF(x',y' ) Vx<x',  y<y': x,x'(iM, y,y'(iN. (2) 

Man beachte, dab ~t, v und M, N yon dem jeweiligen F abh~ingen k6nnen. (1) ist 
eine hinreichende Bedingung dafiir, dab X und Y positiv abh~ingig sind in dem 
Sinne, dab gilt 

FYIX'(y)<=FYIX(y) V y~IR1, V x < x ' :  x,x 'r  

fiir die bedingte Verteilungsfunktion F YIx der Verteilung von Y bei gegebenem x 
und entsprechend fiir F xlr (Regressions-Abh~ingigkeit). Verteilungen die (1) bzw. 
(2) gentigen, findet man in [2]. 

Gegeben seien n stochastisch unabh~ingige zweidimensionale Zufallsgr6gen 
(X1, Y1) . . . .  , (X,, Y,) mit der gleichen Verteilungsfunktion F e  3c, so dab insbeson- 
dere alle Komponenten mit Wahrscheinlichkeit 1 verschiedene Werte annehmen. 
Zu einem n-Tupel (xl . . . .  , x,) sei Xll=(Xm,..., Xi,l) das nach wachsender GrN3e 
der Komponenten geordnete n-Tupel; entsprechend sei (xt l, Y(E l)) = (xm, Y(m/; "-" ; 
xE,~, y(~,j)) dasjenige 2n-Tupel, das aus (xl, y~ ; ... ; x, ,  y,) entsteht durch Anordnen 
der Paare (xi, Yi) nach wachsender GrN3e der x-Komponenten.  (xrl, y(~ 1)) ist f.s. 
eindeutig bestimmt. Entsprechend werden die Zufallsgr613en Xrl und (Xtj, Y(f 1)) 
gebildet. 

* Herr Dr. G.N/311e ist am 20. 7. 1968 verstorben. 
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Bezeichnen wir mit ~ , =  {s = (sl . . . . .  s,): s Permutat ion von 1, .. . ,  n} die Per- 
mutat ionsgruppe von 1 . . . .  , n, so wird die Anordnung  in (Xrl, Y(t 1)) bestimmt durch 
genau eine Permutat ion se  ~ , ,  d.h. (x t 1, Y(t 1)) = (xm, Yt~11; .." ; XCn1' YC~.1) =" (Xt 7' Yt~l)' 
Weiter sei (x t 1, Yt 1)" =(xt  1, Ytel), e: =(1, . . . ,  n). 

Aufgrund der n vorliegenden Beobachtungen soll getestet werden 

H: F e ~ n + ~ ,  gegen K: FE~p. (3) 

Der Pitmansche Permutationstest  (vgl. [3]) ftir (3) lautet bekanntl ich (Lehmann 
[1], S. 199) 

q~(xl, y t ; . . . ;xn,yn)= (Xtl,yrl) ftir ExiYi = c(x[  l, Y[ l), (4) 
i = 1  < 

wobei die nur yon (x t I, Yt 1) abhiingenden Zahlen c und 7, 0 < 7 < 1, bestimmt wer- 
den aus der Gleichung 

1 
n ! ~' (p (xt 7, Yt~l) = ~ (5) 

S E ~ n  

bei vorgegebenem Niveau c~, 0 < c~ < 1. 

q~ ist also ein bedingter Test, der auf  jeder der Mengen {(Xts 1, YM): s, s'e ~,,} 
gesondert festgelegt wird und nur tiber (x t 1, Y(c 1)) von (xa, y~; ... ;x , ,  y,) abh/ingt. 
Wir k6nnen also schreiben q~ (Xl, yl ; . . .  ; x, ,  yn) = 0 (Xl 7, Y(t 1)" Nach diesen Vorbe- 
reitungen formulieren wir das Hauptergebnjs dieser Note. 

Satz 1. Der Test (4 ) -  (5) hat die folgenden Eigenschaften 

a) EF ~o =c~ f//r alle F e J : =  ~u, d.h. q) ist iihnlich auf J. 

b) Ep (p<__c~ fiir alle Fe~j ,+ ~j,, d.h. q) ist ein Test zum Niveau e fiir H. 

c) EF (p>e fiir alle Fe~jp, d.h. (p ist unverfiilscht fiir K. 

Dabei soll ein unterer Index F stets die Verteilungsfunktion der zugrunde- 
liegenden Zufallsgr6gen (X~, Y/) kennzeichnen. 

Da nun, wie man  leicht zeigt, jeder unverNlschte Test zum Niveau e fiir (3) 
~ihnlich ist auf J und (4)-(5)  nach Konst rukt ion  (Lehmann [1]) unter allen auf J 
~ihnlichen Tests optimal ist gegen Normalverteilungsalternativen mit positiver 
Korrelation,  erh/ilt man 

Korollar 2. Der Test (4) -  (5) ist ein unverfiilschter Test zum Niveau ~ fiir das 
Problem (3) und unter allen diesen Tests optimal gegen Normalverteilungsalternativen 
mit positiver KorreIation. 

Statt der Aussage des Satzes 1 beweisen wir nun etwas sch/irfer den 

Satz 3. Bezeichnet w (xt ~' Y" a))l(xt ~,y[ ]) die bedingte Verteilung yon (Xtl, Y(H/) bei 
gegebenem (xt l, Yt ]), 
(x[l, Yt ])~Nr gilt 

a') 

b') 

c') 

so existiert ein N F mit w(F xt l, Yt 1) (Np)=O derart, daft fiir 

S ~ dW(F xt ~' Y([ ]))l(x[ 1' y[ 1) 

=~, FenS. 

<0~, F e r n  

>=~, Fe~jp. 
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2. Beweis der S~itze 

Die Aussagen a), b), c) yon Satz 1 folgen aus a'), b'), c') yon Satz 3 wegen 

Das Wahrscheinlichkeitsmag we(o I(xr 1, y~ ~))." = w (x~ ~' Y([ l,)l(xc 1, yE ~) konzentriert sich 
fiir (xtl, Yt 1)r NF auf die n! Punkte der Menge {(x~ ~, Y~sl): s s ~,}, und sein Bildungs- 
gesetz ist, wie man leicht sieht 

n 

]-1 pv (x~i~, YEsd) 
wv({(x[l, y[,])} I(x[ ~, y[ ]))= ~:1 , s e ~ , ,  (6) 

s ' e ~  i=1 

wobei (x t 1, YE ~)~NF und NF die Menge der (x c 1, Yt J) ist, die mindestens eine der 
vier folgenden Bedingungen erfiillen: 

1. Der Nenner in (6) verschwindet. 

2. Mindestens zwei Komponenten yon x E j oder Yl I sind gleich. 
3. Eine x-Komponente liegt in M. 

4. Eine y-Komponente liegt in N. 

Dabei stammen M,N aus der Definition yon ~p bzw. ~, ;  fiir F ~ ,  sei 
M = N = O  gewghlt. Dann gilt w(v xc ~' rt ~)(NF)=0 V F e ~ .  

Bei von nun ab festgehaltenem (x[ 3, Y~ l)(~Nv ist (6) eine Funktion der Permuta- 
tion sE ~ ,  allein, die wir uv(s) nennen. Ebenso ist 0 bei festem (x[ ~, Yt ~) eine Funk- 
tion )/(s). Fiir F e ~ ,  ist pv(x, y)= pv~ (x) pe~ (y) bei geeigneter Fixierung von Pr, so 
dab in diesem Fall ue(s)= 1/n! fiir alle s s  ~ ,  gilt. Dann aber ist a') ~iquivalent mit 
der nach Voraussetzung erftillten Bedingung (5). 

Die Aussagen a ' ) - c ' )  schreiben sich nun mit Hilfe von uv und 7~ zu 

a") @ .  ~ Z(s)=~, 

b") ~, uF(s)z(s)<~ fiir F e ~ , ,  
S ~ n  

c") y '  uv(s)z(s)>czfiirFs~p. 
S E ~ n  

Der Beweis von b") reduziert sich also wegen ~ uv(s)= 1 auf den Nachweis 
v o n  ss~,~ 

uv(s)x(s)<@C ~ Z(s) ~, us(s) fiir F s ~ , ;  (7) 
se~n T/. s E ~  s ~  

c") beweist man dann analog. 

Um (7) zu zeigen ftihren wir in ~ ,  eine Ordnung ein und nennen s' besser ge- 
ordnet als s, s'~_s, wenn s' aus s entsteht durch sukzessive Beseitigung yon Fehl- 
st~inden. Dabei ist ein Fehlstand in s=(s~, ..., s,) definiert durch si>s; ftir i<j. 
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Dadurch wird in G, eine reflexive, transitive und antisymmetrische Ordnungs- 
relation definiert. 

Ftir n=3 z.B. hat der Graph dieser Relation die 
nebenstehende Gestalt, wobei jedoch nur solche 
Tripel durch eine punktierte Linie verbunden sind, 
die durch genau eine Inversion auseinander hervor- 
gehen. 

�9 ( 1 2 3 ) .  

(132). . (213) 1 

(3i2)' " ' "(231) 2 

(321) 3 

Fehlstiinde 

0 

Beziiglich dieser Ordnungsrelation haben Z und ur die folgenden Eigen- 
schaften: 

Lemma 4. Ffir s ' ~ s  gilt 

o<=z(s)<=z(s'), (8) 

0 <= uF(s') <= uF (s) ffir F e 9 . ,  (9) 

O<uF(s)<uv(s') fiir F e ~ p .  (10) 

Beweis. s' entstehe aus s o. B. d.A. durch die Beseitigung nur eines Fehlstandes 
in s, d.h. fiir ein Paar (i,j) mit i < j  sei si>s ~ in 

t s = ( . . . , s i  . . . .  , s j  . . . .  . . . .  ) .  

Dann ist (8) ~quivalent mit 
n 

k=l k=l 

oder wegen s'~ = s j, s)= s~ mit der (offensichtlich richtigen) Ungleichung 

(xul - xt0 (Yt~,~ - Yt~j1) > 0. 

Entsprechend ist (9) ~iquivalent mit 

f i  Pv(Xtkl, YE~;~I) < f i  Pr(Xtkl, YEs,l) ; 
k=l k=l 

dies wiederum folgt aus der wegen (1) richtigen Beziehung 

Pe(Xto, Ytsn) Pf(Xul, Yt~sJ)-- Pv(Xto, Yt~jJ) Pe(Xul, Yt~,J) <Pv(Xtq, Yts,j) pv(xul, YtsA). _.3 

Zum Nachweis von (7) ben6tigen wir augerdem das leicht zu verifizierende 

Lemma 5. Ffir Zahlen A1 > A E > "" >= A,, > 0, 0 < Bt < .." < B. gilt 

" 1 ( - - ~ 1 )  ( - - ~ 1 )  2 A i B i < : ~  A i Bi . (11) 
i = 1  i i -  

In einem letzten Schritt beweisen wir nun die Aussage (7). 
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L e m m a  6. Fiir Funktionen )~: ~ ,  ~ IR + und u: ~,, ~ IR + mit der Eigenschaft (8) 
bzw. (9) gilt die Aussage (7). 

Beweis. Wir  fiihren den Beweis durch  vollst~indige Induk t ion  tiber n. Die 
Behaup tung  ist trivialerweise richtig fi irn = 1. Sie gelte nun fiir n -  1 statt  n, n -  1 >__ 1. 
Zur  Durchf i ihrung der Induk t ion  yon n -  1 auf  n werde ~ ,  zerlegt in n disjunkte 
,,Zellen" Zk, 

Z k : = { S = ( S l  . . . .  ,Sn)E~n:  Sl=k} ,  k = l ,  . . . ,  n. 

Jede Zelle Zk hat  genau (n - 1)! Elemente.  Zwischen j edem Z k und ~ ,_~  wird durch 

! t gk(k, S2,.. . ,  S,): =(S1, ... , Sn_l) 

mit  s'i:=s~+~ falls s~+l<k und s ' i:=si+l-1 falls si+~>k eine bijektive Abbi ldung  
definiert, und  es gilt 

t 
( k , ~ 2 , . . . , ~ , ) > _ ( k ,  s2 . . . .  , s , )  ~ ( ~ i , . . . , ~ ' , - ~ ) > ( S ' l  . . . .  , s , _ 0 .  

Fiir die Funk t ionen  ;(k (S'I . . . .  , S~_ i): = X (k, s2 . . . .  , s,) und 

u , ( s i , . . . , s ' , _ 3 : = u ( k , s ~  . . . .  , s , )  

gilt (8) bzw. (9) fiir n -  1 statt  n, so dab  die Induk t ionsvorausse tzung  liefert 

1 
E Xk(S)Uk(S)=(n_I)!( ~,, )~k(S'))( 2 Uk(S')), 

also 
1 

,~z~ ( n -  1)t ~z~ s~z~ 

Zwischen zwei Zellen Zk und Z,+i wird durch 

fiir k = 1 . . . .  , n. (12) 

hk(k, S 2 . . . .  , k +  1, . . . ,  s,)." = ( k +  1, s2, . . . ,  k . . . .  , s,) 

eine bijektive Abbi ldung  definiert mi t  der Eigenschaft  S~hk(S ) fiir atle SeZk, 
k = 1 . . . .  , n -  1. Desha lb  gilt ftir 

Ak:= Y',u(s), und B~:= ~ Z ( s ) ,  k = l  . . . .  ,n ,  
s~Zk s~Zk 

O< A , <  A,_~ < . . .  ~ A  1 und O< BIN ... < B,, so dab  schliel31ich wegen (11) und 
(12) fotgt 

2 x(s)u(s)= ~ y~ x(,)~(,)__<~, ~ (y~ x(~))( y~ u(s)) 

. __.1 1_( Z z(~))( Z u(s)) _< 
( n - - l ) !  n ~ ~ 

1 
n~ ( F, z(~))( Y, u(s)). J 

se~n SE~n 

19 Z. W a h r s c h e i n l i c h k e i t s t h e o r i e  verw.  Geb . ,  Bd .  [4  
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Bemerkung. Die von Lehmann in [2] gegebene hinreichende Bedingung fiir 
die Unverf~ilschtheit von Permutationstests ~o, n~imlich q~(xt,yl, ...,x,,,y,,)< 
~o(x~, Yl, . . . ,  x , ,  y',) fiir alle Paare (x 1, y~, . . . ,  x , ,  y,), (xl,  y[ . . . . .  x , ,  y',) mit 

X I . ~ X 2  ~ . . .  ~ X  n 

und der Eigenschaft: i<j und Yi <Yj impliziert Y'i <Y), ist hier ftir Yt1+Yll nicht 
iiberall erfiillt, wie man durch einfache Beispiele zeigen kann. 

Herrn Professor Dr. H. Witting, Miinster, danken wir fiir Ratschliige und Hinweise bei der Fertig- 
stellung dieser Arbeit. 
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