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Uber die gemeinsame Charakterisierung der zu den nicht 
vollstiindigen Verteilungen gehSrigen Entropien 

yon Shannon und yon R~nyi 
Von 

Z. DAR~iczY 

E i n l e i t u n g  

Es sei P = (Pl, P2 . . . .  , Pn) eine (ira al lgemeinen nicht  vollstgndige) Wahr-  

seheinliehkeitsverteilung, d . h .  p,~ > 0 (/c ~ 1, 2 . . . . .  n) und  ~ p , ~  = w ( P )  =< 1. 
k = l  

A. t~I~Nu ha t  den Begriff  der zu P geh6rigen In format ionsmenge  (Entropie) dureh 
die Formel  

- -  Ep~ log~p~ 
(1) H : [ P ]  = k = :  

n 

Zp~ 
k = l  

eingeffihrt, die ffir w(P) = 1 in die Formel  yon C. E. S E A ~ O X  [8] fibergeht,  
sowie durch die Formel  

n 

(2) 

aus  welcher sich ffir w (P) = 1 die En~ropie der Ordnung 0r ergibt. (Vgl. [6], [7] 
und  [2].) Die Gr6Ben (1) und (2) wurden durch A. l ~ N u  in [7] charakter is ier t ;  flit 
den Fall  w(P) = 1 wurde (1) yon A. JA. C~II~TSC~I~ [3] und  yon D. K.  FADDE- 
JEW [4] (vgl. auch [9]) charakterisiert ,  w~hrend eine gemeinsame Charakter is ierung 
yon  (1) und  yon (2) dureh J .  Acz~L und  dem Verf~sser in [2] angegeben wurde. I n  
der vorl iegenden Arbei t  wird ein yon A. R ~ Y I  [7] aufgeworfenes Prob lem gel6st, 
und  dadureh  eine gemeinsame Charakter is ierung yon (1) und  yon (2) gegeben. 

Es  bezeichne A die Menge der im allgemeinen nicht  vollst~tndigen endliehen 
Wahrschein]ichkeitsvertei lungen.  Es  sei P e A  und Q GA, wobei P = (Pl ,P2, . . .  ,Pn) 
und  Q : (qI, q2 . . . .  , qm) ist;  wir definieren das direkte P r o d u k t  P .  Q dureh die 
Vertei lung p,q~ (i = 1, 2 . . . . .  n;  k = 1, 2 . . . . .  m). I s t  P e A und  Q e A, und  gilt 
w(P) + w(Q) G l,  so k6nnen wir die Ve re in igungvon  P und  yon Q durch 

(3) P u Q = ( p i , p 2 ,  . . .  , P n ,  q l ,  q2 . . . . .  qm) 

definieren. Ffir w(P) -~ w(Q) > 1 wird P w Q nicht  definiert. Es sei HIP] ein 
ffir alle Verteflungen P �9 A definiertes Yunktional ,  das den folgenden Pos tu la ten  
genfigt (vgl. A. R ~ u  [7]): 

26* 
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Postulat 1. H [P] ist eine symmetrische Funktion der Elemente yon P. 

Postulat 2. Ist P -~ (/9), so ist H[(~o)] eine stetige Funktion von p im Intervall 
O < p ~ l .  

Postulat 3. H[(�89 = 1. 

Postulat 4. Ist P ~ A und Q z A, so ist 

H [ P  . Q] = HEP] + H[Q]. 

Postulat 5. Es existiert eine streng monotone und stetige Funktion g (x) derart, 
gaff/i~r alle _P e A und Q e A, mit w(P) + w(Q) ~ 1 

H [ P  w Q] : g-1 [w(P) g(H[P]) + w(Q) g(H[Q]) ] 
[ w(P) + w(Q) 

J 

gilt. 
A. R]~NYI hat in [7] den folgenden Satz bewiesen: 
Ist  H[P] ffir jedes P e A definiert und genfigt es den Postulaten 1--5, so gilt 

ffir g(x) ~ ax + b die Beziehung HIP]  ~ H i [ P ]  und ffir g(x) = a2 (1-~)x+ b 
die Beziehung H [P] ~ H~ [P]. 

In  derselben Arbeit ([7], S. 552) hat A. R ] ~ u  das folgende Problem aug 
geworfen : 

Es seien die Postulate 1--5 erffillt. Ist  es richtig, dab dann notwendig g(x) 
entweder eine lineare oder exponentielle ~unktion ist, d. h. dab die explizite An- 
gabe yon g (x) in R]i~yI'S Satz unterbleiben kann ? 

In  der vorliegenden Arbeit beantworten wit diese Frage im bejahenden Sinne. 
Dabei bemerken wir, dab zur Erzielung des yon A. 1~]~u bewiesenen Ergeb- 
hisses das 1)ostulat 1 nicht notwendig ist. Aber auch bei der Beantwortung der 
aufgeworfenen Frage werden wit dieses Postulat nicht benutzen, so dab dasselbe 
weggelassen werden kann. In  der Tat  folgt 1)ostulat 1 aus Postulat 5. 

In  dieser Arbeit beweisen wir den folgenden 

IIauptsatz. Ist H [P]/i~r jedes P ~ A definiert und geni~gt es den Postulaten 2, 
3, 4 und 5, so gilt H [P] = HI  [P] oder H [P] = H~ [P]. 

w 1. ~ber  die Mittelwerte endlicher Wahrseheinliehkeitsverteilungen 

In diesem ~)aragraphen werden wir uns mit den Mittelwerten einer ~m all- 
gemeinen nicht vollst&ndigen Wahrscheinlichkeitsverteilung besch/s Diese 
sind Vera]lgemeinerungen der in [2] (Definition 2) eingeffihrten Mittelwerten voll- 
st/indiger Verteiinngen. 

Definition. Es sei P ---- (pl, P2, . . . ,  pn) ~ A. und / (x) sei eine im Intervall (0, 1] 
definierte, streng monotone und stetige Funktion. Unter dem Mittelwert yon P 
bezfiglich der Funktion ] verstehen wit die GrSl~e 

(4) i / ( P )  = ]-1/kZP~f(PD" 

WO ]-1 die Inverse der Funktion ] is t .  
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Bekannt l ich  wird im allgemeinen unter  dem Mittel  der Zahlen x l ,  x2 . . . . .  xn 
bezfiglich ] die Gr6~e 

n ~t 

(5) ~s(x,~) = / - l [ ~ / ( x ~ ) ]  ( ~  = 1) 
k ~ l  k ~ l  

vers tanden,  wo die qk+ (k = 1, 2 . . . . .  n) feste oder ver~nderliche n ichtnegat ive  
Wer te  sind (S. [5]). Die Gleiehhcit  ~r)~/= ~)~h zweier, ffir verschiedene Funk-  
t ionen ] und  h gebildeter  Mit telwerte  ha t  eine Beziehung h = A ] ~- B zur Folge, 
wo A und  B kons tan te  Wer te  sind ([5], Satz 83). Das  Grundprob lem der folgenden 
Untersuchungen  bezieht  sieh darauf ,  was m a n  im analogen Falle fiber die durch (4) 
definierten Mit telwerte sagen kann.  Wir  wcrden zeigen, dab zwischen den beiden 
Funk t ionen  auch in diesem Falle eine lineare Relat ion besteht .  

n 

Wir bemerken,  dab es in [2] gelungen ist, einen ~hnlichen Satz ffir ~ P k  = 1 
k = l  

unter  dcr Voraussetzung zu beweisen, dab ffir die in (4) auf t re tende Funk t ion  ] 

x] (x )  ffir x * 0 

] * ( x ) =  0 ffir x = O  

eine im In te rva l l  [0,1] konvexe Funkt ion  ist (vgl. [2], Satz 1). 

Satz 1. Es sei / (x )  eine im abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige und streng 
monotone Funkt ion,  und e8 sei H (t) im abgeschlossenen Intervall  [/(a), / (b)] stetig. Es  
sei H[/(a)]  : H[](b)] = 0 und ]i~r beliebige x, y ~ [a, b] 

(6) ss ixS( -+ _ x ss S(x)l + y,<s s(y)l 
L x +  7 ~  �9 

Dann gilt im Intervall  [ / (a) , / (b)]  die Beziehung H (t) =- O. 
Beweis. Der Kfirze halber  sei 

xf(x) + yf(y) 
x o y - -  m ~-y  x, y e [ a , b ] .  

Wegen der s trengen Monotonit/~t yon  ] (x) f~llt dann  x o y immer  zwischen ] (x) 
und  ] (y), falls nur  x ~: y ist. Es  sei N ----- {x I a ~< x --< b & H [] (x)] = 0}. 0 f fenbar  ist 
die Menge N nicht  leer, da a und b sicherlicb zu ihr geh6ren. Wir  werden zeigen, 
dal~ N ~ [a, b] ist, und  dies ist gerade die Behaup tung  des Satzes. Es genfigt zu 
zeigen, dab es kein In te rva l l  I = [81, 82] c [a, b] gibt,  ffir welches aus x e I immer  
H[](x)] ~: 0 folgen wfirde. Dann  liegen n~mlieh die Punk t e  von N im In te rva l l  
[a, b] fiberall dicht, und  ist fiir ehl beliebiges x e [a, b] lim xn = x mi t  Xn E N ,  so 

n - - > ~  

ist H[f(xn)]  = 0 und  wegen der Stet igkeit  yon  H und  yon ] H[](x)] -~ 0, d .h .  
N = [a, hi.  

N e h m e n  wir je tz t  an, da$ das soeben beschriebene In tc rva l l  I = [81, 82] 
existiert.  Es  sei E~ = {x] a <-- x <~ 8~ & H[](x)] - -  0} und E2 = {x] 82 --< x ~< b & 
H [] (x)] = 0}. Die Mengen E1 und  E2 sind nicht  leer, da ja a ~ E1 und  b e E2 ist. Es  sei 
sup E1 = a* und inf  E2 = b *. Wir  z eigen, dab a* e E1 und b* c E2 ist. H a t  n/~mhch z. 
B. E1 kein grSl~tcs Element ,  so gibt  es eine Folge an e e l  derar t ,  dab  lira an - -  a* ist, 

~t ---> oo 

und  in t t inbl ick  auf  H[](an)] ~- 0 gilt wegen der Stet igkeit  H[i(a*)]  = 0, d . b .  
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a* e E l .  J~hnlich beweist man b* e E 2 . Offenbar gilt a* < ~1 und b* > ~2, ferner 
gilt in jedem Punkt  des offenen Intervalls  (a*, b*) die Beziehung H [/(x)] ~= 0. Das 
ist jedoch offenbar einWiderspruch, da wegen H[/ (a*)]  ----H[/(b*)] ~-0  und (6) 
H(a*  o b*) = 0 gilt, und wegen a* ~= b* a* o b* e (/(a*), /(b*)) folgt; und aus der 
strengen Monotonit~t y o n /  folgt die Existenz eines Wertes x0, so dab ](x0) 
---- a* o b* und a* < x0 < b* ist. 

Satz 2. Es 8eien / (x)  und h (x) im Intervall (0, 1] stetige und streng monotone 
Funktionen.  _Fi~r beliebiges P ~ (Pl, P2, . . . ,  Pn) ~ ~ gilt die Gleichung 

(7) M ] ( P )  ---- M h  (P) 

dann und nu t  dann, ]alls h (x) die Gestalt 

(8) h (x) = A I (x) + B 

hat, wo A ~: 0 und B konstante Werte sind. (Vgl. [5], S~tz 83 sowie [2], Satz 1.) 
Beweis. Es sei G(x) ~ h[/-1 (x)]. D~nn folg~ aus (7) 

n . n 

(9) G i __ i=1 

J Zpi  Zp~ 

Offenbar ist G(x) eine stetige und nichtkonstante Funktion. Wir zeigen, dal~ 
G (x) ~ A x -~ B ist (A r 0 da G nicht konstant  ist), und hieraus folgt h (x) 

G[/(x)] : A / ( x )  ~- B,  w~s nichts ~nderes als die zu beweisende Behauptung 
ist. Wir ffihren den ausffihrlichen Beweis in mehreren Schritten. 

1. Is t  G eine LSsung yon (9), so ist auch 

(10) H (x) = G (x) - -  (A x § B) 

]i~r beliebige Konstanten A und B eine L6sung. 
In  der Ta t  gilt 

(11) Xp~G[f(pi)] [A EPif(pi)  
- -  E p,~ E Pi 
~_ Ep~{GEf(pi)] -- [A f(p~) ~- B]} 

E p~ 

und gerade dies wollten wir beweisen. 

~ - B  Zp~] Zp~ ] 

E p~ HEf(pi)] 
- -  E p ~  

Offenbar ist auch H e i n e  stetige Funktion. Da in (10) A und B beliebige Kon- 
stanten sind, kann der Wert  yon H in zwei verschiedenen und im iibrigen beliebigen 
Punkten beliebig gewahlt werden. Wir w~hlen A und B so, dab 

(12) H [! (~)] = H [1 (�89 = 0 

sein soll. Eine solche Wahl ist immer m5glich, da die Determinante des Gleichungs- 
systems 

I A/(~) + B = G[ / (~ ) ]  

A / (�88 ~- B =- G [/(~)] 
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wegen der strengen Monotonitg~ yon  ] yon  Null verschieden ist. 
2. H[](x)] ~ 0 ]iir beliebiges x e [ � 8 8 1 8 9  Es sei x , y  [ ~ , : ] ,  dann  gilt 

offenbar x + y ~ 1, und  so folgt aus (11) 

(13) H [ x f ( ~  q- Yf(Y)] -  xH[f(x)] + yH[f(y)] 
+ x + ~  �9 

Wegen (12) shad im Interval l  ~ 1 [~, : ]  die Bedingungen yon Satz 1 erffillt, so dab in 
diesem Interval l  H[/(x)]  =- 0 gilt. 

3. H[](x)] ~ 0/ i~r beliebiges x e (0, �88 
Es sei x0 ein beliebiger Wer t  aus dem Interval l  (0, I )  und  ~ < a < �89 eine 

feste Zahl. Dann  gilt x0 + a < 1 und  somit folgt aus (13) wegen H[ / (a ) ]  z 0 die 
G]eichung 
(14) H[xof(xo) + af(a) ] xoH[f(xo)] 

x o + ~  - 7 o T a  " 

Offenbar gibt  es wegen dcr Stetigkeit und  der strengen Monotonit&t yon  / (x) einen 
eindeutig bes t immtcn Wer~ xl ,  ffir welchen 

(15) ](xl) = xof(xo) + af(a) 
X 0 - ~  

u n d  

(16) x0 < Xl < a 
ist. 

Wir  definieren die Folge {Xn) (n = 0, 1, 2 . . . .  ) auf  rekursive Weise durch  die 
Formel  

(17) / ( x n )  = x . - l f ( ~ - O  + a f ( ~ )  
Xn-i -~ 

Wie man  leicht einsieht, gilt d~nn xn-1 < xn < a ffir jedes n d .  h. die Folge {xn} 
ist mono ton  wachsend und  beschr~Lnkt, so dab der Grenzwert  x* existiert. I ndem 
wir in der Gleichung (17) den Grenzfibergang n --> oo vornehmen,  erhalten wit 
wegen der Stetigkeit  yon  ] (x) 

x ' f  (x*) + af(a) 
/ ( x * )  = ~ .  + ~ , 

woraus 

](X*) = ](~) 

und  wegen der strengen Monotonit/~t yon  ] x* ---- a folgt. Andererseits gilt wegen 
(17) und  (13) 

(18) H [1 (Xn)] : H [ xn-:f(Xn i)~ af(a!] _ xn-1 H[f(xn-:)] 
[ x~-i + a J x~-i + a 

und  auf  Grund yon  x* = a haben wir ffir genfigend grol~es n �88 < xn < a, d. h. 
H[/(Xn)] -~- O, und so folgt aus (18) H[/(xn-1)]  ~- O, und so endlich H[/(xo)] = 0, 
was zu beweisen war. 

4. H[/ (x)]  ~- 0/ i~r beliebiges x G (�89 1]. 
I)er Beweis ver]/iuft ghnlich wie derjenige yon  3. Es sei jetzt  x0 ein beliebiger 

Wef t  aus dem offenen Interval l  (�89 1), ferner sei a > 0 eine feste Zahl, ffir welche 
x0 + a < 1 gilt. Dann  ist a < �89 Aus (13) folgt wegen H[f(a)] -~ 0 wiederum die 
Gleichung (14), und  es existiert ein durch die Gleichung (15) eindeutig definierter 
Wer t  xl ,  derart,  dal~ 

a ~ x l  ~ x0 
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ist. Wiederum definieren wir die Folge { x n }  auf  rekursive Weise dureh die Glei- 
chung (17). Dann  gilt a < x n  < Xn-1  ftir jedes n, d . h .  { x n }  ist monoton  ab- 
nehmend  und  nach unten  besehr/~nkt, so dag der Grenzwert  x* existiert. Wegen 
(17) ist wiederum x* = a und  auch hier gilt die Gleiehung (18), so dab ffir n ge- 
nfigend groB a < Xn < �89 und  folglieh H [ / ( X n ) ]  = 0 ist. Somit  folgt aus (18) 
H [ / ( x o ) ]  = O, und  dami t  haben  wit unsere Behaup tung  ftir beliebige Werte  
�89 < x < 1 bewiesen. Gleichzeitig gilt wegen der Stetigkeit  HI / (1) ]  = 0 und 
dami t  haben wit  unsere Behaup tung  vollst/indig bewiesen. 

Un te r  2., 3. und  4. haben wit bewiesen, dag ftir festgew/~hlte Werte  yon  A und  
yon  B H ( x )  = 0 ist, und  so folgt aus (10) G ( x )  = A x  d- B ,  womit  wir unseren 
Satz restlos bewiesen haben.  

w 2. Beweis des t tauptsatzes 

Der erste Tell des Beweises verlKuft genau so wie bei dem yon  A. R ~ Y I  be- 
wiesenen Satz (vgl. [7], Satz 1). Der Vollst~ndigkeit halber gehen wit aueh darauf  
ein. Es sei 

(19) ~o(p) = H[(p)]  0 < p < 1 

wo (p) eine aus einer einzigen Wahrscheinliehkeit  bestehende Verteilung ist. Auf  
Grund yon  Pos tu la t  4 gilt die Funkt ionalgleiehung 

(20) ~ (/o q) = q0 (p) -]- ~ (q) 0 < p __< 1, 0 < q __< 1. 

Nach  Pos tu la t  2 ist ~ (p) eine stetige Funkt ion ,  und  ha t  folglich die Gestalt  

~0 (p) = c log2 p ,  

(vgl. [1] Nr. 2 .1.2,  2.1.4) und  wegen Pos tu la t  3 ist c log2 �89 = 1, d . h .  c = - -  1, 
und  so 

(21) H[(p) ]  = q0 (p) = - -  log2p.  

Es sei P = (tOl, 1o2 . . . . .  ion) ein beliebiges Element  yon  A, dann  kann  P in der 
Gestalt  

P - -  (1ol) w (P2) w . . .  w (Pn) 

gesehrieben warden. Auf  Grund von Postula t  5 und  wegen (21) gilt nun  

H[P] = H I ( p 1 )  w (p~) u . . .  w (Pn)] 

(22) = g-1 ,[w[(pl] g(H[(pl)])  4- " -  4- w[(pn)]g(HE(pn)]).[  
/ w[(p~)] + .-. + w[(p~)] / 

=g-1 [  lg(-log2p ) + - - -  + + ] 

wobei g eine streng monotone  und  stetige Funk t ion  ist. Es sei 

P =  ( P l  , P 2 ,  . .  . , IOn) E A und Q = ( q l , q 2  . . . .  , qm) ~ A . 
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Dann grit auf Grund von Postulat 4 und wegen (22) ffir g die Funktionalgleichung 

I ~ ~ piq~g(--log2p~qj) [ r ~pig(-log2pf)] r ~ qjg(_log2qj)- 

(23) L' - -  11i=1 " g-1[]=I ~-- g-~ ~ - = ~ J = ~  = g -  I ~ - I + 
i = l . j = l  ~ = 1  j = l  

mit beliebigen Verteilungen P und Q. Es sei ] (t) = g (--]og2 t), dann gewinnen 
wir fiir ] (t) aus (23) die Funktionalgleichung 

Es sei Q = (q) (0 < q ~ 1), dann folgt aus (24) die Gleichung 

(25) ~-s <-~ [~:'J(P'q)l ~P'f(P') ~ j=]l[ ~, ] 
Wenn wir hq (t) -~ ] (qt) setzen, erhalten wir aus (25) die Gleichung 

(26) MI(P) = Mhq (P). 

Offenbar sind ] und hq streng monoLone und steLige Funktionen so dab aus SaLz 2 

(27) hq(t) : Aq/(t) + Bq 

folgt, wobei jetzt  die Gr56en Aq und Bq Funktionen yon q sind. In  einer ausffihr- 
licheren Schreibweise wird aus (27) 

(28) ](qt)=A(q)/(t)+ B(q) q, te(O, 1]. 

Bekanntlich (vgl. [5], Satz 84, und auch [1], [2] und [7]) hat eine stetige LSsung l (t) 
der Funktionalgleichung (28) die Gestalt 

(29) ] (t) ~- a log2 t -+- b 
oder die Gestalt 

(30) /(t) : a t ~-1 -~- b .  

I-Iier isL a # 0, da ] nicht konstant ist und b sowie g # 1 sind beliebige konsLante 
Werte. Indem wir yon / ( t ) ~  g(--log2 t) Gebrauch machen, erhalten wir aus 
(29) und (30) 

(31) g(x) : -- ax + b 
oder 

(32) g(x) : a2  (1-~)~ + b, 

und so folgt aus (22) H [P] ---- H1 [P] oder H~ [P]. Damit haben wir den H~uptsatz 
vollsti~ndig bewiesen. 
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