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Der Anziehungsbereich 
yon operator-stabilen Verteilungen im R2 

J. Michali6ek 

Einleitung 

In den Arbeiten [-6] und [-8] wurden eine Darstellung der operator-stabilen 
Mage und einige ihrer Eigenschaften angegeben. Es bleibt noch die Frage nach 
dem Anziehungsbereich zu beantworten, die hier, wegen der Nichtkommutativit~it 
der linearen Operatoren des IR K in sich, nicht in gleicher Weise zu 16sen sein wird 
wie im IR 1. (Die Menge aller linearen Operatoren des IRK in sich sei ab nun mit 
S(IRK) bezeichnet.) Bevor nun auf die einzelnen M6glichkeiten des Anziehungs- 
bereiches eingegangen wird, sollen die wichtigsten Definitionen und Ergebnisse 
der Arbeiten [-6] und [8] wiederholt werden. 

Definition 1. Ein W-MaB �9 auf IR K heiBt operator-stabil, falls es zu jedem 
n e N  ein A, eS(IRK) und ein a, eIR K gibt, so dab die Gleichung 

(A, o ~)" * �9 O,, = �9 (1) 

ftir alle n e N  erfiillt ist. A,o 4~ ist definiert dutch: 

A.o~(M)=#(M.A,),  McIR K. 
Unter �9 soll die Faltungsoperation und unter 0a, das Einsmal3 auf a, verstanden 
werden. 

Es zeigt sich [8], dab die Operatoren A, die Gestalt A,=exp(B log n) haben. 
Dabei ist B~S(IRx). Wie leicht zu erkennen ist, bildet'die Menge der A. eine 
multiplikative einparametrige Gruppe, die zu einer Gruppe erweitert werden 
kann. Diese Gruppe sei ab nun die ,,Gruppe des stabilen Mages" genannt. 

Im IR2 scheint es zweckm~iBig nach den Spektraleigenschaften von B zu unter- 
scheiden. Dadurch ergeben sich 4 F/ille, die in folgender Tabelle kurz dargelegt 
werden sollen. Dabei ist zu beachten, daB eine lineare Transformation vorgenom- 
men wurde, die die Eigenvektoren in die Vektoren (1, 0) bzw. (0, 1) bzw. (1, i) bzw. 
(1, - i) i.iberfiihrt. 

Fall B Charakteristische Funktion 

1 {1~ 10/~ } exp{-c,t,'+i(td')} 

2 {1~ 1/02} exp{-{cl[t,['l+c2[t2['2}h([ti[~-~-~ ~2 

~1/o: 0 } 
3 [s/e 1/ol exp{-e[tl[~h(tlexp[t2/h])+i(td')} 

{ 0  1~} 2 2,/2 2 2~/2 4 1/~ exp{-c[tl+t2[ h([tl+tz] exp{arctg(t2/fi)})+i(td')} 

(2) 
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Die Eigenschaften der Konstanten c~ und c ktinnen ebenso wie die Funktionen h 
in [6] nachgesehen werden; f'tir Fall 1 s. [3]. 

w 1. Einige Resultate iiber charakteristische Funktionen im ~ s  

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften der charakteristischen 
Funktionen dargestellt. Sind die Resultate bekannt, wird auf einen Beweis ver- 
zichtet. 

Hilfssatz 1.1. Eine Folge yon W-MaJ3en konvergiert genau dann schwach gegen 
ein W-Marl auf dem ~ r ,  falls die entsprechenden charakteristischen Funktionen 
gleichmi~flig in jeder kompakten Menge konvergieren. 

Hilfssatz 1.2. Die charakteristische Funktion eines nicht degenerierten Mafles F 
ist auJ3er im Punkt 0 in einer Umgebung der Null kleiner als 1. (Dabei heiflt ein Marl 
degeneriert, wenn es auf einer Hyperebene konzentriert ist.) 

Beweis. Nach einer Ungleichung tiber charakteristische Funktionen gilt 
(s. [53): I f ( t ) -  f (2  t) l N 2 If(0)-- f(t)[. Ist f(t) = 1, so folgt f (2  t) = 1 und V n: f(n t) = 1. 
Es werde nun angenommen, die Aussage des Satzes sei falsch. Dann gibt es eine 
Nullfolge r mit f(t(i))= 1. Aus der obigen Oberlegung folgt, dab auch 
f(ntr far a l len.  Es werde eine Folge n~ gew~ihlt, so dab In~t(~ und 
I%+1) t(i)l > 1 ist. Die Folge n~ t (1) hat daher eine Teilfolge n~j t (O mit einem Grenz- 
wert ~, wobei Itl = 1 ist. Nach den vorhergehenden 13berlegungen gilt V 2 > 0, dab 
f ( [2  nil t iJ) = 1, wenn he. ni. 2 > 1. Dabei bedeutet [a] die niichst kleinere ganze 

J J 3. , , 

Zahl an a. Aus der Stetigkelt der charakterlstischen Funktmnen folgt nun V 2 > 0: 
f (~.  2) = 1, da Jim [-2 %] t ~ =~. 2. Fiir negative 2's gilt eine ~ihnliche Oberlegung. 

J ~ 3  

Daraus erkennt man, dab F ein degeneriertes MaB ist. Dies steht im Widerspruch 
zur Annahme. 

Ftir das Folgende sei vorausgesetzt, dab alle operator-stabilen Marie nicht 
degeneriert seien. 

Hilfssatz 1.3. Die Folge der charakteristischen Funktionen 

f"(tB',)exp{i(tb' ,)}~q~(t),  tell( r (1.1) 

konvergiere gleichmgtJ3ig auf jeder kompakten Menge, wobei B.eS(IRr) und b.slR~: 
ist. r ist dann die charakteristische Funktion eines operator-stabilen MaJ3es sofern 
sie nicht degeneriert ist, und 

1) lim It" B',I =0.  
t l  ---~ cr 

2) Es gibt eine Umgebung der Null U(O), so daft 

f ( t .  B'n) exp {i (t, b'n)} mit f ( t )=f ( t ) .  )~v(o) 

gleichmiifiig gegen q) konvergiert. 

Beweis. Der Beweis yon 1) kann unter Benutzung yon Hilfssatz 1.2 direkt yore 
1-dimensionalen tibernommen werden. Ftir den Beweis yon 2) nehme man als 
U (0) die in Hilfssatz 1.2 erw~ihnte Umgebung. Die Aussage folgt dann aus Hilfs- 
satz 1.1. 
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Hilfssatz 1.4. Es seien An, A*eS(IRK); an, an eIR~ und Xn, X,  Y k-dimensionale 
Zufallsvariable, deren Verteilungen nicht degenerieren. Dann ist notwendig und 
hinr eichend ffir die K onverg enz in Verteilung yon X,, A,  + an ~ X und X ,  A* + an ~ Y 
die Existenz yon AeS(IRK) und aelRK, so daft die Verteilung yon Y . A  +a und X 
gleich sind und die Gleichungen 

An=A* GnlnA, an=a* +a 

erfiJllt sind. Dabei konvergieren I n gegen I, und G n li~J3t die Verteilung yon X invariant. 

Der  Beweis und einige interessante Folgerungen finden sich in [-2]. Aus die- 
sere Satz lassen sich einige ffir unser Problem wesentliche Eigenschaften der 
Opera toren  B n herteiten. 

Satz 1.1. Die Folge der charakteristischen Funktionen 

fn(t.B'n) exp{i(t,b'n)}--.~o(t), VtEIR K, 

kom, ergiere gleichmgtflig in jeder kompakten Menge (BneS(IRK) bn~lRK). Oann 
haben die Operatoren B' n folgende Eigenschaften: 

1 )  , - 1  , , Bn + 1 Bn = Gn. I n. 
' G *  ' l '  ' 2) B'n-l B[rnl=__n _nAt, V r > 0 .  

G',, G*' li~J3t die charakteristisehe Funktion q~ invariant und A r geniigt der Glei- 

chung: ~o" (t A;) exp {i ( t  a'r) } = ~o (t). 

Beweis. Seien Z i unabh~ingige Zufallsvariablen mit der gleichen Verteilung F. 
n 

Ist auBerdem X , =  ~Z, . , so  gilt: X,  Bn+b . -  v ~ X, wobei die Verteilung von X, 

ist. Fiir die charakterist ische Funkt ionen  bedeutet  dies die gleichm~iBige Konver-  
genz von:  

fn ( t .  B'n) exp {i ( t  b;)} -~ ~o (t) 

a u f j e d e r  kompak ten  Menge. Man  sieht leicht, daB auch 

XnBn+l +bn+l--~ X und X,B~rnl +b[rnj-+ XAr+ar  

in Verteilung konvergiert .  Aus Hilfssatz 1.4 folgt nun:  

G. ln, Bn+l=Bn Gnln, Bn=B[rnl * 

also insbesondere:  n, - ~ n,  - r . . . .  ~n + 1 ~n -- "n Gn und B' n- 1 BE ~ nl = I~, G* '. 

Hilfssatz 1.5. Es sei t(i)~lRr eine Nullfolge und B'n~S(IRK) eine Folge yon Opera- 
toren, die (1.1) erffillt. Dann gibt es eine Folge n~, so daft 0 < K <I t  (i) B'n~lJ < L < ~ .  

Beweis. Da t (~ eine Nullfolge ist, gilt: f(t(i))---~ 1. Es gibt daher  Zahlen ni, so 
f n i (  (i) , ]  __~1 dab Ifn'(t(i))l-~�89 und somit  auch Ifn'(t(1) B',51B'n,)l~�89 und ~ ,u Bn, , 2 kon- 

vergiert, wobei u(~)=t (~) B'n~ 1 gesetzt sei. Aus der gleichm~iBigen Konvergenz  er- 
h~ilt man:  ] fn, (u(i) B;,) I _+ k o (u(1))[ _,  �89 

Da die Menge {u: �88 < ]~o (u)] < 3} in einer Menge der Gestal t  {u: 0 < K_< u _< L < oo } 
enthalten ist, ist der Beweis erbracht.  
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Korollar. Es sei t(i)eIR r eine Nullfolge und B'~ eine Folge yon Operatoren, die 
(1.1) erffillt. Dann gibt es eine Folge n iund eine Teilfolge ij, so daft 

t(iJ) B' -l--~ t mit I~1=1. % 

Der Beweis beniitzt die Kompaktheit  der Mengen {t: 0 < K_< t _  L < oo }. 

w 2. Definition der Anziehungsbereiehe 

Definition 2.1. Eine Verteilung F liegt im Anziehungsbereich einer operator- 
stabilen Verteilung 4, wenn es Operatoren B, eS(IRr) und b,eIR r gibt, so dab die 

Beziehung: B21 o F ~ * ,  0b. (M) -~ �9 (M) (2.1) 

f'fir alle Borel-meBbaren Mengen M erf'tillt ist. 

Definition 2.2. Eine Verteilung F liegt im kommutativen Anziehungsbereich 
von q~, falls in (2.1) die Operatoren B, kommutativ zu A r (s. Darstellung der 
operator-stabilen MaBe) gew~hlt werden kt~nnen. 

Definition 2.3. Eine Verteilung F liegt im verh~ltnistreuen Anziehungsbereich 
von 4, falls in (2.1) die Operatoren B, aus der zu �9 geh6renden Gruppe der 
Operatoren {A,} genommen werden k6nnen. 

Definition 2.4. Zwei Verteilungen F u n d  G liegen in derselben Klasse des 
Anziehungsbereiches der Verteilung 4, falls (1.1) ftir beide Verteilungen erffillt 
ist und B, und b, f'tir beide Verteilungen gleich gew~ihlt werden k6nnen. 

Aus Hilfssatz 1.4 erkennt man, dab wirklich eine Klasseneinteilung zugrunde 
liegt. Nattirlich liegt q~ in seinem eigenen Anziehungsbereich. 

Definition 2.5. Der normale Anziehungsbereich ist die Klasse des Anziehungs- 
bereiches von 4, die qB enth~ilt. 

w 3. Der normale Anziehungsbereich 

Satz 3.1. Zwei Verteilungen F uncl G liegen in derselben Klasse des Anziehungs- 
bereiches einer stabilen Verteilung 4, falls mindestens eine im Anziehungsbereich 
yon �9 liegt und fiir deren charakteristischen Funktionen in einer Umgebung der 
Null die Gleichung f ( t )  = {g(t)} L~t) (3.1) 

erfiillt ist, und L: IR K ~ C die Eigenschafi lira L(t) = 1 hat. 
Itl ~ o  

Beweis. O.B.d.A. sei G im Anziehungsbereich von 4. Wenn nun (1.1) ftir g 
erKillt ist, muB gezeigt werden, dab F in derselben Klasse yon �9 liegt. Aus 

gn(t. B'n) exp {i (t, b'n> } ---* ~o (t) 

erh~lt man wegen der gleichmgBigen Konvergenz 

l im f "  (t. B'~) exp {i < t, b',> } = lira {g (t B'n)}" ut Ba) exp {i < t b'~> } = ~0 (t). 

Nun seien F und G in derselben Klasse des Anziehungsbereiches von 4. Jede 
Funktion kann in einer Umgebung der Null wie in (3.1) dargestellt werden, da ~o 
in einer Umgebung der Null ungleich 0 oder 1 ist, wie aus Hilfssatz 1.2 zu ent- 
nehmen ist. Es mul~ hier lediglich die Eigenschaft der Funktion L nachgepriift 
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werden. Dies erhglt man durch indirekte Beweisftihrung, wie folgt: Angenommen 
es gibt eine Nullfolge t(i)eff~K mit lira L(t~~ Nach dem Korollar des 

It(O I ~o 
Hilfssatzes 1.5 gibt es eine Folge ij, so dab !im t(iJ)B'n~l=3 mit 131=1 ist. Dann 
gilt aber: J-* ~ 

(p (3) = !im f "  (3 B'.) L(~B;') exp {i (t, b'. ) } 

= lim fniJ (t(iJ)) L(t(9)) exp {i (t, b'nb)} 
j---, oo 

= !im q) (3)  L(t( if l)  = q)  (3)  K . 
j ~ o o  

Daraus folgt, daB K = 1 mod2rci sein muB. Aus Stetigkeitsgrtinden kann K = 1 
gew~ihlt werden. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. 

Korollar. Eine Verteilung F liegt im normalen Anziehungsbereich einer Ver- 
teilung 4, wenn jSr die charakteristische Funktion f in einer Umgebung der Null 
die Gleichung f(t) = {q~ (t)} L(~ (3.2) 

erffillt ist, wobei jSr L: lR r --~ t12 gilt ill'maoL(t)= 1. 

Satz 3.2. Zwei Verteilungen F u n d  G liegen genau dann in derselben Klasse 
des Anziehungsbereiches einer stabilen Verteilung 4, die keine Normalverteilung 
als Randverteilung besitzt, wenn mindestens eine yon ihnen in diesem Anziehungs- 
bereich liegt und wenn sie die Gleichung 

lim F (M. B~ 1)/G (M- B21) _- 1 (3.3) 
n ~ o o  

J~r alle meflbaren Mengen M, deren Abschlufi nicht den Nullpunkt enthgtlt und die 
die Eigenschaft 

lira n G (M. B2 i) =~ 0 (3.4) 
n ~  ~t3 

haben, erJ~llen. Zusiitzlich muff noch 

lim S xnd (B21~  - ~ xnd(B; l~  =0 (3.5) 
n ~  [xl<c Ixl<c 

gelten. Dabei ist B, der Gleichung (1.1) entnommen. 

Der Beweis soil hier nicht ausgeftihrt werden. Er folgt aus einem Ergebnis 
aus [3] und [7]. 

Bemerkung 1. Die Bedingung(3.5) bedeutet fiir Verteilungen, deren Erwar- 
tungswert existiert, dab ~ x dF= ~ x dG ist. Im Falle, dab in der Darstellung des 
operator-stabilen MaBes ~i bzw. ~ < 1 sind, ist diese Bedingung leer. 

Bemerkung 2. Hat �9 die Normalverteilung als Randverteilung~ so ist �9 ein 
ProduktmaB, und man kann diesen Satz auf den eindimensionalen Fall zurtick- 
ftihren und erh~ilt Bedingungen tiber die Varianzen der Randverteilungen. 

Bemerkung3. Es ist m6glich, statt F ( M . B , ) / G ( M . B , ) ~ I  auch 
F(Mi)/G (Mi)--* 1 fiir Folgen yon Mengen vorauszusetzen, wenn nur 

oo > lim i F(M~) >= lim i F(M~) > 0 
und 0~ ~ M  i erftillt ist. 

1 
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w 4. D e r  verhii ltnistreue Anz iehungsbere ich  

Satz 4.1. Eine Verteilung F liegt genau im verhfiltnistreuen Anziehungsbereich 
einer stabilen Verteilung �9 (s. [2]), falls ihre charakteristische Funktion folgende 
Form hat: 

Fall Charakteristische Funktion 

[ t l l  ~ . . t l  

3 exp{-cltll'L(ltll)h(tlexp[t2/t~])M(tt,t2)+i(t,d')} 

4 exp{-cttl~L()l)h(Itl~exp{arctg(t2/tO})M(q, t2)+i(t,d')} 

Dabei ist L in allen drei Fiitllen langsam wachsend, d.h. 

L: I R ~ - - ~  und limL(St) 1 
t-~O ~ - - ~  " 

h, c~ bzw. c sind der Darstellung des operator-stabilen Mafies �9 entnommen, und M 
hat die Eigenschaft M: ] R  2 - ' ~  C lim M(t 1, t2)----- 1 sowie d~lR r. 

Itl-~O 
Beweis. Nach Satz3.1 mul3 ffir jede Klasse des Anziehungsbereiches ein 

Vertreter angegeben werden. Man erh5lt dann alle Mage dieser Klasse durch 
die Multiplikation des Exponenten mit einer Funktion M, die die oben angegebene 
Eigenschaft besitzt. 

Es sei zun~ichst F i m  verh~iltnistreuen Anziehungsbereich yon q0. Nach 
Definition 2.3 k6nnen die Bn's in folgender Weise gew~ihlt werden: 

Bn=Anl~n ) mit 1: N--~IR +. (4.2) 
Nach Satz 1.1 gilt nun: 

B,- 1 u' a , -  i 
n ~[sn]  : l "-n l(n) A[ns]  t ( [ s n ] )  ~ As. 

Daraus erkennt man, dab l langsam wachst, d.h. l([ns])/l(n)--~ 1. Wie aus [1] 
und [4] zu entnehmen ist, kann auf Grund des Hilfssatzes 1.4 n l(n) monoton 
gewiihlt werden. Aus der Funktionalgleichung 

l(n) L(n l(n))-- 1 (4.3) 

kann eine stetige langsam wachsende Funktion L bestimmt werden. Dies ist 
dann die in Formel (4.1) angegebene Funktion L, 

Umgekehrt: Es ist noch zu zeigen, dab zu einem F, das in der Form (4.1) 
gegeben ist, B,~{A,} und b~IR K existieren, so dab (1.1) erftillt ist. Da nun 
L gegeben ist, fasse man in Gleichung (4.3) l(n) als unbekannt auf und definiere 
l(n) als die kleinste L6sung der Gleichung (4.3). Das gesuchte B~ ist dann definiert 
durch A~tn)=B n. Hier sei auf die Arbeit [1] verwiesen, in der diese Schltisse 
bei ~ihnlichen Problemen ausftihrlicher durchgeftihrt werden. 

Satz 4.2. Eine Verteilung F liegt genau dann im verhiiltnistreuen Anziehungs- 
bereich einer stabilen Verteilung ~, die keine Normalverteilung als Randverteilung 
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besitzt, falls die Funktion 
F(M. Ar)/~(M. At) 

i/fir alIe mefibaren M, Jfir die limsF(M.As)>O ist, J~r r--*~ langsam wi~chst. 
s 

Auch hier sei der Beweis nicht ausgeffihrt, sondern wieder auf die Arbeit [6] 
hingewiesen. Es lassen sich ~ihnliche Bemerkungen wie bei Satz 3.2 anschlieBen. 

w 5. Der allgemeine kommutative Anziehungsbereich 

Satz 5.1. Eine Verteilung F liegt genau dann im kommutativen Anziehungs- 
bereich einer stabilen Verteilung 4, falls ihre charakteristische Funktion folgende 
Form hat: 

Fall Charakteristische Funktion 

exp { -  I-r q[ ~' LI([q[) + c2 [t21 ~ L2 (It2t)] 

. h ( it2i,~[til~' Li(lql)L2(it21) sign tl' sign tl/t2) " M(tl' t2)+i (t' d') t (5.1) 

3 exp{-clt, l~L([ql)h(tlQ(ltl[)expte/ta)M(tl, t2)+i(t,d')} 

4 exp { -c  Itl ~ L([t[) h(lt I Q(ltl) exp {arctg t2/t,} ) M(tl, t2)+i(t , d')} 

Dabei sind die Funktionen Li: IR~ --~ IR1, L: IR~ ~ ][{1 und Q" ]R~ ~ IR~ langsam 
wachsend, dE]R2, die Funktionen M: ]R 2 ~ ~ haben die Eigenschaft lim M(t)= 1 

It[~o 
und die Konstanten c, c i sowie die Funktion h sind der Darstellung des operator- 
stabilen Mafles q~ entnommen. 

Beweis. Der Beweis erfolgt mit denselben Argumenten wie fiir Satz 4.1. Dabei 
sind im Fall 2 anstelle der Gleichung (4.3) die Gleichungen: 

l~' (n) L, (n- 1/o~i li (n)) = 1 (5.2) 

zugrunde gelegt, wobei B, die Gestalt 

hat. Die Funktionen li: N ~ IR~- sind auch hier langsam wachsend. 

Im Fall 3 hat B. die Gestalt: 

0 
{_R(n)  n-1/~l(n) n_l/~l(n)}, 

n -1/~ l(n) log{n -1/~ l(n)} 

wobei die Funktionen 1 und exp(R(n)) langsam wachsen. Die Gleichung(4.3) 
wird ersetzt durch die Gleichungen 

l~(n) L(n -1/~ I(n))= 1, 
(5.3) 

O(n- i/~ l(n)) exp (R (n)) = 1. 
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Im Fall 4 muB zun~ichst die Transformation 

t l = s c o s  p l>O 

t2=ss in  p 0<p__<2n 

ausgeftihrt werden. Dadurch gehen die Operatoren Bn in 
tiber, die die Gestalt 

O~(s, p)= (s n -v~ l(n), p - R ( n )  log {n -v~ l(n)} mod2n) 

haben. Die Gleichungen (4.3) werden ersetzt durch die Relationen 

l ~ (n) L(n -1/~ l(n)) = 1, 
(5.4) 

Q (n- TM l(n)) exp(R (n)) = 1. 

In allen drei F~illen wird ~ihnlich wie im Beweis des Satzes 4.1 vorgegangen. Es 
sei bemerkt, dab die Form der Operatoren B, bzw. O, durch den Satz 1.1 bestimmt 
ist. Dies folgt aus [1]. 

die Operatoren O n 

w 6. Der allgemeine Anziehungsbereich 

Der nicht kommutative Anziehungsbereich, dem ganz besonderes Interesse 
zukommt, kann nicht einheitlich fiir alle F~ille bestimmt werden. 

Fiir den Fall 2 benStigen wir zun~ichst einige Hilfssgtze. 

Hilfssatz 6.1. Es sei ~ eine operator-stabile Verteilung, so daft der Absolut- 
betrag lip[ der charakteristischen Funktion nur beziiglich des Einheitsoperators 
invariant ist. Ist tl,  t2~]R 2 und t2=[=(O , 1) oder t2#(1,O ), so ist qg(t 1 �9 s)#q~(t 2 .s), 
V t 1, t 2 mit [tll = It 21 = 1 und s ~ ~1.  

Der Beweis erfolgt mit Hilfe der Darstellung (2). 

Hilfssatz 6.2. Es sei wieder Ir nur beziiglich des Einheitsoperators invariant 
und es liege der Fall 2 vor, Zu jedem ~ > 0 gibt es ein ~ > O, so daft 

t - - 1  I(1, a) Brn /q rn] / /~  a 2 - ~ A / s , I  <~, 
wenn 

I(1, a) B'n-'/a,l/l +a ~-~1<2. 

Dabei ist q ,=  (1, a) B', -1 und s~= ItA, I sowie [31 = 1. 

Beweis. Wir wissen, Va f((1, I am partiellen Anziehungs- 

bereich einer Funktion I~o(t. s)l ftir ein t mit It[ = 1 liegt. AuBerdem gilt: 

[If"((1, a) s/ ll/i+~qn)l- I~0 ((1, a) n'/1 s / ~ q . ) l l ~  0 

wegen der gleichm~iBigen Konvergenz der charakteristischen Funktionen. Kon- 
vergiert (1, a) B',~- 1 / ] / /~  a a q,, ~ 3, so gilt: 

Ifn'((1, a ) s / ] / ] + a  2 qn)[ ~ I~,0 (3 S)I. 
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Ebenso erh~ilt man 

lift"'((1, a)s/]/1 + a a q~.,)l- ] cp ((1, a)B'r~ 1 s/]/ll-+a 2 qrn)[[ --+ 0 

und auch 
I f  r"' ((1, a) s/~/-l~a 2 q,,)[ --~ qo r (t s) = ~o (~. A r s). 

Da nun ]ff"'((1, a)s/lfl+a2qr,,)[ konvergiert, so folgt aus Hilfssatz6.1 die 
Konvergenz von (1, a ) B ' ~ 2 ~ l / ~ q r , ,  nach ~Ar/s r. Damit  ist alles gezeigt. 

Hilfssatz 6.3. Zu jedem e > 0 gibt es ein no, so daft ffir allen > n o 

l(1, a) , - 1  B, / q , ~ - ( 1 ,  a)B',+i/q,+llfl +aZl<e. 

Beweis. Da einerseits 

[ I/"+1((1, al/q. ] / ~  a2)[ -  I~o ((1, a)B'~-l/q. ~ ) l l - - *  0 
und 

l f "  + i(( 1, a)/q. ] / ~  a2)[ - I f"+~((1, a)/q.+l l ~  + aZ)[ ---' 0, 

andererseits aber 

IIf"+l((1, a)/qn+ l / 1  + a2--)l - I~o((1, a) B'.; ]/q. ] / i ~ ) l  l ~ O, 

so erh~ilt man aus Hilfssatz 6,1 das gewtinschte Resultat. 

Satz 6.4. Es seien die Voraussetzungen des Falles 2 erJfillt. Wenn Fim Anziehungs- 
bereich der Verteilung ~b lie#t, dann liegen die Randverteilungen 

F.(M): ~ dF (6.1) 
{ X l - a X 2 } / ~ e M  

entweder im Anziehungsbereich des Mafies ~o(M) :=  ~ d~ oder des Mafles 
~o~ :=  S d~. Dabei ist M Borelsch. x2~M 

X1sM 

Beweis. O.B.d.A. bestehe die Gruppe, die die Verteilung 45 invariant liigt, 
nu t  aus der Einheit. (Sie kann in diesem Fall h6chstens aus 4 Elementen bestehen.) 
Der Beweis des Satzes erfolgt tiber die charakteristischen Funktionen.  Es mug 
also bewiesen werden, dab es Zahlen c.~lR 1 und l.~IR 1 gibt, so dab 

Jim f"(#/c, I f l  +a2, ap/c,]/ l  +a2) exp{il,#}=~Oo(p) (6.2) 

oder 
lira f"  (H/c, ] f i -+~,  a #/c, ]/1 + a 2) exp {i l, #} = cp oo (#) (6.3) 

gilt. Es sei fiir festes n und a, q, so gew/ihlt, dab 

(1, a) ,-1 B, /q, ] / / ] ~ 2  = (tl, tZ)n = t(,) und It(")[ = 1. 

Aus der gleichm/iBigen Konvergenz folgt ftir n > n o (e): 

If" ((1, a)/q. l / ~  a2) exp {i ( t  (") b n) } - <p (t ("))l < e. 
5 a Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 25 
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Man kann nun eine Teilfolge n~ so bestimmen, dab lim t("i)=~ und daher: 

lim f" '  (t ("') B' i~o ,~#)exp{i( t ("~ ~ I R  2. (6.4) 

qo(~#) ist wegen der Bauart der Verteilung 4~ (s. [6]) eine unendlich teilbare 
Verteilung, die im positiven bzw. negativen Anziehungsbereich der Mage ~o 
bzw. 4~ liegen. Nach einem Satz fiber unendlich teilbare Verteilungen (s. [3], 
S. 190, Bern. 4) gibt es Teilfolgen n Iund n v, so dab 

lira f "  (t ("') B',,, #) exp(i ( t  ("~ b ' ) ) =  q~o ~)  (6.5) 
l-+ o0 

OZW, 

lim f""  (t ("'') B;~, #) exp (i ( t ("'') b;,,)) = q) oo ~)  (6.6) 
I ' ~  o0 

gilt, es sei denn (6.2) bzw. (6.3) sind bereits erfiillt. 

Mit anderen Worten heiBt dies, dab /7, sowohl im partiellen Anziehungs- 
bereich yon 4~ o als auch yon 4~ liegt, es sei denn, F, liege bereits im Anziehungs- 
bereich einer dieser beiden stabilen Randverteilungen. Es werde nun angenommen, 
daB (6.4) erfiillt ist und tl" t2 + 0, so dab ffir ein y > 0 sowohl 

]~ - (1 ,0 ) [>y  als auch [~-(0 ,1) l>~.  (6.7) 

Wir bestimmen n o so, dab (6.7) und (6.8) fiir alle ni>n o erffillt sind. Augerdem 
sei zu einem beliebig kleinen e > 0 ein R gew~ihlt, so dab 

[~AR/s a -- (1, 0) L< a/2. (6.8) 
Dann gibt es ein nt > no mit 

1(1, a) B's 1/q,, i / -  1 + a 2 _ (1, 0)] < e. (6.9) 

Aus Hilfssatz 6.3 ergibt sich die Existenz eines n k > n z, so dab 

1(1, a) B'~-~ t/q,~ ]//1 + a 2 - ~[ < g/2 

und V n mit n z <_ n < n k 
t - - 1  I(1, a) B, /q ,] / l+a2-(O,1)[>~r (6.10) 

Nach Hilfssatz 6.2 erhiilt man ftir genfigend hohes no: 

I(1, a) + - (1, O) I < 

Ffir R n  k ist aber die Voraussetzung (6.11) erffillt und somit gilt (6.10) Vn>n~. 
Dies ist aber ein Widerspruch zu (6.6). 

Satz 6.5. Unter den Voraussetzungen des Falles 2 gibt es mindestens eine Rand- 
verteilung, die im Anziehungsbereich yon ~o, und mindestens eine Randverteilung, 
die im Anziehungsbereich yon cboo liegt. 

Beweis. Die Aussage fiber ~ entnimmt man direkt aus dem Beweis des 
Satzes 6.4. Die Aussage fiber ~bo erh~ilt man in folgender Weise. Da If"(tB',)[ 
gleichm~iBig in j eder kompakten Menge gegen [(p (t)] konvergiert, sind die Mengen 

M_ {t: , - 1  [tB, /q , - (O,  1) l<e,[ t[=l}  
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nicht leer und abgeschlossene Mengen des Einheitskreises. Aus der Kompaktheit  
folgt dann, dab 

M=N GM ", 
n = n o 

nicht leer ist. Nun ist nurmehr zu zeigen, dab jeder Punkt t e M  die Ungleichung 

J t - - 1  tB.  /qn-(O, 1)l<e 

ftir alle n>  n o (e) befriedigt. Angenommen, dies ware falsch, dann g~ilte 

ItB'n-1/qn-(1, O)l<e 

wegen Satz 6.4 ftir alle n >  n o. Aus Satz 6.3 folgte nun, dab dies auch fiir eine 
ganze Umgebung von t g~ilte. Dies stiinde aber im Widerspruch zur Konstruktion 
von M. 

Satz 6.6. Es seien die Voraussetzungen des Falles 2 er]fillt. Dann gibt es einen 
Operator A und Operatoren B*, die Diagonalform besitzen, so daft 

lira fn  (t B*'A') exp (i t, b' n ) = q~ (t). 
n--. co 

Beweis. Es sei ~ ein Vektor mit 

- , - 1  - ( 1 , 0 )  t B n /qn--+ 
und t* ein Vektor mit 

t *  ~ --1 * B n /qn ---~ (0, 1). 

Man definiere M' durch die Matrix 

( t l ,  
und B*' durch 

1 - , - 1  0 

B*'=f, ( /JtB"o I 1 / j t .B , ,_ l l }"  

Es gilt dann: 
' B* 'A ' I  n n  : - - n  - -  - n  , 

denn 
(a 1 ~ + a 2 t*) B'n -1B*'A'---~ a 1 ~ + a 2 t* . 

Nach Hilfssatz 1.4 ist damit der Satz 6.6 bewiesen. 

Korollar. Jede Verteilung F, die im Anziehungsbereich der Verteilung q~ liegt 
(unter den Bedingungen des Falles 2) kann dureh eine lineare Transformation in 
deren kommutativen Anziehungsbereich gebracht werden. 

Fall 3. 

Satz 6.7. Es seien die Voraussetzungen des Falles 3 erJfillt. Dann gibt es einen 
Operator A und Operatoren B*, die Dreiecksform besitzen, so daft 

lim fn (t B*'A') exp {i ( t b',> } = q~ (t). 
n---~ oo 

(Man bemerke, daft die B* nicht kommutativ sein miissen.) 
5b Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 25 
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Der Beweis erfolgt ~ihnlich dem des Satzes 6.6. 

Satz 6.8. Eine Verteilung F liegt genau dann im Anziehungsbereich einer Ver- 
teilung �9 (Fall 3), wenn ihre charakteristische Funktion bis auf eine lineare 
Transformation die Gestalt 

exp { - c  It I[~L 1(It 1[) h (qL  2 (It 2[)) exp(t2/qN([ql)) M(q,  tz) + i ( t  d')} 

hat. Dabei sind L1,L2,N: IR+--~IR+ langsam wachsend, M: R2--~C hat die 
Eigenschaft l imM(q,  t2)= 1 und die Funktionen c und h sind aus (2) entnommen. 

Jtb~o 

Beweis. Die Dreiecksmatrix B* hat wegen Satz 1.1 die Gestalt 

n -  1/~, lx (n) 0 ~ , 
B* 

in  L 1/~ 12 (n) log n x/~ Q (n) n- 1/~ 12 (n)J 

wobei die Funktionen ll,12,xQ: ]N-+IR + langsam wachsen. Die Funktionen 
L~ und N ergeben sich dann aus den Gleichungen 

l~ (n) L 1 (n-  ~/~ 11 (n)) = 1 

I x (n) N (n-1/~ 11 (n))fl2 (n)-- 1 (6.11) 

L 2 (n-x/, 11 (n)) exp {Q (n)}/L 1 (n-x/, 11 (n)) = 1 

ghnlich wie im Satz 4.1 in [1]. 

Fall 4. 

Definition. Eine Familie o~ yon W-MaBen im IR1 heiBt stabil, falls es zu jedem 
4~e~  und n > 0  Konstanten an, b, und ein 0 e o  ~ gibt, so daB 

~"*({M-a,}/b.)=O(M) 

far alle megbaren Mengen M c IR a gilt. 

Definition. Eine stabile Familie ist von einem unendlich teilbaren Mag erzeugt, 
falls jedes 0Eo~ als ~ '* ( .  b. -a , )  dargestellt werden kann. Sie heiBt periodisch, 
falls es gentigt rE(0, p] zu wiihlen. 

Es ist klar, dab die Randverteilungen der operator-stabilen Mage des 4. Fal- 
les eine periodische stabile Familie bilden. 

Definition. Eine Verteilung F liegt im Anziehungsbereich der periodischen 
Familie ~ ,  falls es Konstanten a,, b. gibt, so dab zu jeder Teilfolge der Folge 

F" * ({. - a,}/b,) (6.t2) 

eine Teilfolge existiert, die schwach gegen ein Element aus ~ konvergiert. 

Satz6.9. Eine Verteilung F liegt genau dann im Anziehungsbereich einer 
periodischen stabilen Familie o~, die yon �9 erzeugt wird, falls ihre eharakteristische 
Funktion f(t) die Gestalt 

f(t) = (pR(I~I)M(0 (t" L([ t[)) exp {it a} (6.13) 
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in einer Umgebung der Null hat. Dabei sind die Funktionen L: ]R~-~IR[ und 
R: N ~ - ~  IR + langsam wachsend, a~IR 1, und M: IR1--~C eine Funktion mit der 
Eigenschafi lim M(t)= 1. 

Itl~o 

Beweis. Die charakteristischen Funktionen %(t) einer periodischen stabilen 
Familie haben die Gestalt: 

cpr(t)=Cp'o(tb(r))exp{ita(r)}, O<=r<p, CPo(t)=~oa(t ). 

O. B. d.A. kann r -  1/~ fiir b (r) gew~ihlt werden (s. [6])�9 Ist F im Anziehungsbereich, 
so kann, ~ihnlich dem stabilen Fall, b, = n -~/~ l(n) in Formel (6.12) gew~ihlt werden. 
Dabei ist h N ~ IRi ~ eine langsam wachsende Funktion. 

Es sei nun f in Form (6�9 gegeben. Dann bestimme man wie im Beweis des 
Satzes 4.1 ein l(n) als kleinste LSsung der Gleichung 

R (n - ~/~ t (n)) L~(n - ~/~ l(n)) l'(n) = 1. (6.14) 

Damit ist ein b, bestimmt, das die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Wenn nun F 
im Anziehungsbereich von ~- liegt, so kann f immer in der Gestalt (6.13) ge- 
schrieben werden; jedoch miissen noeh die Eigenschaften der Funktionen L, R, M 
nachgeprfift werden. Zun/ichst definiere man eine Funktion s: N ~ IR + dutch 
]s (n ) - s (n+ l)[<p/2 fiir n > n  o und 

sup [f"  (t b,) exp {i t a,} - cp s(.) (t)[ = min sup If"  (t b,) exp {i t a,} - % (t)[. 
Itl<l r>0 Itl<l 

Dann bestimme man ~ihnlich wie im Satz 4.1 eine stetige positive langsam wach- 
sende Funktion L: I R + ~  IR + aus der Gleichung 

b, L(b,) = s 1/~ (n). 

Die Funktion R erh~ilt man auf gleiche Weise aus der Gleichung (6.14). Damit 
wiire fiir jede Klasse des Anziehungsbereiches eine charakteristische Funktion 
gefunden, so daB man alle dutch die Form (6.13) erh~ilt. 

Nun zuriick zu Fall 4. 

Satz 6.111. Es seien die Voraussetzungen des Falles 4 erfiillt. Die charakteristische 
Funktion eines Mafles, das im Anziehungsbereich yon ~ liegt, hat die Gestalt 

exp { -- C []/1 [2L21([ tl D -[-] t2 12/-22 ([ t2 I)] ~/2 h ([] t I [ 2L2(I t I ]) .-}-It 2 [2L22 ( I t 2 [)1 ~/2 

�9 exp {arctg(t2 L([ t2 [))/tl Ll(I q [)})�9 M(q ,  t2) + i ( t  d')}.  

Dabei sind die Funktionen L~" IR~ ~ IR~ und L2: lRi ~ ~ IR~ langsam wachsend, 
M: IR 2 ~ C hat die Eigenschaft lira M(q ,  t2)= 1, h ist der Darstellung des stabilen 

Itl~o 
MaJ3es ~5 entnommen und c~IR 1. 

Der Beweis ergibt sich aus dem Satz 6.9�9 Er ist jedoch mit groBem analytischen 
Aufwand verbunden und soll hier weggelassen werden. 

Im Fall 1 ist es mir leider nicht gelungen, fiir den nicht kommutativen Fall 
eine einheitliche Darstellung der eharakteristischen Funktion zu finden. 
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