
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 29, 73 -85 (1974) 
�9 by Springer-Verlag 1974 

Conditions n6cessaires 
et suffisantes d'existence de r6solvantes 

Francis Hirsch 

Le but de ce travail est de donner, notamment en adaptant les m6thodes de 
Taylor [6], des r6sultats compl6tant ceux de Bronner [1 et 2] concernant la 
caract6risation des noyaux V v6rifiant le principe complet du maximum et pour 
lesquels, e 6tant donn6, il existe un noyau U tel que 

V= ~ (UM~)" U 
n = 0  

(off M~ d6signe l 'op6rateur de multiplication par a). 

De telles s6ries interviennent dans l'&ude des chaines de Harris faite par 
Neveu [5]. Nous ~tudions ensuite ces noyaux dans un cadre topologique et enfin 
en ajoutant des hypotheses d'invariance. Les d6finitions ne figurant pas dans cet 
article sont les d~finitions classiques telles qu'elles sont 6nonc6es dans [4]. 

I. Nous nous pla~ons, tout d 'abord dans un cadre mesurable abstrait: (E, g) 
d6signe un espace mesurable, ~+ l'ensemble des fonctions mesurables positives 
et V un noyau propre sur (E, ~) v6rifiant le principe complet du maximum. On 
note a un ~16ment de 8 +. Une fonction f de 8 + est dite surm~diane si 

Vg mesurable (V[g] finie et Vg<=f sur {g>0} =~ (Vg<f)). 

Si A appartient h ~ et g surm6diane, on note 

HAg 

la borne inf6rieure des fonctions surm6dianes majorant g sur A (cette borne 
inf6rieure est d'ailleurs atteinte (c.f. [2])). 

Si f appartient/ t  8 +, on note P~(f) la propri6t6: 

I1 existe une suite croissante (A,),_~ o d'ensembles mesurables telle que 

U A,={Vf>O}, Vn V(c~la. ) fini et infHcAVf=O. 
n 

On note, de m~me, Q, ( f )  la propri6t6: 

I1 existe une suite croissante (A,),= o d'ensembles mesurables tel que 

UA,=E, Vn V(c~la Vf) finiet infHcA Vf=O. 
n n 
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Th6or6me 1. Les propridt~s suivantes sont kquivalentes : 
(1) II existe un noyau U tel que 

oo 

V= ~, (UM~) n U. 
n=O 

II existe une famille (Vz)z> o de noyaux tels que 

V 2 < l~ , V~ = V~ + ~ - 2 ) Vu M, Vz = Vu + (# - 2 ) Vz M , V, 
et 

V f e e  + V f =  sup Vzf. 
2>0  

(3) V f ~ g  + (Vfborn~e) => P~(f). 

(4) V f ~ g  + ( V f  finie) =~ P~(f). 
(5) S f ~ g  +, f strietement positive avee V f  bornOe et P~(f). 
(6) 3 f ~ g  +, f strietement positive avec V f  finie et P~(f). 
(7) u  (Vfborn~e)=r Q~(f). 
(8) S f e g  +, f strietement positive avee V f  born~e et Q,(f) .  
(9) S f ~ g  +, f strietement positive avec V f  finie et Q,(f).x 

Nous  allons mont re r  la ehaine d ' implication:  

(1) =~ (4) =~ (3) ~ (6) => (5) => (8) ~ (1), 

f 
(7) => (9) 

puis (1) ,~  (2). 

(1) ~ (4). Si (1) est v6rifi6, U est n6eessairement le noyau  U, introduit  par 
Bronner  dans  [-2]. Nous  conservons les m~mes notat ions  iei. 

Pour  tout  n entier, il existe done  un noyau  U,/, tel que 

1 P 
et U , / , : ~  (1 - ; )  (U,M,)VU, 

p 

V = U , / n + I  VM, U,/,. 
n 

(2) 

D'apr6s la premi6re 6galit6 

V = sup U~,n = lim "J" U~/n . 
n / n $ + o o  

Soit f de 8 + telle que V f  soit finie et posons 

(An) est alors une suite croissante de ~ telle que 

U A . = { V f > O }  et 1A<nU~/nf. 
n 

I1 en r6sulte que V(e 1A.) < n 2 Vf  finie. 

x On peut remarquer qu'une cons6quence de ce th6or~me est que l 'ensemble des fonctions a pour 
lesquelles (1) est v6rifi6 est un c6ne convexe de N+. 
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Vf <=l+ 1 VM~U~/.f. 
n n 

La fonction intervenant ~t droite 6tant surm6diane (puisque V v6rifie le principe 
complet du maximum) 

H' A" V f < I + I  VM~ U~/nf <=l+ (V f - 

et donc 
lim Hr. A. Vf = O. 

(4) ~ (3) est 6vident. 
(3) ~ (6). En effet, V 6tant propre, il existe une fonction a strictement positive 

telle que Va soit born6e. Donc P~(a) est v6rifi6 et puisque, en particulier, Va est 
finie, (6) est v6rifi6. 

(6) ~ (5). Soit f telle que (6) en affirme l'existence. Alors f A a est strictement 
positive et V(fA a) est born6e. Soit A, la suite intervenant dans la propri6t6 
P~(f). Posons B,=A,n{V( fAa)>O}.  Puisque {V(fAa)>O} est indus dans 
{Vf>0} ,  on a 

B,= {V(f /x a)>0} 
n 

et, 6videmment V(a lB,) finie. 

CBn=CAnU{V(f Aa)=O} 

et donc 
Hc B, V(f  A a) = H c a, V(f  A a) < H c a, Vf 

converge vers 0 quand n tend vers l'infini. 

On a donc P~ (f/x a). 
(5) ~ (8). Soit f dont l'existence est affirm6e par (5) et soit A, la suite inter- 

venant dans P~(f). Posons 

B , = A , w { V f  =O}. 
Alors 

U B,=E. 
n 

et donc 
1B Vf-=-la Vf  

V(a 1,, Vf) < sup I Vf(x)l v(~ 1A~ 
x e E  

finie. 

Enfin 
HC~,,Vf =H:A, Vf  

ce qui prouve Q,(f) .  
(3) ~ (7). Se d6montre exactement de la mSme fagon. 
(7) =~ (9). I1 suffit de consid&er la fonction a. 
(9) ~ (8). Si f est la fonction intervenant dans (9), il est imm6diat que l'on a 

Q,(f  A a). 
(8) ~ (1). Nous allons utiliser le lemme suivant: 
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Lemme. (1) dquivaut d 

(10) II existe une famille (Va)o<a__i de noyaux tel que l'application 2--+ V a est 
d&roissante 

V 0 < 2 = l  Va=Vi +(1-2) V,M,V ~ 

et sup V a = V. 
a > o  

En effet si (1) est v6rifi6, posant 

Va=~(1-2)"(UM,)"U 
n 

pour 0 < 2 <  1, il est clair que (10) est v6rifi6. 

Supposons (10). Alors 
N 

vN, vfeg +, v~f= Y~ (1-~)"(EMJ" Vxf+(1--2)N+I(V~MON+~ Vaf. 
n = 0  

O r  

Donc 

Vf = V~ f + V1M= Vf . 

( V i M j  v+l V,~f <(V1MJ v+l Vf  < Vf. 

I1 en r6sulte que si Vf est finie 

V 0 < 2 < I ,  

et donc 

I1 en r6sulte que (1) est v6rifi6. 

V~f= ~, (1-2)"(V~M~)" V,f  
n = 0  

vf= ~ (V,M.)"V,f. 
n = O  

Ceci &ant, supposons (8). II suffit de d6montrer que (10) est r6alis6. La d6- 
monstration qui suit est une adaptation de celle de Taylor I-6]. 

Soit f la fonction dont l'existence est affirm6e par (8) et soit (A,),_> o la suite 
correspondante. Utilisant les notations de [2], on pose 

Vi=Ua~ pour 0 < 2 < 1 .  
D'apr& [2], va>= vl +(1-2) VlM.V. 

V> sup V~ 
a 

et 2 --+ V a est d6croissante. 

Tout revient doric ~t d6montrer 

(11) VaT < v~ f +  (1-2)  V~ M~ VaT 
et 
(12) Vf < sup Vlf. 

a > 0  

Soit (K',),=> o une suite croissante de g avec V 1Kh born6e et U K', = E. 
n 

Soit K,  l'ensemble K'. n {c~< n}. Alors (K,),=>0 est une suite croissante telle que 

U K.=E 
n 
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et il existe une suite (b,). =>o/l termes strictement positifs telle que a = ~ b, 1K. et 
Va soient born6es. 
On pose 

e~=eA~ca. 

Alors V~ est born6e. On pose V[ = Ua~ et l'on a 

Vff= V~ + ( 1 - 2 )  I/~'M~V~ ~. 

Fixons xo dans E et e > o. 
V;yf< Vf  et V~f< Vf  On obtient donc, en faisant tendre x vers l'infini: 

(13) VzT= V~ f +  (1 - 2)lim VF M,,  V;f. 

S n tel que Hc A. Vf(xo) < ~" 

Donc 
V~c VI"M~,,,(tCA" Vz"f)(Xo)<= V~ M~(HcA. Vf)(Xo)<e 

(d'apr6s la caract6risation des fonctions surm6dianes de [2]). 

V~ M~ (IA. n g K v Va"f)(Xo) < V(c~ 1,4, ~ C Iq, Vf)(Xo) < ~ (1C K~ a la,  Vf)(y) V(xo, dy). 

Donc 
SpV~c V]~M~,,(1A,~,CK~ V~f)(Xo)<e. 

Enfin 
Vx'~ M~(1K, V;f)(Xo)< VI~M~(1K, Vz"f)(Xo) 

=< Va~'M~(1K~ V[~f)(Xo) si x > x a  v x2. 

Finalement, il existe p tel que pour tous xx et ~:z: 

lim V~ ~ M~ V~f(Xo) < 2 e + V1 ~1 M~ (1Kp V~ 2f) (Xo). 

V~2f <Vf  et V~'M~(1K Vf)<p(supVf(x)) Vllq, fini. 

Donc 
lim V~IM,(1K, Vz"2f)(Xo)= V~'M, ( I~  Vzf)(Xo). 

K2~ cO 

On a, par cons6quent 

lim lira V~ "~ Ms (1 K~ V[ 2f) (Xo) = 1/1 M~ (1K~ V~ f )  (Xo) < V~ M, Vz f(Xo) 
KI~OO K2~OO 

ce qui implique 
lira V~ M~ V~ f ( X o) < 2 ~ + V 1 M, V~ f ( X o) . 

K ~  oo  

Ceci 6tant vrai pour tout e > o et tout Xo, on obtient (11) (compte-tenu de (13)). 
D'apr6s le lemme, 

lim V~f(Xo)= Vf(xo) 
~ 0  

et, d'autre part, 
lim V~f (Xo)= VJ(Xo). 

K---~ O0 

Donc, pour obtenir (12), il suffit de montrer que la premi6re limite est uniforme en ~. 

Vf(xo) - V~f(Xo)= 2 V~ M~,r Vf(xo). 
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Le m~me raissonnement que pr6c6demment montre que 

Ve3p V[M,~ Vf(xo)<2 +e+ V[M,(1K, Vf)(Xo) 

< ~ - + ~ + p ( s u p  Vf(x)) VIKp 

soit 
sup (Vf(xo) - V;f(xo) ) < (1 + 2) e + 2 Cp 

K 

off Cp est une constante d6pendant de p, ce qui d6montre le r6sultat. 

(2) =,-(1). En effet, (2) implique trivialement (10) et il suffit done d'appliquer 
le lemme. 

(1) =~ (2). Si (1) est vrai, (1) 6tant 6quivalent ~t (3) et, pour tout 2>0 ,  P~(f) 6tant 
identique/t Px,(f), il existe, pour tout 2 > 0 un noyau V~ tel que 

V= ~, 2"(V~M,)" Vz. 
n = O  

D'apr6s les r6sultats de [2] et le lemme, (V~)a> o v6rifie (2). 

Remarques. 1. Si Vest un noyau strictement positif e ta  = 1, (5) et (6) sont exacte- 
ment deux des conditions suffisantes 6quivalentes introduites par Taylor [-6] pour 
que (2) soit v6rifi6, z 

2. (9) est trivialement impliqu6 par la condition: 3f~  g +, f strictement positive 
avec Vf finie et Va Vf finie. 

De m6me, (8) est trivialement impliqu6 par la condition: 3 f ~  # +, f strictement 
positive, 3 a ~ g  + avec Vfet Va born6es et 

lim H,,v ~>ma'  Vf =0. 

Ces deux conditions suffisantes sont 6nonc6es dans [2]. 

3. Naturellement, les conditions 6quivalentes du th6or6me ne sont pas auto- 
matiquement v6rifi6es comme le montre un exemple de Bronner [2]. 

4. D'apr+s les r6sultats de [2] et le lemme, U et (Vz)z> o du th6or~me sont 
uniquement d6termin6s par V, e t UM, de mSme que les 2 VzM~ sont sous-marko- 
viens. 

II. Nous nous plagons maintenant dans un cadre topologique: E d6signe un 
espace localement compact d6nombrable h l'infini, d" la tribu des ensembles 
universellement mesurables, R l'ensemble des fonctions r6elles continues/t support 
compact, ff l'ensemble des fonctions r6elles continues, cg o l'ensemble des fonctions 

2 Apr+s r6daction de cet article, J. C.Taylor m'a indiqu6 une raison simple permettant de montrer 
qu'en fait, on peut toujours remplacer dans (3), (4), (5) et (6) du th6or+rfie 1, la condition P~(f) par la 
condition P~'(f): I1 existe une suite croissante (A.)._~o d'ensembles mesurables telle que 

U A.=E, Vn V(o~ 1a. ) fini et infHcA" Vf=O. 
n 

D'autre part il m'a signal6 avoir lui aussi d6montr6 (dans un article ~ paraitre) la r6ciproque de son 
th~or~me de [6] en utilisant une m6thode probabitiste faisant appel aux processus de Ray. 
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reelles continues tendant vers 0 ~t l'infini. On suppose que Vest un noyau-diffusion 
continu, verifiant le principe complet du maximum et que a est un 616ment de cg+. 

Th~or~me 2. Les propri~t& suivantes sont ~quivalentes : 

(1) II existe un noyau diffusion continu U tel que 

V= ~ (UM=)"U. 
n = O  

(2) I1 existe une famille (V~)~> o de noyaux-diffusion continus tel que 

et 
l im  V~ = V. 

(3) Pour tout f de R+ il existe une suite (A,),> o croissante de ferm& et il existe 
une suite (g,), >o de fonetions positives semi-continues inf&ieurement tel que 

U a , = { V f > O } ,  V n l a < g  . et V(~g,)e~q+, 
n 

lim H c A. V f =  0 uniform~ment sur tout compact. 
n--~ oo 

Remarquons d'abord que tout noyau sur (E, g) majore par un noyau-diffusion 
est un noyau-diffusion. Tous les noyaux intervenant dans la demonstration du 
theoreme 1 &ant major& par V seront donc automatiquement des noyaux- 
diffusion. 

(1) =~ (3). Notons J+ l'ensemble des fonctions s.c.i, positives. U etant un noyau- 
diffusion continu, 

U: J+-,J+,  

UM,: ~+ ~ J+. 
Doric 

Puisque 

v =  
n 

V&ant un noyau-diffusion continu, U,/, est un noyau-diffusion continu et VM~ U,/. 
aussi. 

Soit alors f 616ment de R+ et posons 

A.={U~/.f>-_ 1 }  g,=nU~/.f ,  

V(ctg,) = n vm= U=/,f ~c~ + . 

I1 est clair alors que (A,) et (g,) verifient les conditions de (3) 

(Hca" V f  < = ~ + ( V -  U,/,l f 
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et, d'apr+s le lemme de Dini, 

lim ( V -  U~/,) f =  0 

uniform6ment sur tOut compact). 

(3) ~ (1). I1 est imm6diat, d'apr6s la d6monstration du th6or6me 1, qu'il existe 
un noyau-diffusion U v6rifiant (1). I1 reste ~ montrer que U(R) est indus dans cg. 
Conservons les notations de [-2]. 

Lemme. Si fl est un ~Idment de cg+ tel que lift soit continue born~e, on a, notant 
cg b l' ensemble des fonctions continues born~es 

Up(R)=%. 

On raisonne en adaptant une dbmonstration de [2]: Supposons d'abord que 
sup Vfl(x) soit strictement inf6rieur ~t 1. Alors 

x 

Yf~R,  U e f = ( Z  ( -  a)"(VMp)") VfeCgb 
n 

(en effet si h<g ,  h et geCg+ et VgeCg+ alors VheCg+). 
Montrons maintenant que si le lemme est vrai pour une fonction fl, il est vrai 

aussi pour 2fl avec 0 < 2 < 2. Supposons donc Vfl continue born6e et Up (R)= cg b . 
Alors, d'apr6s les propri6t6s des op6rateurs born6s v6rifiant le principe 

complet du maximum 

UpMp=(VMp)(I + VMp) -1 dans cg b 
et donc 

UpMp: • - . % .  
S i f ~R +  

Vf= y~(UpMp)"Upf 
n 

uniform6ment sur tout compact et donc 

Uzpf = Z (1 -  2)n(UpMp)"Upf 
II 

uniform6ment sur tout compact et, par cons6quent, 

Ceci 6tant, soit (K.)._> 0 une suite croissante de compacts de r6union E et soit 
(~.) une suite croissante telle que 

Vn q ~ , ~ + ,  ~b,=l sur K.  et 0 < ~ b . < l .  

I1 existe une suite (b,),>=o h termes strictement positifs tel que a =  ~ b,O, 
n = O  

appartienne ~t (go et Va appartienne ~t ~gb- On pose u~ = u ^ x a. Alors, d'apr6s le 
lemme U,~ (R) = c~ 

et donc 
Vf~a+,  U~,(f) est s.c.s. 

Comme 
Vf~R+, Vf= U~f+ U,M, Vf,  
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Tout  revient ~t montrer  
Vf~R+,  U,M, V f  est s.c.s. 

Soit donc f de R+ et (A,),>__ o, (g,),_>_o les suites correspondantes. 

U~M~(lcA" Vf)<= U~M~Hca ~ Vf < HCA ~ Vf. 

Donc U~M,( lcAVf)  converge vers 0 uniform6ment sur tout compact quand n 
tend vers + o9. 

I1 suffit donc de d6montrer 

Vn GM~(1An Vf) s.c.s. 
Soit donc n fix& 

Vp U,M~(c~plA Vf)  est s.c.s. 

(car ac~plAVf  est s.c.s./t support compact et U~ est un noyau-diffusion tel que 

q~St+ ~ u~q~ s.c.s) 
et 

U~ M~ [(1 - 4p) 1A. Vf]  < [sup Vf(x)3 Via (1 - qSp) g,] .  

D'apr6s les hypothases sur g,, V[c~ (1 -qSp)g,] est continue et d6croit verso quand 
p tend vers + oe. 

Donc, d'apr6s le lemme de Dini 

U,M~ 1 A V f =  lim U~M~((ap 1A, Vf) 
p ~  oO 

uniform6ment sur tout compact, ce qui ach6ve la d6monstration. 

(1) ~ (2) se d6montre comme dans le th6or6me 1. 

Nous nous int6ressons maintenant au cas off le noyau U tend vers 0 ~ l'infini. 
Etant sous-markovien il v6rifiera alors U (Cgo)C cgo. Soit (K,), ~ o une suite croissante 
de compacts de r6union E. 

Th~or~me 3. Les propri~t~s suivantes sont ~quivalentes : 

(1) II existe un noyau-diffusion continu, tendant vers 0 gt l'infini, U, tel que 

V= ~ U "+1. 
n = 0  

(2) 11 existe une famille rOsolvante sous-markovienne (V~)~> o de noyaux-diffusion 
continus tendant vers 0 d l'infini tel que 

Vfe~l+, YxEE,  Vf(x)= lira VJ(x) .  
).--, 0 

(3) i) Vf sR + ,  VxsE,! irnHcK Vf(x)=O. 

ii) VgeCgo, ~(f,),=>0 suite de cgo tel que Vn Vlf,[ est fini et g = l i m ( f , +  Vf,) 
uniformOment. 

En outre, si ces propridtds sont vdrifiOes et si on note ~" l' opdrateur sur cg o ddfini par 

D(V) = {feCgo; VIfl est fini et i/'feCs 
et 

Vf~D(V) V f =  Vf, 
6 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete, Bd. 29 
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alors on a la propri~t~ 
(4) Vest pr~ferm~ dans (s et son plus petit prolongement ferm~ est le cog~n&ateur 
de (Vz)2> o (consid~r~e comme famille r~solvante de (s 

Rappelons (c.f. [3]) que le eog6n6rateur de (V~)x> o est l'op6rateur de domaine 
{f~c~o; ~im ~ V~f existe uniform6ment} et d6fini par cette limite sur son domaine. 

(1) =~ (3). Soit V1/. = 1 --~- . 

Alors U d6finissant une contraction positive de cgo darts lui-m~me, il en est 

de m~me de --1 ~ / ,  et 

]im V1/.= V. 
Si f appartient ~t R+ 

vf= vl/.f + L vv /.f 
done P 

HCK" Vf < sup V1/vf(x)+(V f -  V1/vf) 
xegK,, 

et 
]im/ cK. vU <= VT- /. U. 

Ceci 6tant valable pour tout p, i) est d6montr6. D'autre part, si g appartient ~ R, 
( g -  Ug) appartient it cg oet V( tg-  U gl) < Vlg[ + VU Igl < 2 VIgl fini. 

Enfin 
( I+  V ) ( g -  U g ) = g  

ce qui d6montre ii). 
(3) =~ (2). I1 est clair, ~ partir du th6or6me 1, que i) implique l'existence d'une 

famille r6solvante sous-markovienne (V~)~> o de noyaux-diffusion telle que 

Vx~E Vf~R+ Vf(x)=~im ~ Vzf(x). 

Si f appartient ~ cg oet Vlfl fini, 

( I -  V,)(f  + Vf)= f~Cgo . 

Done, par densit6, d'apr6s ii) 
(i-  v1)(%)=% 

et done 
v~(%)=%. 

Par un raisonnement de prolongement analytique classique, on en d6duit 
V 2 > 0  V~(Cgo)CCgo . 
(2) =*-(1) est 6vident. 

(2) =~ (4). Soit f appartenant ~ cg o avec VIf[ fini. 

Alors ( f - 2  V~f) appartient ~t D(~') et 

(I + 2 f ' ) ( f  - 2 V~f)=f.  

Done lm(I+2 P') = cr o. 
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D'autre part 
VfeR,  f = l i m ( f - 2 V z f  ) 

) . -- ,  0 

uniform6ment (car 2 Vaf~O faiblement). Donc D(~') =ego. 

Enfin P v6rifie le principe complet du maximum (au sens de [3]). Donc 
est pr6ferm~ et son plus petit prolongement ferm6 est cog6n6rateur d'une famille 
r6solvante sous-markovienne (W~)~ > o darts cgo. ( I - 2  Wx) coincidant avec ( I -  2 V~) 
sur l'image de I + 2  V,, (W,)~> o est la famille (Vx)~> 0 . 

Th6orime 4. Les propri~t~s suivantes sont dquivalentes : 

(1) II existe un semi-groupe de Feller (Pt)t>=o tel que 
~3 

g x e E  VfeR+ Vf(x)= I Ptf(x)dt.  
0 

(2) (i) VfeR+,  g xeE, lirnHcK .v f (x)=O. 

(ii) Ygr 3(f.).>=o suite de cg o tel que 
Vn vlf.I est fini et g = l i r a  (f. +Vf.)uniform~ment. 

(iii) VgeCgo, 3(g.).=> o suite de ~go tel que 
gn VIg.[ est fini et g = l i r a  Vg. uniformdment. 

(1) ~(2).  D'apr6s ce qui pr6c6de (i) et (ii) sont v6rifi6s et I~est d'image dense, 
ce qui implique (iii). 

(2) ~ (1). (i) et (ii) impliquent l'existence d'une famille r6solvante (Va)a. o. 
Si g appartient ~t cgo et V lgl fini 

< 1 suplg(x)l 2VxVg=Vg-V~g  et IVxgl= 2 x~  

Donc 
lim 2 V a Vg = Vg 
),~oO 

uniform6ment, et, d'apr6s (iii), 

Vg~Cgo lim 2 Vag=g 
.,l ~ oo 

uniform6ment, ce qui prouve que (V~)a> o est la r6solvante d'un semi-groupe 
de Feller. 

Remarque. I1 existe des op6rateurs V pour lesquels deux des propri6t6s (i), (ii) 
et (iii) sont v6rifi6es et non la troisi6me. Donnons des exemples 

1. E=IR, V: f e R - - * f + I f ( x ) d x .  

Pour un tel op6rateur 

D(~') = {facg o n L 1 ; ~ f (x)  dx = 0} 
et 

V f = f .  

Donc P est pr6ferm6 de domaine dense, son plus petit prolongement ferm6 
6tant l'identit6 de cgo. I1 est donc 6vjdent que (ii) et (iii) sont v6rifi6s. 
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I) qui ne converge pas vers sur 
1 

La r6solvante associ6e/t f" est ~ / 4>o V R 
quand 2 tend vers 0. 
Doric, d'apr6s le th6or6me 3, (i) ne peut atre v6rifi6 (ce qui peut aussi se voir 
directement). 

x 

2. E = ] 0 , 1 [  et Vf(x)= [ f(t)  dt. 
t 

0 

Alors les fonctions surm6dianes continues sont les fonctions croissantes continues 
et on voit que (i) est v6rifi6. D'apr6s [3], Pest  de domaine et d'image dense mais 
le plus petit prolongement ferm6 de V ne coengendre aucune famille r6solvante. 
Donc (iii) est v6rifi6 et (ii) n'est pas v6rifi6. 

IR 
3. E= 2rcZ'  Vf(x) = ~f(x) dx. 

E 6tant compact (i) est 6videmment v6rifi6 et il est facile de voir que (ii) est v6rifi6, 
mais (iii) n'est pas v6rifi6 (l'image de V 6tant constitu6e de fonctions constantes). 

I1 r6sulte de ces exemples que, dans le th6or6me 3, aucune des conditions i) 
et ii) n'est cons6quence de l'autre et que (1) n'est pas impliqu6 par le fait que ~" 
est de domaine dense et que son plus petit prolongement ferm6 est un cog6n6rateur 
dans <go. De m~me, dans le th6or6me 4, aucune des conditions (i), (ii) et (iii) n'est 
cons6quence des deux autres. 

III. Nous supposons, dans cette derni6re partie que E est un groupe localement 
compact d6nombrable fi l'infini et que Vest un noyau de convolution v6rifiant le 
principe complet du maximum. On note encore (K,),>o une suite croissante de 
compacts de r6union E. En observant que tout noyau de convolution est continu 
et que tout noyau de convolution sous-markovien tend vers 0 & l'infini on obtient: 

Th6or~me 5. Les propri~tds suivantes sont dquivalentes. 

(1) II existe un noyau de convolution U tel que 

V= L U"+< 
n = 0  

(2) II existe une famille rdsolvante sous-markovienne (Vjz>o de noyaux de con- 

(3) 

(4) 

et 

(5) 

volution telle que 

V f ~ l + ,  VxeE,  

Vfe~{+, VxeE,  

De m~me, sont ~quivalents : 

Vf(x) = lim V~ f (x) .  
2 - , 0  

lim H~K Vf(x)=O. 
; 1 ~ o o  n 

II existe un semi-groupe de Feller de convolution (Pt)t>__o tel que 
o3 

VfCYl+, VxeE, Vf(x) = ~ Pt f (x)  dt 
0 

i) v f ~ < ,  vx~E, ~im//c~ ~ vf(~)=o, 
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ii) Vg~Cgo, 3(f.) .~ o suite de cd o avec, 
Vn Vlf.I fini et g=Jim Vf. uniformdment. 

I1 suffit en effet de reprendre les d~monstrations des thSor6mes 3 et 4 en 
remarquant que ii) de (3) dans le th6or6me 3 n'6tait utilis6 que pour montrer 
que les V x tendaient vers 0/t l'infini. Or d'aprSs l'unicit6 des Vz ce sont des noyaux 
de convolution sous-markoviens et donc tendant vers 0/t l'infini. 

Les exemples 1 et 3 de la remarque pr~c6dente montrent que (3) n'est pas 
automatiquement vSrifi6 et dans (5) i) et ii) sont ind6pendants. Naturellement, 
les r6sultats de III s'6tendent sans difficult6 au cas d'op6rateurs invariants sur un 
espace homogSne. 
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