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Etant donné (S,d) un espace métrique compact, on considére les v.a. X a
valeurs dans C(S) (muni de la norme sup), centrées, telles que:

sup E(X?(s)) < c0.

seS

On montre que pour des classes assez larges de telles v.a., la condition:

£
lim sup Log—————— —du=
=0 xe8 '(;; i(yp(XaJ’)<u)
(ou p désigne un écart sur S, lié trés étroitement a la covariance de X, et A est
une mesure de probabilité sur S) est suffisante pour que X satisfasse au
théoréme de la limite centrale.

Les progrés rapides faits pendant les dix derniéres années dans I'¢tude de la
régularité des trajectoires des fonctions aléatoires gaussicnnes ont permis de
préciser les propriétés de convergence étroite des suites de v.a. a valeurs dans
certains espaces de Banach.

L'un des problémes pour lesquels les connaissances acquises dans le cas
gaussien ont permis de trouver des résultats intéressants est celui de la limite
centrale dans le cas des v.a. a valeurs dans C(S) (S, d) étant un espace métrique
compact).

Rappelons briévement I'énoncé de ce probléme: X étant une v.a. 4 valeurs
dans C(S), centrée, telle que:

sup E(X*(s)) <
seS
on s¢ donne une suite de v.a. indépendantes (X,),.n, & valeurs dans C(S), de

méme loi que X.
Pour tout entier n, on désigne par S, la v.a.:

Sp= X+t X,

S
et par u, la loi de —=

e
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On dit alors que X satisfait au théoréme de la limite centrale s’il existe une
mesure de probabilité gaussienne u sur C(S) telle que (), converge étroitement
vers

Le probleme se formule alors de la fagon suivante: «Trouver des conditions
suffisantes (et si possible nécessaires) pour que X satisfasse au théoréme de la
limite centrale».

Dans [9], N.C. Jain et M.B. Marcus ont donné des conditions suffisantes
pour que X satisfasse au théoréme de la limite centrale, pour plusieurs classes
importantes de v.a. Rappelons un énoncé a titre d’exemple:

Théoréme A. On suppose qu’il existe un écart p sur S, continu par rapport d d et
une v.ar. M =0, de carré intégrable, tels que: Vs, teS, Yo, |X(w,s)— X(w, t)]
< M(w) p(s, £).

On suppose de plus que:

(j) Log N (S, u) du< o0

o N ,(S,u) désigne le nombre minimal de p-boules de rayon u, suffisant a recouvrir
S.
Sous ces hypothéses X satisfait au théoréme de la limite centrale.

Les démonstrations de N.C. Jain et M.B. Marcus utilisent de manicre
essentielle la technique de «recouvrement» introduite par R.M. Dudley [2] pour
étudier la continuité des fonctions aléatoires gaussiennes.

Dans cet article, on va montrer qu’on peut de méme établir des conditions
suffisantes pour que X satisfasse au théoréme de la limite centrale, en utilisant
une méthode procédant a la fois de la technique des mesures majorantes de
X. Fernique [4] et des idées de A.M. Garsia, E. Rodemich, H. Rumsey Jr. [5] et
C. Preston [12]. Les résultats que nous obtiendrons sont plus forts que les deux
énoncés principaux de N.C. Jain et M.B. Marcus; le Théoréme A par exemple
apparait comme corollaire du résultat suivant:

Théoréme 1. Supposons qu’il existe une v.ar. M =0, de carré intégrable, et un
écart p sur S, continu par rapport d d, vérifiant:

Vs, teS, VYo, X(w,s)—X(o,t)<Mw)p(s,1).

S’il existe une mesure de probabilité A sur S (muni de la tribu p-borélienne) telle
que:

‘ : 1 (%)
lim su Log————du=0.
|0 xe? g gi(yp(xay)<u)

Alors X satisfait au théoréme de la limite centrale.

Le fait que le Théoréme A est un corollaire du Théoréme 1 est évident, car il
est bien connu (cf. [4], Corollaire 6.2.4. ou [12]) que si la condition de recouvre-
ment du Théoréme A est satisfaite, il existe une mesure de probabilité A sur S,
vérifiant ().

On peut établir le Théoréme 1 directement (cf. [7]) ou employer la technique
utilisée par J. Zinn [13] pour démontrer le Théoréme A; on peut aussi, et C’est
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ce que nous feroms, 'obtenir comme conséquence immédiate d’'un résultat
beaucoup plus général que nous allons énoncer apres avoir introduit quelques
notations.

Notations

1) Dans toute la suite, on notera ¢ la function: [1, + o[ >R *
t—1/Logt.

2) Dans les différents énoncés, on introduira un écart privilégié p (lié plus ou
moins intimement a 1'écart © induit par la covariance de l1a v.a. X considérée).
Pour tout r>0 et tout xeS§, B(x,r) désignera la p-boule ouverte de centre x et de
rayon r. Pour toute fonction f: S—IR, on notera:

7o SO)—f)
Je0="06n

3) On notera (X,),.n une suite de v.a. indépendantes, de méme loi que X,
définies sur un espace probabilisé (Q,, %, ). On considérera d’autre part un
second espace probabilisé (2,,%,P,) sur lequel on a construit une suite de
Rademacher (g,),. (i.. une suite de v.a.r. indépendantes de méme loi que ¢,, ou
P(e, =1)=P(e; = —1)=%). On désignera par E, (i=1,2) l'espérance calculée par
rapport 4 la probabilité P, (i=1,2) et on notera P la probabilité produit P, ® B,.

Nous pouvons a présent énoncer le théoréme fondamental:

L 0p: a0+ 0, (5 1)

Théoreme 2. On suppose vérifiées les hypothéses suivantes:

1) il existe un écart p sur S, d-continu, tel que X soit continu par rapport d p;
de plus Pécart © induit par la covariance de X est d-continu;

2) il existe une mesure de probabilité A sur S (muni de la tribu p-borélienne)
telle que:

e 1
i —
lim sup [ (MB(x, u»)

3) il existe une suite de v.a.r. indépendantes (T,), ., sur (Q,, %, P) de méme loi
que T, T étant une v.a.r. 20, de carré intégrable, vérifiant:

B

Yk

du=0;

2
Xk(s>t)8k)
K=supE, E,Log | exp L
n S§x8S Z ,Il-cz
=1

Sous ces hypothéses, X satisfait au théoréme de la limite centrale.

Jda(s)dr) < + oo.

Remarque. RM. Dudley [3] a construit des exemples de v.a. & valeurs dans C(S)
vérifiant Phypothése 2) précédente, I'écart p choisi étant celui induit par la
covariance, qui ne satisfont pas au théoréme de la limite centrale. Cette
condition 2) précédente n’est donc pas suffisante pour avoir la propriété de
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limite centrale dans le cas général; elle I'est par contre évidemment dans le cas
gaussien. Ce fait est contenu dans le corollaire suivant du Théoréme 2, qui
donne a la fois les cas gaussien et sous-gaussien, et qui généralise le Théoréme 2

de [9]:

Théoréme 3. Supposons Pécart © induit par la covariance de X continu par rapport
a d. On suppose de plus qu’il existe une constante A>0, telle que:

Vs, teS, YaeR, E{expa(X(s)—X(t)} <exp Ao 1t2(s, 1).

S’il existe une mesure de probabilité A sur S (muni de la tribu t-borélienne) telle

que:
&

lim sup | ¢

£l0 xeS 0 (m) du=0

alors X satisfait au théoréme de la limite centrale.

L’examen de la démonstration du Théoréme 3 nous montre que la condition
suffisante classique de continuité des fonctions aléatoires gaussiennes, I'est
également dans le cas sous-gaussien; ceci généralise le Théoréeme 3.1 de [10].

De fagon précise, on a I'énoncé suivant:

Théoréme 4. Soient (S,d) un espace métrique compact et (X(t),teS) une fonction
aléatoire séparable, centrée, de carré intégrable. On suppose de plus que lécart t
induit par la covariance de X est continu par rapport d d et quil existe une
constante A >0, telle que:

Vs, teS, VaeR, E{exp «(X(s)—X (1)} Lexp Ao’ 7%(s,1).

S’il existe une mesure de probabilité A sur S (muni de la tribu t-borélienne) telle
que:

p 1
lim sup | ¢ ( ) =0,
el0 xeS £ /l(B u))
alors X est a trajectoires presque siirement continues.

Avant de démontrer ces différents théorémes, nous allons établir & part un
résultat de continuité qui est dé&a contenu implicitement dans [8]
(Proposition 1).

§ 1. Un résultat de continuite
Les résultats que nous venons dénoncer se démontrent essentiellement en
utilisant le lemme suivant:

Proposition 1. Soient p un écart sur S et A une mesure de probabilité sur S (muni de
la tribu p-borélienne) vérifiant 'hypothése:

. g 1
lim sup | ¢ (M) du=0. (1)

sL\O xeS 0
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Pour toute fonction f: S—R, p-continue, telle que:
c= | exp f2(s,t) dA(s) dA(t) < o
Sx8§

on a: p{x,3)

Vi yeS, [f) 0N 2000 | o () du

Démonstration. Justifions tout d’abord rapidement la mesurabilité de 'ensemble
((u,v): p(u,v)=%0), qui implique la mesurabilité de la fonction f. En posant pour
tout ¢>0:

M, (S, e)=sup{card D: D= S|V s,teD, p(s, t) > ¢},
on remarque que ’hypothése faite sur A implique:

Ve>0, M,(S,e) < + oo.
On en déduit que pour tout ¢>0:

N,(S,e)< M, (S, &)< + 0.

Pour tout entier n, on consideére alors un recouvrement minimal de S par des
boules de rayon 1/n, de centres s (i=1,..., N,(S,1/n)), et on note:

No(S, 1/n}
A= | (B, 1/n) x B(s™, 1/n)).
i=1

Or: -
{(00): pl.1) =0} = ) 4,
et, de ce fait, {(,v): p(u, v)+0}eB (S) x %,(S).
Venons-en maintenant 2 la démonstration proprement dite. Il n’y a rien a

démontrer si p(x, y)=0; on exclura donc ce cas. Pour tout borélien F, tel que
)L(F)>0 on pose:

o= {1

Soient maintenant F et G, tels que A(F)A(G)>0. Si 'on note:
d=sup(p(x, y): xeF, yeG)

on aura par une application simple de I'inégalité de Jensen:

[fe—JfelZo 0. 2

c
(A(F ) i(G))
La condition (1) implique:
VxeS, Vu>0, AB(x,u)>0

ce qui donne, pour tout »>0, un sens a la fonction suivante:

S(x)= { faai

1
A(B(xa 7')) B(x,r)
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Nous allons montrer que:

VxeS, limf(x)=f(x).
r-0

Par continuité, il suffit d’établir I'existence de la limite précédente.
Fixons x€8, ainsi que les 2 nombres positifs r et s, avec 0<s<r. Pour tout
entier n, on pose:

— —n
r=r-27"

Par application de (2), on a:

Fr+

VN, 1,00, (DIS6 | ¢ (o)

D’ot Pon déduit aisément:
13 C S
169561 0 (13 ) 4431 2 (a4

et ainsi on a bien la convergence annoncée; de plus:

¥

Vr>0. VxeS, 110=f0IS6 o (i)

Soient maintenant x et y fixés, avec p(x, y)%0. Posons:

r=3p(xy),
A=B(x,r)uB(y,7).

En appliquant (2), il vient:

|fa— f(x)l-“f“’(ﬁ( B(x, )))

On a une relation analogue en y, d’ou:

|G = fOIEL () = LN+ /) —Fal H 4= L ON+ A =S W)

p(x,)

2 ¢
< I,
<20swp [ o (50 )

ce qui est bien le résultat annonce.
Nous passons & présent a la démonstration des théorémes.

§ 2. Démonstration du Théoréme 2

Nous allons d’abord établir le Théoréme 2 dans le cas ou X est symétrique. Le
cas général s’en déduira par un argument de symétrisation emprunté 3 N.C. Jain
et M.B. Marcus [9].

Le théoréme de la limite centrale en dimension finie montre qu’il suffit, pour
que X satisfasse au théoréme de la limite centrale «vectoriel», d’établir le lemme
suivant (cf. [1]):
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Lemme 2.1. Sous les hypothéses du Théoréme 2, on a:
Vex>0, ¥n>0, 36>0, dn,eN tels que:
S S.(t
Ynzn,, { o5) —Q }<
ds, t)<5 ‘I/H

ou, pour tout nelN, S, désigne la v.a. X +---+X,.

Démonstration du Lemme2.1. Par symétrie, les suites (X,),.n €t (6, X, )pery 0Nt
méme loi; ceci montre qu’il suffit d’établir le Lemme 2.1 pour la suite (Z,),.

. . S
(relativement a P, @ B) au lieu de < "

) , avec:
l/ﬁ nelN

VnelN, Zn:—}— > &
Jni

Par application du Lemme de continuité, on aura:
YneN, Ve>0, Va>0,

{ sup |Z,(9)~Z,(1)|ze}

(>z~zz

:P{ ST lzn(s)—Z(r)gg}

-1 N pisns« ]/i T2 -

n EZ al2 C e
éP{ I o (g y)<u))d”§20}

ou ¢, désigne la v.a. p.s. finie:
nZ2(s,t
c,= | exp n"(’ )

Sx8§ TZ
kgl k

di(s) dA(0).

On en déduit, par application des inégalités de Cebitev et de Schwarz
P{ sup |Z,(s)—Z, (1)=&}

pls,t)Sa

/2 2
]/E(T2 Esup ( @ (———-——) du )
! 22 (y:p(x,y) <u)
D’ou, par une majoration ¢élémentaire:

P{ sup |Z,(5)—Z,()|z¢}

ols, t)<a
l/—]/— Logers2 (sup a/jz(p (7—_——1¢)#<*uj> du)Z

2 (yip(x,y

/2

§ E(T2 ]/——K+2 sup j"(p( T p(l )) du)z.

xes X, y)<u
Le Lemme 2.1 découle de cette inégalité par continuité de p par rapport a d
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Ceci achéve la démonstration du Théoréme 2 dans le cas symétrique. Le cas
général s’en déduit en utilisant le théoréme de symétrisation suivant de N.C.
Jain et M.B. Marcus ([9], Lemme 2):

Lemme 2.2. Soit (Y,), . une suite de v.a. a valeurs dans C(S); on suppose que:

Ve>0, Vu>0, 3I6>0 tel que Vs,teS avec d(s,t)<4d, on ait:

sup P{[Y,(s)- Y, (1) 2} =7.

Pour tout nelN, on désigne par p, (resp. v,) la loi de Y, (vresp. —Y,). Si la suite
(U, %V,) e €5t tendue, on a:

Ya>0, V>0, 3dnelN et y>0 tels que:

Vnzng, wd{x: sup |x(s)—x(0)Za} <.

dis, 0y

Soit (X,),en une suite de v.a. indépendantes de méme loi que X. On a

évidemment:
S.(8)~S O\ ?
n(S)lf n()) (s,
n

Si on note a4 présent ¥,=—2, on remarque, du fait de la continuité de t par
n

Vs, tes, E(

rapport a d, que la suite (), satisfait a la premiére hypothése du Lemme 2.2,
En appliquant le résultat que nous venous d’établir dans le cas symétrique a

’

la v.a.

(o0 X’ est une v.a. indépendante de X, de méme loi), on voit que

la suite (u, * v,),n (U, désignant la loi de Y, et v, celle de —Y,) est tendue.

Le Lemme 2.2 et le théoréme de la limite centrale en dimension finie
montrent alors qu’il existe une mesure de probabilité gaussienne p sur C(S), de
méme covariance que X, et telle que (u,), .y converge étroitement vers g, ce qui
achéve la démonstration du Théoréme 2.

§3. Démonstration du Théoréme 1

Nous allons établir que le Théoréme 1 est un cas particulier du Théoréme 2. Il
est naturel de choisir comme écart privilégié, 'écart p donné par I’énoncé. Il
suffit & présent de trouver une v.a.r. Tz 0 vérifiant 'hypothése 3 du Théoréme 2.
Nous allons montrer que T =]/ﬂ M convient. En fait, nous allons méme
montrer que la suite (T}),. satisfait & une condition plus restrictive, & savoir:

n 2
( z Xk(sa t) 8k)
supE, Log | E,exp | “=t—— " | di(s) dA(t) < + 0.
h §x8§ 2
27 Y M,
kgl k
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Soit (1,),n Une suite de v.a.r. normales centrées réduites et indépendantes. Un
résultat de G. Pisier ([11], Proposition 1) montre que pour tout couple (s, ) fixe,
tel que p(s,£)=*0, on a:

2y M} - i M}
) k=1

SE,expini=12.

Cette inégalité reste évidemment valable si s et ¢ sont tels que p(s, £)=0. Dou
finalement:

=1

n 2
(Z X, (s, t)ek)
supE;Log | E,exp | == ——"— |dAi(s)dA(t)<S$Log2

§x8 2 Y M?
k=1

et ceci achéve la démonstration du fait que le Théoréme | est un corollaire du
Théoréme 2.

§4. Démonstration des Théorémes3 et 4

Nous allons tout d’abord établir le Théoréme3; sa démonstration se réduit
encore a remarquer que cet énoncé est un cas particulier du Théoréme 2. Nous
allons montrer & cet effet que les hypothéses du Théoréme 2 sont satisfaites si
Pon choisit comme v.a. T la constante 1 et comme écart privilégié p=ar, t étant
Iécart induit par la covariance de X, et a une constante positive qui sera
précisée ultérieurement.

Commencons par établir que X est t-continue.

Lemme 4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 3, X est d trajectoires presque
stirement T-continues.

Démonstration. 11 est clair qu’il suffit d’établir la z-continuité de Y, ou:

Y(1) =-1— X()

3)/40

§=sup(sup (s, 1), 1).

avec:

On a alors pour tout aeR et tout couple (s, 1) d’éléments de S:
2 .2
N
Efexpa(Y(s)~ Y(0)} Sexp g 30

Soient maintenant seS et r>0 fixés. Pour tout entier k, on pose:

_ —k
fe=r-2
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et:

1
Yi(w,8) = Y(w, z) dA(z).
” }”(B(Ss rk)) B(s‘!‘rk) ( ) ( )
Cette expression est définie pour tout keN, d’aprés I'hypothése faite sur A. Par
application de I'inégalité de Jensen, on a:

E[Y(s)- Y36 SE | Logexp|Y(s)— Y(2) di(z)

1
)“(B(Sz rk)) B(s, ri)

1
<Log B - B(grk)E exp |Y(s) — Y(z)| dA(z).

En décomposant Eexp|Y(s)— Y(z)| en somme de 2 intégrales et en appliquant
I'inégalité de Holder pour 2%, on obtient:

(s, z))

1
Eexp|Y(s)— Y(2)| £ 22F exp (2" 00

et:

2
EIY()- T80 =5 (Lo 2+ ).

D’oﬁ:
k; E[Y(s) —Y(’,‘)(s)l <4+

et:

11m }fr)(s) =Y(s) ps.

Soit T une partiec dénombrable dense de S. Rejetons le cas ou 7(s,t)=0 sur
x T, dans lequel il n’y a rien a démontrer. Notons:

A={r>0:3(s,)eTxT avec: t(s,t)=r}.
Il existe alors Q,=Q, avec P(Q)=1, tel que:

VseT, Vred, VYoweQ, limY}(w,s)=Y(®,s) 3
k— o0

Montrons a présent que la v.a. ¢, définie par:

c(w)= [ exp¥2(w)(s,1)dA(s) dA(t)

Sx8S

est intégrable, ce qui impliquera qu’elle est finie presque sfirement.
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E(<1+ [ EexpY*(s,0)di(s)dAz)

(z(s,2) ¥ 0)

<2+ i P{exp¥?(s, t)=n} dA(s)dA(t)

(2(s,£)*0) n=1

<3+ | Y P{2y/Togn|¥(s, 1) 22 Logn} di(s) di(x)
{t(s, 8} F O)n=2

s
T e "g") d(s) dA(t) < co.

<342 (
s, 0%0) =21

¢ est donc finie presque sfirement; supposons-la finie partout pour simplifier.
Fixons maintenant un couple (s,t) d’éléments de T x T, tels que t(s,£)+0. En
appliquant la propriété (3) et un raisonnement analogue a celui fait pour établir
la Proposition 1, on obtient: Yo eQ,,

(s, 1)

|Y(w,s)— Y(w, )] <20 sup f )

xe8S 0

(ZZ(LB(((?C?_M)—)—) du.

En remarquant que si ©(s,£)=0, on a Y(s)=Y(¢) presque slrement, on peut
énoncer le résultat partiel que nous venons d’établir sous la forme suivante:

32, avec P(Q,)=1, tel que Vs, teT, Ywel;, on ait:

s, 1)

Y9~ V@008 [ o (o )a
,$)—Y(w, 1) £20 su ————| du.
s o 7 \2(BG W)

La d-continuité de Y et la continuité de 7 par rapport a4 d, montrent qu’en fait
cette relation est vraie pour tout couple d’éléments de S. Y est donc a
trajectoires presque sirement t-continues, ce qui achéve la démonstration du
Lemme 4.1.

Choisissons a présent comme écart privilégié p=3]/Z 01. Nous allons mon-
trer que Phypothése 3) du Théoréme 2 est amplement réalisée pour T=1, car on

a méme plus: no 2
(Z X, (s, t)ek)
L=supE, [ E, expka—l—n————— dA(s)dA(t) < + 0.

n SxS
Considérons a cet effet la v.a.:
n

Xy &,

z,=% v

On a, par indépendance:
VoaecR, Vs, teS:
" o
E,E expa(Z,(s)—Z, () =E, || E; exp—=& (X () — X, (1))
k=1 n

I/’

1
gexpﬁAcxznrz(s, t).
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D’autre part:
El EZ(Zn(S) - Zn(t))z = Tz(s’ t)

La va. Z, est donc encore sous-gaussienne de «méme parameétre» 4 que X.
Draprés ce que nous avons vu plus haut, on a donc:

c 1
n=2

et le Théoréme 3 apparait bien comme un corollaire du Théoréme 2.

Remarque. La démonstration du Lemme 4.1 établit également le Théoréme4,
Pargument de d-continuité de Y étant remplacé par le fait que Y est séparable.

§5. Remarques et compléments

1. On peut remarquer que l'on peut obtenir le Théoréme3 sans passer par

I'intermédiaire du Théoréme2; pour établir que la suite des lois des «i» est
n

tendue, on fait des majorations analogues a celles utilisées pour montrer que ¢
est intégrable dans la démonstration du Lemme 4.1.

2. A propos da Théoréme 4, on peut remarquer que la condition intégrale qui
y intervient n’est pas nécessaire pour qu'un processus a accroissements sous-
gaussiens soit a trajectoires presque sirement continues comme le montre
Iexemple suivant (emprunté a [9]): ,

Soit §=[0,1], muni de la distance usuelle. Soit ¥; la' suite de fonctions
définies sur [0, 1] de la fagon suivante:

0 si 1e[0,1]~]2-71, 27
Jo1 s
Y (t)=1 22 si t=3.277 .
et linéaire sur les intervalles [27/7%,3.277-2} et [3.27772,271].
On note de plus:
1

i.;_l .
227" LogLog(j+9)

Si Pon se donne 4 présent une suite de Rademacher (g,),x il est clair que la
fonction aléatoire X définie par:

ool
X=73 0;¢
j=1
est 4 trajectoires presque sirement continues; clle est évidemment a accroisse-
ments sous-gaussiens. Mais (cf. [9]) X ne satisfait pas au théoréme de la limite
centrale et, en vertu de Théoréme 3, la condition intégrale du Théoréme 4 ne
peut donc pas &tre remplie pour cette fonction aléatoire X.
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La conclusion qui se dégage de cette étude est que la technique que nous

avons utilisée pour démontrer les théorémes précédents, qui est une synthése de
la méthode des mesures majorantes de X. Fernique [4] et des résultats de
continuité de A.M. Garsia, E. Rodemich, H. Rumsey Jr [5] et C. Preston [12],
donne des résultats plus forts que la méthode de recouvrement employée par
N.C. Jain, M.B. Marcus [9] et E. Giné [6]. '
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