
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 
38, 339-351 (1977) 

Zeitsclarift far 

Wahrscheinl ichkei ts theorie  
und verwandte Gebiete 

�9 by Springer-Verlag 1977 

Mesures majorantes et th6or6me 
de la limite centrale dans C(S) 

Bernard Heinkel 

Institut de Math6matique, Universit6 de Strasbourg, 
7 rue Ren6 Descartes, F-67084 Strasbourg Cedex, France 

Etant donn6 (S, d) un espace mdtrique compact, on consid6re les v.a. X /t 
valeurs dans C(S) (muni de la norme sup), centr6es, telles que: 

sup E(XZ(s)) < or. 
s~S 

On montre que pour des classes assez larges de telles v.a., la condition: 

lim sup i i / L o g  1 d u = O  
~ o  x~s o 2 (y :p (x , y )<u)  

(or) p ddsigne un 6cart sur S, li6 tr~s 6troitement/~ la covariance de X, et 2 est 
une mesure de probabilit6 sur S) est suffisante pour que X satisfasse au 
th6or6me de la limite centrale. 

Les progr6s rapides faits pendant les dix derni6res ann6es dans l'6tude de la 
r~gularit6 des trajectoires de s  fonctions al6atoires gaussiennes ont permis de 
pr6ciser les propri6t6s de convergence 6troite des suites de v.a. ~t valeurs dans 
certains espaces de Banach. 

L'un des probl~mes pour lesquels les connaissances acquises dans le cas 
gaussien ont permis de trouver des r~sultats int6ressants est celui de la limite 
centrale dans le cas des v.a. ~t valeurs dans C(S) ((S, d) 6tant un espace m6trique 
compact). 

Rappelons bri~vement l'6nonc6 de ce probl6me: X 6tant une v.a. ~t valeurs 
dans C(S), centr6e, telle que: 

sup E(X2(s)) < oo 
sES 

on se donne une suite de v.a. ind6pendantes (X, ) ,~ ,  ~ valeurs dans C(S), de 
m6me loi que X. 

Pour tout entier n, on d6signe par S, la v.a.: 

S ~ = X  1 + ' "  + X  n 

et par #, la loi de S, 
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On dit alors que X satisfait au th#or~me de la limite centrale s'il existe une 
mesure de probabilit~ gaussienne # sur C(S) telle que (#,)~N converge #troitement 
vers #. 

Le probl6me se formule alors de la fa~on suivante: <<Trouver des conditions 
suffisantes (et si possible n6cessaires) pour que X satisfasse au th6or6me de la 
limite centrale>>. 

Dans [9], N.C. Jain et M.B. Marcus ont donn6 des conditions suffisantes 
pour que X satisfasse au th6or6me de la limite centrale, pour plusieurs classes 
importantes de v.a. Rappelons un 6nonc6 ~t titre d'exemple: 

Th6or6me A. On suppose qu'il existe un ~cart p sur S, continu par rapport d d et 
une v.a.r. M~O, de carr~ int~grable, tels que: Vs, teS, Vo~, IX(~,s)-X(co, t)l 
<__ M(~) p(s, t). 

On suppose de plus que: 

I/Log Np(S,u) du < oo 
0 

off Np(S, u) d#signe le hombre minimal de p-boules de rayon u, suffisant d recouvrir 
S. 

Sous ces hypoth#ses X satisfait au th#ordme de la limite centrale. 

Les d4monstrations de N.C. Jain et M.B. Marcus utilisent de mani6re 
essentielle la technique de <<recouvremenb> introduite par R.M. Dudley [2] pour 
6tudier la continuit6 des fonctions al6atoires gaussiennes. 

Darts cet article, on va montrer qu'on peut de mSme 6tablir des conditions 
suffisantes pour que X satisfasse au th6orSme de la limite centrale, en utilisant 
une m4thode proc6dant ~t la fois de la technique des mesures majorantes de 
X. Fernique [4] et des id6es de A.M. Oarsia, E. Rodemich, H. Rumsey Jr. [5] et 
C. Preston [12]. Les r6sultats que nous obtiendrons sont plus forts que les deux 
6nonc6s principaux de N.C. Jain et M.B. Marcus; le Th6or4me A par exemple 
apparait comme corollaire du r6sultat suivant: 

Th6or~me 1. Supposons qu'il existe une v.a.r. MG0,  de carrd int#grable, et un 
#cart p sur S, continu par rapport d d, v#rifiant: 

Vs, teS, Voo, IX(~,s)-X(co, t)I~M(co)p(s,t). 

S'il existe une mesure de probabilit# 2 sur S (muni de la tribu p-bor~lienne) telle 
que: 

i ] /  1 du=O. (*) lim sup ~ l /  Log ~(y: p(x, y) < u) 
eJ~O x e S  0 

Alors X satisfait au th#or~me de la limite centrale. 

Le fait que le Th6or6me A est un corollaire du Th6or6me 1 est 6vident, car il 
est bien connu (cf. [4], Corollaire 6.2.4. ou [12]) que si la condition de recouvre- 
ment du Th6or6me A est satisfaite, il existe une mesure de probabilit6 2 sur S, 
v6rifiant (.). 

On peut 6tablir le Th6or6me 1 directement (cf. [7]) ou employer la technique 
utilis6e par J. Zinn [13] pour d6montrer le Th6or6me A; on peut aussi, et c'est 
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ce que nous ferons, l 'obtenir comme cons6quence imm6diate d'un r6sultat 
beaucoup plus g6n6ral que nous allons 6noncer apr~s avoir introduit quelques 
notations. 

Notations 

1) Dans toute la suite, on notera (p la function: [-1, + og[~lR + 

t~-~ ] /Log t. 

2) Dans les diff6rents 6nonc6s, on introduira un ~cart privil6gi6 p (li6 plus ou 
moins intimement ~ l'6cart -c induit par la covariance de la v.a. X consid6r6e). 
Pour tout r >  0 et tout x~S ,  B(x, r) d6signera la p-boule ouverte de centre x et de 
rayon r. Pour toute fonction f :  S-~IR, on notera: 

f ( s ,  t) = f ( s )  - f ( t )  
p ( s ,  t)  �9 l~(u,v):p(.,~), o~(S, t). 

3) On notera (Xn)n~,, une suite de v.a. ind6pendantes, de m6me loi que X, 
d6finies sur un espace probabilis6 ( (21 ,~ ,P  0. On consid~rera d'autre part un 
second espace probabilis6 (02,.~2,P2) sur lequel on a construit une suite de 
Rademacher (en)n~ N (i.e. une suite de v.a.r, ind6pendantes de m6me loi que el, off 
P(~I = 1)=P(~I = -  1)=-12). On d~signera par E i ( i= 1, 2) l'espdrance calcul6e par 
rapport ~ la probabilit6 P~ (i= 1, 2) et on notera P la probabilit6 produit P1 | 

Nous pouvons fi pr6sent 6noncer le thdor6me fondamental: 

Th~or~me 2. On suppose v~rifi~es Ies hypotheses suivantes : 

1) il existe un ~cart p sur S, d-continu, tel que X soit continu par rapport ~ p; 
de plus l'Ocart z induit par la covariance de X est d-continu; 

2) il existe une mesure de probabilitO 2 sur S (muni de la tribu p-bordlienne) 
teIle que : 

lim~0 sup.,.~s o (P 2(B(x,u))  d u = 0 ;  

3) iI existe une suite de v.a.r, ind@endantes (Tk)k~, sur (f21, ~ ,  P1) de m6me loi 
que T, T ~tant une v.a.r. >0,  de carrd intdgrable, v~rifiant: 

(s, t) e~ 
K = s u p E 1 E z L o g  ~ exp 1 d2(s )d2( t )<  +oo. 

\ k = l  / 

Sous ces hypotheses, X satisfait au thdor~me de la limite centrale. 

Remarque. R.M. Dudley [3] a construit des exemples de v.a./t valeurs dans C(S) 
v6rifiant l'hypoth6se 2) pr6c6dente, l'6cart p choisi 6tant celui induit par la 
covariance, qui ne satisfont pas au th6or6me de la limite centrale. Cette 
condition 2) pr6cddente n'est donc pas suffisante pour avoir la propri6t6 de 
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limite centrale dans le cas g6n6ral; elle rest par contre evidemment dans le cas 
gaussien. Ce fait est contenu dans le corollaire suivant du Theor6me 2, qui 
donne ~t la lois les cas gaussien et sous-gaussien, et qui generalise le Theoreme 2 
de [9]: 

Theor~me 3. Supposons l'dcart "c induit par Ia covariance de X continu par rapport 
dtd. On suppose de plus qu'il existe une constante A>0,  telle que: 

Vs, t~S, Ve~IR, E{exp~(X(s)-X(t))}<-_expAe2z2(s,t) .  

S'il existe une mesure de probabilite 2 sur S (muni de la tribu z-bor~lienne) telle 
que: 

lira sup _I q~ du = 0 
~.0 xeS X , U  

alors X satisfait au th~or~me de la limite centrale. 

L'examen de la demonstration du Theoreme 3 nous montre que la condition 
suffisante classique de continuit6 des fonctions aleatoires gaussiennes, l'est 
egalement dans le cas sous-gaussien; ceci generalise le Theoreme 3.1 de [-10]. 

De fagon precise, on a l'enonc6 suivant: 

Th~orgme 4. Soient (S, d) un espace m~trique compact et (X(t), teS) une fonction 
aldatoire s@arable, centr~e, de carr~ int~grable. On suppose de plus que l'~cart 
induit par la covariance de X est continu par rapport d d et qu'il existe une 
constante A >0, telle que: 

gs, teS, gc~slR, E{exp a(X(s)-X(t ) )}  < exp Ao~2"c2(s, t). 

S'il existe une mesure de probabilit~ 2 sur S (muni de la tribu z-bor~lienne) telle 
que: 

lira sup ~o du=O, 
~ 0  x~S 0 

alors X est fi trajectoires presque s~rement continues. 

Avant de demontrer ces differents theoremes, nous allons etablir h part un 
resultat de continuite qui est dej~ contenu implicitement dans [8] 
(Proposition 1). 

w 1. Un resultat de continuit6 

Les r6sultats que nous venons d'6noncer se d6montrent essentiellement en 
utilisant le lemme suivant: 

Proposition 1. Soient pun  dcart sur S et 2 une mesure de probabilit~ sur S (muni de 
la tribu p-borOlienne) v~rifiant l'hypoth~se: 

i (  1 l imsup ~o 2(B(x,u)) 
~$0 xeS  0 
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Pour toute fonction f :  S--+IR, p-continue, telle que: 

c = ~ exp fZ(s,t) d2(s) d2(t) < 
S x S  

On  a "  p(x, y) 

Vx, yeS, I f (x)- f (y) l<20 supz~s o ~o 22(B(z,u)) 

D~monstration. Justifions tout  d ' abo rd  rap idement  la mesurabil i t~ de l 'ensemble 
((u, v): p(u, v)=t= 0), qui impl ique la mesurabil i t6 de la fonct ion f .  En posan t  pour  
tou t  ~ > 0 :  

Mp(S, e) = sup {card D: D c S IV s, teD, p(s, t) > e}, 

on remarque  que l 'hypoth~se faite sur 2 implique:  

V e > 0 ,  Mp(S,e)< + o0. 

On en d6duit que pour  tout  e > 0: 

No(S, ~) <= MAS,  ~) < + 00. 

Pour  tout  entier n, on consid6re alors un recouvrement  minimal  de S par  des 
boules  de rayon  1/n, de centres sl n) ( i=  1, ..., No(S, I/n)), et on note:  

A n = N~ 1/n) x B(sl "), l/n)). 
i = 1  

Or:  

{(u, v)" p(u, v) = 0} = (~ ,4. 
n = l  

et, de ce fait, {(u, v): p(u, v)+O}eNp(S ) x No(S ). 
Venons-en main tenan t  ~t la d6mons t ra t ion  p r o p r e m e n t  dite. I1 n 'y a rien ~t 

ddmont re r  si p(x,y)=O; on exclura donc  ce cas. Pour  tout  bor61ien F, tel que 
2(F) > 0, on pose:  

1 
f F = ~  ~ f d2. 

F 

Soient ma in tenan t  F et G, tels que )~(F)2(G)>O. Si l 'on note:  

= sup(p(x, y): xeF, yeG) 

on aura  par  une appl ica t ion simple de l'in6galit6 de Jensen: 

( c )  
Ifr-f~l<=cP 2(F)2(G) 3. (2) 

La  condi t ion (1) implique:  

Vx~S, V u > 0 ,  2(B(x,u))>O 

ce qui donne,  pour  tout  r > 0 ,  un sens & la fonct ion suivante:  

1 
f~(x) 2(S(x, r)) B(J~,~) f d2" ~ 
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Nous allons montrer que: 

V x~S,  lim s = f (x ) .  
r ~ O  

Par continuit6, il suffit d'6tablir l'existence de la limite pr6c~dente. 
Fixons xeS ,  ainsi que les 2 hombres positifs r et s, avec 0 < s < r .  Pour tout 

entier n, on pose: 

rn=r .2-" .  

Par application de (2), on a: 

.... ( C u,,) 
V heN,  [fr , (x)-f , ,+ l(x)[ < 6 ~ ~o )2(B~ x du. 

Pn +2  

D'ofl l'on d6duit ais6ment: 

C du -1- 3 ~ q:) )2(B(x, u)) du I s  o ~o ~ ( B ( x ,  o 

et ainsi on a b ien la  convergence annonc6e; de plus: 

C 

Vr>0,  V x e S ,  I f & ) - f ( x ) l < 6 i q ) ( ' ~ Z ( B ( x , u ) ) )  

Soient maintenant x et y fix6s, avec p(x, y)#O. Posons: 

= �89 p(~, y), 

A = B(x, r) w B(y, r). 

En appliquant (2), il vient: 

C io 
On a une relation analogue en y, d'ofl: 

If(x) - f (Y)l < If(x) - s  + Is -- f AI -+- I f A -- f,(Y)l + Is --f(Y)l 
_ p ( x ,  y )  

) _<20sup ! ~o du 
- ~ s  ( B ( z ,  

ce qui est bien le r6sultat annonc6. 

Nous passons ~t pr6sent/t la d~monstration des th6or6mes. 

w 2. D~monstration du Th~or~me 2 

Nous allons d'abord ~tablir le Th6or~me 2 dans le cas oti X est sym6trique. Le 
cas g6n6ral s'en d6duira par un argument de sym6trisation emprunt6 ~t N.C. Jain 
et M.B. Marcus [9]. 

Le th6or6me de la limite centrale en dimension finie montre qu'il suffit, pour 
que X satisfasse au th6or6me de la limite centrale <<vectoriel>>, d'6tablir le lemme 
suivant (cf. [1]): 

B. Heinket 
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Lemme 2.1. Sous les hypoth&es du ThOorOme 2, on a: 

Ve>0, Vr/>0, 35>0,  3no~N tels que: 

Vn>no, P~ sup Sn(s) S'(t-) >e~< 
td(~,,)<=a ]f~ lfn = )=r# 

off, pour tout n~N, S, d&igne la v.a. X 1 + ... + X,. 

DOmonstration du Lemme2.1. Par sym6trie, les suites (X,),~ et (e,X,),~ ont 
m6me loi; ceci montre qu'il suffit d'dtablir le Lemme2.1 pour la suite (Z,,),~> 

(relativement A P1 | au lieu de \lf~], S avec: 

i " 

v. N, Z.= fl kXk 
Par application du Lemme de continuit6, on aura: 

VneN, Ve>0, Vc~>0, 

P{ sup IZ.(s)-Z~ 
p(~,t)~ 

c / ~ - T 2  } 
"<  sup 

k = l  /~ 

( / n T,2 ~/i,2 cn 
<=P4I/ Z .k sup ~40 2(y:p~,y)~u) 

off c, d6signe la v.a.p.s, finie: 
~2 

c,= ~ expnZ"(s't!dR(s)d2(t). 

k = l  

On en d6duit, par application des in6galitds de Cebi6ev et de Schwarz: 

P{ sup IZ, ts)-Z,(t)l>=e} 
p(s , t )~  

D'ofl, par une majoration 61~mentaire: 

P{ sup IZ,(s)-Z,(t)l>s} 
p(s,t) <=c~ 

2 0  2 ~2 a/2 2 

<~-]/E(T~) b 2 K + 2  {sup ,40 (~-yfy: 1 du) 
, ~  o p { x , y ) < u ) ,  ' 

Le Lemme2.1 d6coule de cette in~galit6 par continuit6 de p par rapport A d. 
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Ceci ach6ve la d6monstration du Thdor6me 2 dans le cas sym6trique. Le cas 
g6n6ral s'en d6duit en utilisant le th6or6me de sym6trisation suivant de N.C. 
Jain et M.B. Marcus ([9], Lemme 2): 

Lemme 2.2. Soit (Y,) ,~ une suite de v.a. ~ valeurs darts C(S); on suppose que: 

Ve>0,  Vr/>0, ~ 6 > 0  tel que Vs, t~S avec d(s,t)<=& on ait: 

sup n{[r , (s ) -  Y,(t)[ >=5} <q.  
n 

Pour tout neN,  on d&igne par #, (resp. v,) la loi de Y, (resp. - Y , ) .  Si la suite 
(I*, * v , ) ,~  est tendue, on a: 

Ve>0,  Vfl>0,  3 n o e N  et 7 > 0  telsque: 

V n > n  o, #.{x: sup Ix(s)-x(t)l>o~}<fi. 
d(s, t) < ? 

Soit (X~).+~ une suite de v.a. ind6pendantes de m~me loi que X. On a 
6videmment: 

Vs, t~S, E(S"(s)~;'(t)-)2=z2(s,t) .  

Si l'on note ~t pr6sent Y , = ~ ,  on remarque, du fait de la continuit6 de z par 
v ~  

rapport  ~t d, que la suite (Y,),+~ satisfait ~ la premiere hypoth6se du Lemme 2.2. 
En appliquant le r6sultat que nous venous d'6tablir dans le cas sym6trique ~t 

X - X '  
la v.a. ~ -  (off X' est une v.a. ind6pendante de X, de meme loi), on voit que 

v -  

la suite (~, * v,),~ N (/~, d6signant la loi de Y+ et v. celle de - Y.) est tendue. 
Le Lemme 2.2 et le th6or6me de la limite centrale en dimension finie 

montrent alors qu'il existe une mesure de probabilit6 gaussienne # sur C(S), de 
marne covariance que X, et telle que (# , ) ,~  converge 6troitement vers #, ce qui 
ach6ve la d6monstration du Th6or6me 2. 

w 3. D6monstration du Th6or6me 1 

Nous allons 6tablir que le Th6or6me 1 est un cas particulier du Th6or6me 2. I1 
est naturel de choisir comme 6cart privil6gi6, l'6cart p donn6 par l'6nonc6. I1 
suffit ~t pr6sent de trouver une v.a.r. T >  0' v6rifiant l'hypoth6se 3 du Th6or6me 2. 

Nous allons montrer que T=-I/~-~M convient. En fait, nous allons marne 
montrer que la suite (Tk)k~ ~ satisfait /~ une condition plus restrictive,/i savoir: 

2 s,t)~ 
supE~Log ~ E2ex p k__ __  d2(s) d ~ ( t ) < + ~ .  

\ / 
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Soit (G)n,~ une suite de v.a.r, normales centr6es r6duites et ind4pendantes. Un 
r4sultat de G. Pisier ([11], Proposit ion 1) montre que pour tout couple (s, t) fix4, 
tel que p(s,t)~=O, on a: 

n )2 t t ( ~ ( t 2 )  
E2ex p .k < E 2 e x p  �88 k _ l  

\ k=l / k 
=<Ea exp�88 =] /2 .  

Cette in6galit4 reste 4videmment valable si s e t  t sont tels que p(s, t)=0. D'o6 
finalement: 

s u p E i L o g  y E2ex p _k d 2 ( s ) d 2 ( t ) < � 8 9  

et ceci ach~ve la d6monstration du fait que le Th6or~me 1 est un corollaire du 
Th6or~me 2. 

w 4. D6monstration des Th6orbmes 3 et 4 

Nous allons tout d 'abord 6tablir le Th6or~me3; sa d6monstration se r6duit 
encore ~t remarquer  que cet 6nonc6 est un cas particulier du Th~or~me 2. Nous 
allons mon t re r / t  cet effet que les hypotheses du Th6orSme 2 sont satisfaites si 
l 'on choisit comme v.a. T la constante 1 et comme 6cart privil6gi6 p = a : ,  : ~tant 
l'6cart induit par la covariance de X, et a une constante positive qui sera 
prdcis6e ult6rieurement. 

Commen~ons par 6tablir que X est z-continue. 

Lemme 4.1. Sous les hypotheses du Thdordme 3, X est d~ trajectoires presque 
sffrement z-continues. 

Ddmonstration. I1 est clair qu'il suffit d'~tablir la :-continuit6 de Y,, off: 

1 
r(t) = 31/A0 x(t) 

avec: 

0 =sup(sup  ~(s, t), 1). s, t 
On a alors pour tout c~61R et tout couple (s, t) d'~16ments de S: 

~2:2(s  ' t) 
E{exp c~(Y(s) - Y(t))} < exp 

9 02 

Soient maintenant s~S  et r > 0  fix6s. Pour tout entier k, on pose: 

rk = r .  2 -k 
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et: 

1 
Y(~)(og, s)-A(B(S, rk)) ~ Y(oJ, z)d2(z). 

B(s, rk) 

Cette expression est d6finie pour tout keN, d'apr6s l'hypothhse faite sur 2. Par 
application de l'in6galit4 de Jensen, on a: 

1 
ElY(s)-  Y(~)(s)l <E 2(B(s, rk) ) ~ Log exp I Y(s)-  Y(z)J d2(z) 

B(s, rk) 

1 
< Log 2(B(s, rk) ) B(.[ )E? ,  exp }Y(s) - Y(z)) d2(z). 

En d6composant E exp IY(s)-Y(z)[ en somme de 2 int6grales et en appliquant 
l'in6galit6 de HSlder pour 2 k, on obtient: 

et: 

/ k C(s ,  z) \  
E exp IY(s)- Y(z)l < 25~exp k2 ~ -0~ -  ) 

E t Y(s) r,~ _(s ) l  = ~ 

D'og: 

k = l  

et: 

limY(~)(s)= Y(s) p.s. 

Soit T u n e  partie d6nombrable dense de S. Rejetons le cas o6 z(s , t )=0 sur 
Tx T, dans lequel il n'y a rien ~t d6montrer. Notons: 

A = { r > 0 :  3(s, t)6Tx T avec: z(s,t)=r}. 

I1 existe alors ~oC~2, avec P(f~o)=l, tel que: 

V s~ T, V r~A, V coef2 o, lim Y(,k)(o, s) = Y(co, s). (3) 
k~o:) 

Montrons ~ pr6sent que la v.a. c, d6finie par: 

c(co)= ~ expyE(o)(s, t) d2(s) d2(t) 
S x S  

est int6grable, ce qui impliquera qu'elle est finie presque sfirement. 
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E(c) < 1 + ~ E exp I ?2 (s, t) d2(s) d2(t) 
(~(s, t) * 0) 

< 2 +  (. ~ P{exp1?2(s,t)>n}d2(s)d2(t) 
(~(s, t) * 0) n = 1 

< 3 + S ~, P {2 ]fLog n[ l?(s, t)l > 2 Log n} d2(s) d2(t) 
(~(s, t) 4- 0)n = 2 

oo 4- 

{ V 1 FLog,] d2(s) d2(t) < oo. _-<3+2 ]" \,~2 n2e ] 
(~(s, r) 4- 0) 

c est donc finie presque sfirement; supposons-la finie partout pour simplifier. 
Fixons maintenant un couple (s, t) d'616ments de T x T, tels que z(s, t)4:0. En 
appliquant la propri6t6 (3) et un raisonnement analogue fi celui fait pour 6tablir 
la Proposition 1, on obtient: Vco~f2o, 

~(s, t) 

IY(co, s)-Y(co, t)[<2Osup~s Io cp \22(B(x~ ! du. 

En remarquant que si z(s,t)=0, on a Y(s)=Y(t) presque sfirement, on peut 
6noncer le r6sultat partiel que nous venons d'dtablir sous la forme suivante: 

~21 avec P((21)=l, tel que Vs, teT, Vco~f21, on ait: 

T:(s, t) 

[Y(~o, s) - Y(co, t)l < 20 sup o~ (p \22(B(x, u)) 

La d-continuit6 de Y et la continuit6 de z par rapport / t  d, montrent qu'en fait 
cette relation est vraie pour tout couple d'616ments de S. Y est donc /t 
trajectoires presque sfirement r-continues, ce qui ach6ve la d6monstration du 
Lemme 4.1. 

Choisissons/~ present comme 4cart privil6gi~ p = 3]//A0"c. Nous allons mon- 
trer que l'hypoth4se 3) du Thhor4me 2 est amplement r6alis6e pour T= 1, car on 

n 2 a p,u : 

L = sup E 1 y E 2 exp d2(s) d2(t) < + oe. 
n S x S  1~1 

Consid6rons/t cet effet la v.a.: 

Z n  k = l  ~ " 

On a, par ind6pendance: 

V~]R, Vs, t~S: 
n O~ 

E 2 E l  exp c~(Z.(s) - Z . ( t ) )  = E2k~=E , exp ~nn ek(Xk(s) -- Xk (t)) 

1 2 2 =<exp-A~ nz (s,t). 
rl 
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D'autre part: 

E~ E~(Zn(s)  - Zn(t)) ~- = ~2 (s, t). 

La v.a. Z~ est donc encore sous-gaussienne de <<marne param&re>> A que X. 
D'apr4s ce que nous avons vu plus haut, on a donc: 

oo 1 
L=< 3 +2  _~2 n~Tg< + oo 

et le Th6or6me 3 apparait bien comme un corollaire du Th6or6me 2. 

Remarque .  La ddmonstration du Lemme 4.1 6tablit 6galement le Th6or6me4, 
l'argument de d-continuit6 de Y &ant remplac6 par le fait que Y est s6parable. 

w 5. Remarques et eompl6ments 

1. On peut remarquer que l'on peut obtenir le Th6or6me3 sans passer par 

l'interm6diaire du Th6or6me2; pour 6tablir que la suite des lois des ~<~>~ est 

tendue, on fait des majorations analogues A celles utilis6es pour montrer que c 
est int6grable dans la d6monstration du Lemme 4.1. 

2. Apropos  du Th6or~me 4, on peut remarquer que la condition int6grale qui 
y intervient n'est pas n6cessaire pour qu'un processus ~ accroissements sous- 
gaussiens soit ~ trajectoires presque sfirement continues comme le montre 
l'exemple suivant (emprunt6 ~ [9]): 

Soit S--[0, 1], muni de la distance usuelle. Soit O~ la' suite de fonctions 
d6finies sur [0, 1] de la faqon suivante: 

O~(t)= 

0 si ts[0, 1] \ ]  2-J-1, 2-J[ 

2~ +1 si t = 3 - 2  - j -2  

et lin6aire sur les intervalles [2 - j -  1, 3.2 -~- 2] et [3.2 - j -2,  2-J]. 

On note de plus: 

1 
. - -  . ~ j .  

~~ 2~ +1 Log Log (j+9) 

Si l'on se donne ~ present une suite de Rademacher (~) ,~ ,  il est clair que la 
fonction al6atoire X d6finie par: 

X = ~ q~j ej 
j = l  

est A trajectoires presque sfirement continues; elle est 6videmment A accroisse- 
ments sous-gaussiens. Mais (cf. [9]) X ne satisfait pas au th6or6me de la limite 
centrale et, en vertu de Th6or~me 3, la condition int6grale du Th6or6me 4 ne 
peut donc pas &re remplie pour cette fonction al6atoire X. 
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La  c o n c l u s i o n  qu i  se d6gage de cette 6 tude  est que  la t e c h n i q u e  que  n o u s  

avons  uti l is6e p o u r  d 6 m o n t r e r  les th6or6mes  pr6c6dents ,  qu i  est une  synth6se  de 

la rn6 thode  des mesu res  m a j o r a n t e s  de X. F e r n i q u e  [4] et des r6sul ta ts  de 
c o n t i n u i t 6  de A . M .  Gars i a ,  E. R o d e m i c h ,  H. R u m s e y  Jr [5]  et C. P r e s t o n  [12],  
d o n n e  des r6sul ta ts  p lus  forts que  la m 6 t h o d e  de r e c o u v r e m e n t  employ6e  pa r  
N,C.  Ja in ,  M.B. M a r c u s  [9] et E. G i n 6  [6]. 
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