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Einleitung 

Seien (X, ~l,p) ein vollst~indiger Wahrscheinlichkeitsraum, f eine Funktion 
auf X mit Werten im Intervall I = [0, 1], N(I) das System der Borelschen Teil- 
mengen von I sowie f - l (N( i ) )  das System der Urbilder yon Mengen aus N(I). 
Weiter sei 911 die von 9I und f-1(~(I))  erzeugte a-Algebra. 

In seinem Artikel [3] studiert Bierlein die Frage, unter welchen Bedingungen 
ein Mal3 auf 9X 1 existiert, das auf 9X eingeschr~inkt mit p tibereinstimmt. Dieses 
Problem, das gegebene WahrscheinlichkeitsmaB p so fortzusetzen, dab die 
Funktion f meBbar wird, hat, wie Bierlein zeigt, fiir Funktionen f, deren Graph 

FI = {(x , f  (x))e X x I: x 6 X }  

durch eine Menge C der Produkt-a-Algebra 9i |  im Sinne der hier im 
zweiten Abschnitt angegebenen Definition approximiert wird, eine L6sung, 
falls auf 9.1| ein Mal3/~ existiert, das den folgenden Bedingungen geniigt : 

#(A x I )=p(A)  fiir alle A~9.1, (1) 

#(c) = 1. (2) 

In einer weiteren Arbeit [4] betrachtet Bierlein den Fall 

wobei a6a  die tibliche Bedeutung hat und J das System aller Durchschnitte 
von I mit offenen Intervallen ist sowie 9.I x ~r ftir das System aller Rechtecke mit 
Seiten aus g[ bzw. j steht. Zu einem beliebig vorgegebenen approximierenden C 
von diesem Typ konstruiert Bierlein ein Mal3/~ auf 9I| das den Bedingungen 
(1) und (2) geniigt. 

Im folgenden wird mit Hilfe des Aumannschen Selektionstheorems nach- 
gewiesen, dab zu jeder approximierenden Menge Ceg.I| ein Mal3 /~ auf 
9X| existiert, das den Bedingungen (1) und (2) gentigt. Daraus folgt nach den 
Ergebnissen in [3], dab sich jede Funktion f deren Graph F s durch eine Menge 
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C~91|  im Sinne der Definition des zweiten Abschnitts approximiert wird, 
durch eine Fortsetzung yon p mel3bar machen 1/igt. 

Der hier eingeschlagene Weg, ein MaBfortsetzungsproblem durch Anwendung 
eines Selektionstheorems zu 16sen, wurde bereits in den Arbeiten [6, 7] und [9] 
(vgl. dazu Abschnitt 1.3 in [10]) zur Ltisung eines anderen Mal3fortsetzungs- 
problems beschritten. 

Herrn D. Bierlein danke ich fiir die Anregung, reich mit dem hier behandelten Problem zu be- 
sch~iftigen, Herrn D. K61zow fiir seinen Hinweis auf Aumann ' s  Selektionstheorem. 

1. Li~sung des Marginalproblems 

Fiir eine Menge B ~ X x I bezeichne roB ihre Projektion auf X. Als Folgerung aus 
Bierlein's Hilfss~itzen 1 und 2 in [2] erhalten wir den 

Projektionssatz. Sei (X, 91,p) ein vollstiindiger Wahrscheinlichkeitsraum. Ist 
B~91| so ist ~zBE91. 

Damit kann der folgende Hilfssatz bewiesen werden: 

Hilfssatz. Sei (X, 9I, p) ein volIstgmdiger Wahrscheinlichkeitsraum. Ist s: X ~ I eine 
91-meJ3bare Funktion und bezeichnet Fss ihren Graphen, dann ist durch 

#(B)=p(n(BnF~)) fiir alIe B~91| 

ein Marl # erkliirt, das der Bedingung (1) geniigt. 

Beweis. Nach dem Satz vom mel3baren Graphen (vgl. z.B. Christensen [5], 
Th. 2.1) ist F~91| und damit ~z(B c~F~)eg.I fiir alle B~91|  d.h., # ist auf 
ganz 91| erkl/irt. Da F~ der Graph einer auf X definierten Funktion ist, gilt 
rc((A x I)c~F~)=A; also ist die Bedingung (1) erfiillt. Ist (Bi)~EN eine Folge dis- 
junkter Mengen in 91| so ist die Folge (zr(Bi ~F~))iEN eine Folge disjunkter 
Mengen in 91. Wir erhalten 

#(U Bi)=P(~(~ Bi ~ F~)) = p ( ~  ~z(B~ c~ F~)) = Z  p(~(B, r F~)) = Z  #(B~), 

d.h., # ist ein Mai3 auf 91| II 
In [1] beweist Aumann den folgenden Satz: 

Selektionstheorem. Sei (X, 9.1, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum. 1st B~91|  mit 
~B= X, so existiert eine 91-mefibare Funktion s: X ~ I mit (x, s(x))~B ffir p-fast 
alle x 6 X. 

Das Marginalproblem aus Satz B in [4] l~iBt sich nun allgemein fiir beliebige 
Mengen der Produkt-a-Algebra 16sen: 

Satz 1. Sei (X, 91,p) ein vollstiindiger Wahrscheinlichkeitsraum. 1st C~91| 
mit p(~C)= 1, so existiert ein Marl # auf 91| das den Bedingungen (1) und (2) 
geniigt. 

Beweis. Bezeichnet ~zC ~ 9.1 die Spur von 91 auf rcC, so existiert nach dem Selek- 
tionstheorem eine ~zCc~91-megbare Funktion s': n C--*I mit (x,s ' (x))eC fiir 
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p-fast alle x~rcC. Wegen der Vollst~indigkeit von p existiert dann auch eine 
7cCm ~l-mel3bare Funktion s" : rc C--+ I mit (x, s'(x)) s C fiir alle x s 7c C. Sei s: X ~ I 
definiert durch 

s(x)={~"(x) ffarx~rCCsonst. 

Wegen p(~cC)=l ist s eine 9X-mel3bare Funktion, und nach dem Hilfssatz ist 
durch #(B)=p(~(B r F=)) ein Mal3 # atff N |  erkl~irt, das der Bedingung (1) 
geniigt. Wegen rc(Cc~F=)--~zC und p(rcC)=l gentigt dieses Mal3 auch der Be- 
dingung (2). [I 

2. Existenz einer Malffortsetzung 

Kehren wit zuriick zum eingangs gestellten Problem, eine Funktion f :  X--->I 
durch eine Fortsetzung des Mages p mel3bar zu machen. Wir bezeichnen das 
innere Mal3 zu p mit p.. 

Beginnen wir mit der in [3] angegebenen 

Definition. Eine Menge c~gx|  heigt A-Approximation des Graphen F:, falls 
eine Folge (Ci)i~N in ~I| existiert, sodaB die folgenden Bedingungen erfiillt 
sind: 

L) C,\F:~C\F: (A1) 

p.(rc(Ci\F:))=0 flit alle i~N (A2) 

p(Tc C) = 1. (A 3) 

Als Verallgemeinerung des Fortsetzungssatzes in 1-4] erhalten wir: 

Satz2. Sei (X, 9.i,p) ein vollst~ndiger Wahrscheinlichkeitsraum. Ist f :  X--*I eine 
Funktion, deren Graph eine A-Approximation besitzt, so existiert eine MaJ3fort- 
setzung yon p, die f meJ3bar macht. 

Beweis. Sei csg . l |  eine A-Approximation des Graphen F:, dann gilt ins- 
besondere p(7c C)= 1. Nach Satz 1 existiert dann ein Mal3/1 auf 9.I| das den 
Bedingungen (1) und (2) geniigt. Mit Hilfe der S~itze 3A und 3D in [3] erhalten 
wir daraus die Behauptung. I[ 

Zum Abschluf3 sei noch darauf hingewiesen, dab die S~itze i und 2 richtig 
bleiben, wenn statt des mel3baren Raumes (I, .~(I)) ein beliebiger abz~ihlbar 
separierter Blackwell-Raum (im Sinne yon [5]) gew~ihlt wird. Denn sowohl der 
Projektions-Satz von Bierlein als auch das Aumannsche Selektionstheorem 
kOnnen dahingehend verallgemeinert werden, dab (I, N(I)) durch einen abz~ihlbar 
separierten Blackwell-Raum ersetzt wird. Dies geschieht in [8] (vgl. Th. 4 bzw. 
Th. 3). Ebenso 1/igt sich der beim Beweis unseres Hilfssatzes zitierte Satz vom 
mel3baren Graphen (Th. 2.1 in [5]) auch auf Funktionen mit Werten in abz~ihlbar 
separierten Blackwell-R~iumen anwenden. Augerdem k6nnen die aus [-3] zitierten 
S/itze 3A und 3D sowie deren Beweise w6rtlich auf diesen allgemeineren Fall 
tibertragen werden. 
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