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Introduction 

1. Soit X une semi-mart ingale  sur un espace (~2, (~)t_>_o, Y,, P). On consid6re la 
mesure  al6atoire # sur ]0, ~ [  x ( IR-{0})  associde aux sauts de X par  

~(A) = ~ l~x~_ :~ x~ 1A(s, A Xs), 
(s) 

et le processus X ~ obtenu en a m p u t a n t  X de ses sauts d ' ampl i tude  sup6rieure ~ 1 : 

X-~ - Z l{tax~l>l}AX*-Xo" 
s<=t 

On peut  mon t r e r  que X ~ s'6erit de mani~re unique c o m m e  X ~ = M + ~ ,  ot~ M 
est une mar t ingale  locale, et or) ~ est un processus pr6visible nul ~t l 'origine, 
localement  ~t var ia t ions  int~grables. 

On appelle P-caract&istiques locales de X le triplet cg =(v, ~, fl) constitu6 de 
(i) la <<projection pr6visible duale>> v de # (c'est encore une mesure  al6atoire sur 
]0, m [  • ( IR-{0})  dont  la d6finition pr6cise est conn6e au pa rag raphe  1, et qui 
pa r  r6f6rence aux processus de M a r k o v  pourra i t  s 'appeler  le << syst~me de L6vy>> 
de X), de (ii) le processus ~ in t rodui t  ci-dessus, et de (iii) le processus croissant  
cont inu fl = ( M  c, M c) associ6 ~t la part ie  cont inue M c de M. 

Par  exemple  si X est un processus ~t accroissements  ind6pendants  et stat ion- 
naires, il est bien connu que c'est une semi-mar t ingale  (relat ivement gt sa famille 
naturelle de tribus). Ses caract6rist iques locales sont v(dt, dx)=dtF(dx), ~t=ag, 
et flt=b2t, OU F est la mesure  de L6vy de X, a est la d6rive et b est le coefficient de 
la pat t ie  brownienne.  

La not ion  de caract6rist iques locales, pour  une classe de processus plus 
restrictive que les semi-mart ingales ,  a 6t6 in t rodui te  par  Grigelionis [93. La 
pr6sentat ion de cette not ion est faite au pa rag raphe  2. 

2. Nous  nous int6ressons pr inc ipa lement  au probl~me suivant:  supposons  
que P e t  P '  soient deux probabil i t6s sur (~2, ,~) pour  lesquelles X est une semi- 
mart ingale,  de caract6rist iques locales respectives cg et cg,; peut -on  t rouver  des 
condi t ions sur cg et cg, pour  qu 'on  ait P~P',  ou P'~P, ou P'~P? 
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Lorsque X est ~ trajectoires continues, ce probl6me a 6t6 6tudi6 en d6tails, 
et nous ne ferons ici que retrouver des r6sultats connus. Citons notamment 
Ershov [,6], Kailath [,12], Kailath et Zakai [13], Liptzer et Shyriaev [16], Orey 
[-22] et Kunita [,15]. Pour une bibliographie descriptive, nous renvoyons ~t Orey 
[23], M~min [18], ou Liptzer et Shyriaev [17]. 

Lorsque X est un processus non continu, les r6sultats ant6rieurs sont beaucoup 
plus parcellaires. Citons, en ce qui concerne les processus ponctuels et les 
(<processus de sauts pur>>, par exemple Br6maud [1], Kailath et Segall [14], 
Orey [-23] et Jacod [,10]. Enfin Skorokhod [24-] a donn6 des conditions pour 
que P ~ P '  lorsque X est int6grale stochastique d'un processus ~ accroissements 
ind6pendants, tandis que Grigelionis [7 - 9] a 6tudi6 certains aspects du probl6me 
ci-dessus dans le cadre des processus <docalement ind6finiment divisibles>> (cf. 
paragraphe 2). 

Signalons enfin que ce probl6me d6bouche sur un certain nombre d'ap- 
plications en th6orie du filtrage non lin6aire: voir Kailath [12], Grigelionis 
[-9], ou Liptzer et Shyriaev [17]. 

3. La premi6re 6tape, fondamentale, consiste ~ prouver que si X est une 
semi-martingale pour P de caract6ristiques locales cg = (v, ~, fl) et si P ' ~  P, alors 
X est aussi une P'-semi-martingale dont les P'-caract6ristiques locales cg, peuvent 
se mettre sous la forme 

v ' ~ - Y . v  

t t 

0 o (Ixl__<l} 

fl '=fl, 

off zes t  un processus pr6visible, et off Y est une fonction positive << pr6visible >> 
sur f2 • [,0, ~ [ •  (R-{0}).  Ce r6sultat fait l'objet du paragraphe 3. 

4. U est alors naturel de reformuler le probl6me initial ainsi: on suppose 
que X est un processus continu ~ droite, limit6 ~ gauche, adapt6 ~ (~);  soient Q 
une probabilit6 sur (•, ~0) et cs ~, fl) un triplet constitu6 d'une mesure 
al6atoire << pr6visible >> v, d'un processus pr6visible,  et d'un processus croissant 
continu adapt6 ft. On dit qu'une probabilit6 P e s t  solution (faible) du problOme 
des martingales (X, qg, Q) si X est une P-semi-martingale de caract6ristiques 
locales cg, et si la restriction de P ~ (~2, ~o) 6gale Q. Soient 6galement Q' une autre 
probabilit6 sur (~2,~-o), z un proeessus pr6visible, Y une fonction positive 
pr6visible sur s • [0, ~ [, • (IR-{0}) et ~g' le triplet d6fini par les formules (.). 
Si P' est solution du probl6me des martingales (X, cg,, Q,), ~ quelles conditions 
sur Y, z, Q et Q' a-t'on P ' ~  P, ou P ~ P', ou P ~ P'? 

Le paragraphe 4 est consacr6 ~t l'6nonc6 des r6sultats obtenus dans cette 
direction, leurs d6monstrations 6tant repouss6es aux paragraphes 5 et 6. On se 
limite au cas off, pour P e t  P', X est une semi-martingale quasi-continue d gauche. 

Enfin darts le cas off P' ~ P, on donne sous certaines conditions une expression 
/dP' [ 

de la dOrivOe de Radon-Nikodym E~7-~ ~t) en fonction de Y, z, Q et Q'. 
/ 

5. Les r6sultats pr6c6dents conduisent ~ se poser un certain hombre de 
probl6mes int6ressants, notamment sur l'unicit6 de la solution du probl6me des 
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martingales (X, cg, Q), et sur les relations entre cette unicit6 et un th6or6me de 
repr6sentation des martingales. Le probl6me de l'unicit6 est abord6 au paragraphe 7, 
tandis que dans le paragraphe 8 on montre que si Pes t  l'unique solution du pro- 
bl6me (X, ~g, Q), toute P-martingale locale nulle ~ l'origine est la somme d'une 
int6grale stochastique par rapport ~t la martingale locale continue Me= (X ~  ~)c, 
et d'une int6grale stochastique par rapport/ t  la mesure al6atoire # ,  v. 

Par contre nous avons pratiquement laiss6 de cot6 le probl6me de l'existence 
d'une solution au probl6me des martingales (X, cg, Q). Un seul r6sultat, du type 
<<th6or6me de Girsanow> (6nonc6 sous deux formes diff6rentes: th6or6mes (3.8) 
et (4.5)), est donn6 dans cette direction. 

6. I1 est 6vident qu'~ des modifications triviales pr6s, nos r6sultats restent 
valides lorsque X est un processus/t valeurs dans IR", dont chaque composante 
est une semi-martingale. 

Ces r6sultats resteraient 6galement valides, avec une formulation 16g~rement 
diff6rente, si X 6tait un << processus de sauts pur >>/t valeurs dans un espace mesurable 
(E, E): dans ce cas X est enti6rement d6termin6 par la mesure al6atoire # sur 
]0, oo[xE,  d6finie par # ( A ) = ~ I  ~x=_,x~lA(s,X~), et les P-caract6ristiques 

(s) 
locales de X sont constitu6es de la seule projection pr6visible duale de # (plus 
g6n6ralement, d'ailleurs, on pourrait partir d'une mesure al6atoire # <<fi valeurs 
enti6res>>: cf. [11]). 

Enfin nous avons suppos6, par habitude, que le processus X 6tait d6fini sur 
[0, oo[. S'il n'est d6fini que sur un intervalle semi-ouvert born6 [0, d[, il suffit de 
remplacer partout dans le texte l'instant + oo par l'instant d. Si maintenant X 
est d6fini sur un intervalle ferm6 born6 [0, d], il convient de prendre plus de pr6- 
cautions dans l'application de ce qui suit: on d6finit un nouveau processus X' 
sur [0, oo [ par X; = Xt ̂  ~, et on pose 4 ' =  4 ^ d; si (X~)o_<~_<d est une semi-martin- 
gale sur ( ~ , ( 4 ) o ~ d , ~ - , P ) ,  il est clair que X' est une semi-martingale sur 
(~2, (4') ,  ~ ,  P), et les P-caract6ristiques locales de X sont d6finies comme les 
restrictions ~t [0, d] des P-caractdristiques locales de X'. A l'aide de ces quelques 
remarques, la transposition de nos r6sultats au cas ot~ X est d6fini sur [0, d] est 
alors tr6s facile. 

1. Pr~liminaires 

1. Quelques notations. On consid6re un espace mesurable (f2, .~) muni d'une 
famille (4)t=o croissante et continue/t droite de sous-tribus de ~ .  On consid6re 
6galement un processus X ~ valeurs r6elles, d6fini sur f2, adapt6 ~t la famille (4), 
dont les trajectoires sont continues /t droite et pourvues de limites ~t gauche; 
ee processus X est fixO une fois pour routes. 

Sauf mention contraire, le terme <<temps d'arr~t>> se rapporte /t la famille 
(4) ;  de m~me le terme <<processus>> signifie processus/l valeurs dans [ - 0 %  oo], 
adapt6/~ la famille (4).  

Si Set  T sont deux temps d'arr~t, l'intervalle stochastique IS, T] est l'ensemble 
{(co, t): S(co)< t <  T(co), t <  oo}; les intervaUes IS, T[, IS, T] et IS, T[ sont d6finis 
de mani6re analogue. En particulier, [T] = IT, T] s'appelle le graphe de T dans 
f2 x [0, ov[. 
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Si T est un temps d'arrSt et Y un processus, on note yT le processus arrSt6 
en T: YtT= YT^t" Si Y est un processus continu /t droite et limit6/t gauche, on 
note Yt - et A Yt sa limite g gauche et son saut h l'instant t > 0. 

Pour tout espace mesurable (A, sue), on d6signe par sue § l'ensemble des appli- 
cations d-mesurables  de A dans [0, oo]. 

Soit P une probabilit6 quelconque sur ((2, if).  On dit qu'un ensemble B de 
~2x [0, oo[ est P-dvanescent si l'ensemble {co: ~ t,(co, t )eB} est P-n6gligeable. 

Deux processus Yet Z sont P-indiscernables si l'ensemble { Y 4= Z} est P-6vanescent. 

2. Processus et temps d'arr~t pr&isibles. Nous utiliserons souvent le livre de 
Dellacherie [3]. Comme nous ne voulons pas fixer a-priori une probabilit6 sur 
(Q, ~-), il nous faut modifier les notions de processus et de temps d'arrSt pr6visibles. 

DOfinition. (i) Un processus Y est dit prdvisible si l'application (co, t,~Yt(co ) est 
mesurable par rapport ~t la tribu N de f2 x [0, ~ [  engendr6e par les applications 
(CO, t),,'~Zt(co ) qui sont ~-mesurables en co pour tout t, et continues/t gauche en t 
pour tout co. 

(ii) Un temps d'arr~t T e s t  dit prdvisible si le processus Yt= l o - t  } est pr6visible. 

Les faits suivants sont bien connus: la tribu N es t  engendr6e par les intervalles 
stochastiques [0, T], off T d6signe un temps d'arrSt quelconque. Si P e s t  une 
probabilit6 sur (f2, if) ,  un processus est pr6visible au sens de [3], relativement/t 
la famille usuelle des compl6t6es des ~t  par rappor t / t  P, si et seulement s'il est 
P-indiscernable d'un processus pr6visible au sens ci-dessus. On a une assertion 
analogue pour les temps d'arrSt et les temps d'arrSt pr6visibles. Nous laissons au 
lecteur le soin de v6rifier,/t l'aide des assertions ci-dessus, que tous les r6sultats 
de [3] sont appliqu6s ici de maniSre ldgitime. 

3. Processus croissants et martingales. Par processus croissant, on entend un 
processus dont toutes les trajectoires sont croissantes, continues ~t droite, et 
6gales ~t 0 ou/t + oo ~t l'instant 0. Soit A un processus croissant. Pour tout processus 

t 

z > 0  on d6finit sans ambiguit6 le processus croissant z.  A par z .  A t=  ~ zsdA ~ ; 
si z est de signe quelconque, on dOfinit le processus z . A par o 

t 

~z~dAs si I z I . A , < ~  
z . A , =  o (1) 

+ oo sinon 

(la valeur + oo ci-dessus est arbitraire pour les applications que nous avons en 
rue; elle permet simplement d'assurer l'identit6 des deux d6finitions de z. A 
lorsque z > 0). Remarquons que si z et A sont pr6visibles, il en est de mSme de z- A. 

Supposons maintenant fix6e une probabilit6 P sur (~2, ~ ) .  Soit ~ + ( P )  l'en- 
semble des processus croissants A v6rifiant A t < ~ P-ps pour tout t fini. Soit 
~o~+(P) l'ensemble des processus croissants A pour lesquels il existe une suite 
(T,) de temps d'arrSt (appel6e <<suite localisante>>) croissant P-ps vers + oo, et 
%rifiant E(Ar , )<oo pour tout n. On note x g ( P ) = s l + ( P ) - ~ c + ( P )  l'ensemble 
des diff6rences de deux 616ments de sr + (P), et de m6me ~oo(P)--~llo + ( P ) -  ~o + (P). 
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Bien entendu ~oc(P)~-~c(P), mais l'inclusion inverse n'est pas vraie; cependant 
si A ~ d ( P )  est pr6visible, alors A ~ ~oo(P)(Jacod [10]). 

Si A~l~lo+(P), on pose LZo~(A,P)={z pr6visible, z Z ' A ~ l l o c ( P ) } .  Enfin si 
t 

A~d(P) ,  pour tout processus z on 6crit z. At= ~z~dA s chaque fois que cette 
o 

expression a un sens: on 6tend ainsi la d6finition (1). 
On note ~ ( P )  l'ensemble des martingales continues 4 droite et uniformdment 

intdgrables (sous-entendu: par rapport ~t la famille (~t); on identifie toujours 
deux martingales P-indiscernables). On d6signe par Jg~or l'ensemble des 
martingales locales, c'est-Mdire des processus M pour lesquels il existe une suite 
(T,) de temps d'arr~t (suite localisante) croissant Pips vers + 0% et v6rifiant 
MT"EJ/Z(P) pour tout n. Soient 

d//~o+~ (P) = {M 6 ~loc(P), M __> 0}, 

JN~c(P)= {MeJ~loo(P ), il existe une suite localisante (T,) 
pour M telle que sup E[(Mtr") 2] < oo pour tout n} 

(t) 

(martingales localement de carr~ intOgrable). 

A tout M~J//~2oo(P) on associe, d'apr6s Meyer [19], un 616ment pr6visible de 
~o~+(P) et un seul (~t une P-indiscernabilit6 pros), not6 {M,M) ,  et tel tel que 
M2-{M,M)~J//loo(P). Si M et N sont dans Jd~o(P), on pose { M , N ) =  
�88 [{M + N, M + N)  - { M -  N, M -  N)] ,  qui est l'unique 616ment pr6visible de 
Vlo~(P ) tel que M N - < M ,  N>EJgIoc(P ). 

Pour toutes les propri6t6s des martingales et des int6grales stochastiques par 
rapport aux martingales, nous renvoyons/t  Dol6ans-Dade et Meyer [5]. Sur le 
plan des notations, on 6crira z - M  pour l'int4grale stochastique (lorsqu'elle 
existe) du processus pr6visible z par rapport ~t MeJ//lor ). Rappelons simplement 
que si M~d//12oo(P) et si z~L~o~((M,M ), P), alors (z .  M , N ) = z .  ( M , N )  pour 
tout N e J d ,  s(P). Rappelons 6galement qu'/t tout M~JC/lo~(P ) on associe sa partie 
continue M~: c'est un 616ment de M/loc(P ) (et marne de ~lz~(P)) ~t trajectoires con- 
tinues, tel que M; =0 et que M -  M ~ soit une <<somme compens6e de sauts>>. 

Toujours d'apr6s [5], une semi-martingale (relativement/~ P) est un processus 
pouvant se mettre sous la forme X = X  o + M + A ,  off MeJgloo(P ) off AEs~c(P) et 
off X o est ~@o-mesurable. Enfin on a le  r6sultat fondamental suivant: 

(1.1) Th~or~me (Dellacherie [3]). Soit As~!/~Io~(P). Il existe un dldment prdvisible 
A ' ~ o r  ) et un seul (gt une P-indiscernabilitd prds) tel que A - A '  ~J~o~(P). 

Le processus A' s'appelle la projection prOvisibIe duale de A (pour P). Ce 
r6sultat est 6nonc6 dans [3] lorsque A est un processus croissant int6grable 
(i.e.: tel que E(A 0o)< o~), mais son extension aux 616merits de ~/~oo(P) est imm6diate. 

4. Mesures alOatoires. Dans toute la suite, (E, ~) d6signe l'espace IR-{0} muni 
de ses bor61iens. On munit l'espace f)=g2x [0, ~ [ x E  des tribus ~ = ~ |  
et ~ = ~ |  oo[)| 

DOfinition. Une mesure alkatoire est une mesure de transition positive de (f2, ~ )  
dans l'espace ]0, oo [ x E muni de ses bor61iens. 
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S i p  est une mesure alhatoire et si Y ~ + ,  on dhfinit une nouvelle mesure 
al6atoire Y. p e t  un processus croissant Y , p  par 

g .  p(co; dr, dx)= g(o~, t, x) p(co; dt, dx), 
t 

Y *pt(co)= ~ ~p(co; ds, dx) Y(co, s, x). 
O E  

Nous allons maintenant &endre la d6finition du processus Y ,  p ~t toute fonction 
r Y, de signe quelconque. Posons 

J(p)= {((o, t): p(co; {t} x E)>0}, 

A,= I Ylsc(o)l �9 p ,+  ~ ls(a)(s) I ~ Y(s, x) p({s}, dx)l, 
s < t  E 

avec la convention A t = + ~:~ si l'une des int6grales du second membre n'est pas 
d6finie. Soit alors 

I i ~ Y(s, x) lso(p)(s ) p(ds, dx)+ ~ ls(o)(s ) ~ Y(s, x) p({s}, dx) si At< 
Y*pt  = 1o E . ~-<t e (2) 

t + oo - slnon. 

L~ encore la valeur + ~ ci-dessus est arbitraire, elle permet d'assurer l'identit6 
des deux d6finitions de Y ,  p lorsque Y > 0. Remarquons cependant que, contraire- 
ment ~t ce qui se passe pour les processus z. A d6finis par (1), on peut avoir 
IY ,p t l< oe et IYI * pt = + oe (lorsque J(p)#fJ). 

On dit que la mesure algatoire pes t  prdvisible si Y ,  p e s t  un processus pr6- 
visible pour tout Y e ~ + ;  dans ce cas, Y , p  sera pr6visible pour toute fonction 
~-mesurable Y, de signe quelconque. 

Soit maintenant P une probabilit6 sur (fJ, ~-). A toute mesure al6atoire p 
on associe une mesure positive Meo sur (~, ~)  par la formule M ~ ( Y ) = E ( Y ,  Poo), 
off Y s ~ + .  On a alors: 

(1.2) Th6or~me (Jacod [10]). Soit p une mesure alOatoire telle que la restriction 
de M" o d ((2, ~fi) soit a-finie. II existe une mesure aldatoire prdvisible p' et une seule 
( d u n  ensemble P-ndgligeable prds) telle que les restrictions de MPo et de M~, 
((2, ~) coincident. 

La mesure p' s'appelle la projection pr~visible duale de p; elle est caract6ris6e 
par le fait que, pour tout Y e ~ +  tel que Moe(Y)< 0% le processus croissant Y ,  p' 
est la projection pr6visible duale du processus croissant Y ,  p. 

Plaqons nous toujours sous l'hypoth6se du th6or6me (1.2). Soit ~{'(p,P) 
l'ensemble des fonctions ~-mesurables Y telles que la restriction de la mesure 
[YI" Mo" A (~, ~)  soit a-finie. Si Y e2f(p ,  P), on peut d6finir l'espdrance condition- 
helle M~(YI~),  comme une version ~-mesurable quelconque de la d6riv6e de 
Radon-Nikodym de la restriction de Y. M~/~ (~), r par rapport ~t la restriction 
de Mo P/t (Q, ~). 

5. La mesure aldatoire associde aux sauts de X. La formule 

#(co; dt, dx)= ~ l(Ax~(o),O}e(s ' ax~((o))(dt, dx), (3) 
(s) 
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off ea d6signe la mesure de Dirac en a, d6finit une mesure al6atoire #. On a montr6 
dans [11] que 

(1.3) Proposition. Soit P une probabiliti sur (f2, ~ ) .  

(a) La restriction de M e ~ ((2, ~ )  est a-finie. 

(b) Pour tout M ~ J~loc(P), on a A M  6 OU (#, P) (par abus d'dcriture, AM dOsigne 
la fonction (co, t, x),~* AMt(co)). 

Fixons maintenant une probabilit6 P, et d6signons par v u n e  version de la 
projection pr6visible duale de # pour P. Nous avons 6galement montr6 dans [11] 
que 

(1.4) Proposition. (a) Pour qu'un temps d'arr~t T tel que AXT:4=O P-ps sur 
{ T <  oo} soit totalement inaccessible relativement d P, ilfaut et il suffit que IT]  ~ J(v) 
soit P-ivanescent. 

(b) Pour que X soit quasi-continu d gauche relativement ~ P, il faut et il suffit 
que J(v) soit P-dvanescent. 

(c) L'ensemble {(co, t): v(co; {t} x E)> 1} est P-Ovanescent. 

En ce qui concerne l'intdgrale stochastique par rapport d # -  v, nous renvoyons 
Jacod [11]. Nous nous contentons d'6noncer ici les r6sultats qui nous seront 

utiles. 
Pour toute fonction U, on d6finit les processus croissants: 

= I U bo(v>l * vt + E #({s}, dx) U(s, ((s}, U(s, 
s<=t E E 

Bt(U) = U 21jo(v) �9 v t + Z 1s(~)(s)I ~v ({s}, dx) U2(s, x ) -  [~ v ({s}, dx) U(s, x)]2[ 
s<t  E E 

avec la convention /~(U)= +oe (resp. B~(U)= + oe) si l'une des int6grales ci- 
dessus n'est d6finie, ou si l'on arrive/t une expression de la forme oe - oe. Soient 
alors 

f#~oc (#, P) = { U: fonction ~-mesurable,/~(U) e ~o~ (P) }, 

f#~o~(#, P )=  {U" fonction ~-mesurable, B(U)S~lo~(P)}, 

(~io~(#, P )=  { U =  U ,+  U2, U, e~or P), U2 eN~or P)}. 

Pour tout UeNlo~(#, P) on peut alors d~finir un dldment U * ( p - v )  de d/Zloo(P), 
qui poss~de les propri6t6s suivantes: 

(i) Si VeNdor(#, P), on a V �9 (#-v)eJtloo(P)ng/[lor 
(ii) Si VeN2o~(#, P), on a V �9 (#-v)e///t2r 

(iii) On a [U * ( # - v ) ] ~ = 0  et 

A [U �9 ( # -  v)]~ = U(s, X~)l{~x~ , o ) -  ~ v({s}, dx)U(s, x) (4) 
E 

(iv) Si les processus U . #  et U . v  sont dans ~r on a U . ( p - v ) =  
U * # - U * v .  

Lorsque X est quasi-continu ~t gauche, nous aurons 6galement besoin des 
r6sultats suivants, montr6s dans [11]: 
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(1.5) Th6or6me. Supposons X quasi-continu d gauche. Soient MffJ[loc(P ) et U 
une version de MPu(AMI~). Alors U6~loc(#,P); si de plus Meu({AM+U})=O, 
la martingale locale M - U .  (#-v)  n'a aucun saut commun avec X. Inversement 
si USNlo~(#,P ) et si M =  U * (#-v),  on a U---M~(AM[~).  

(1.6) Proposition. Supposons X quasi-continu it gauche. Pour que U ~Nlo~( #, P), 
il faut et il suffit que U soit ~-mesurable, et que le processus [[U[ l~lvl>~+ 
UZl~lvl_<1}] �9 v soit dans ~o+(P). 

2. Caract6ristiques locales d'une semi-martingale 

On associe ~t X les processus suivants: 

xt=Xo+ EAx l l x+l x~ 
s~t 

Chaque trajectoire de X j est ~t variations born4es sur tout intervalle fini. 
, Soit maintenant P une probabilit6 sur (f2, ~ )  pour laquelle X est une semi- 

martingale. 

(2.1) Proposition. II existe une ddcomposition X ~  off N~Jdloc(P) et 

DOmonstration. Par hypoth6se X s'hcrit X = N + B ,  oh N6Jd~oc(P ) et B~sd(P). 
I1 suffit alors de montrer que A = B - X  1 est dans ~r 

t 

Soient (R,) une suite localisante pour N, S ,=inf ( t :  ~ IdA~h >= n) et T , = R ,  A S,. 
0 

Comme T, tend P-ps vers + o% il suffit donc de montrer que E IdA~[ < oe 
pour tout n. Or par d6finition de X ~, 

~IABT, I<IANTR2I+I si [AXT,[_< 1 

]AAr"J= [.IANrR2[ sinon, 
/ \ T n  

et AN~" est int6grable. Donc E{!ldAs[)<=n+E(lAArnl)es t  fini. 

Suivant Grigelionis [-9], on pose alors la 

Ddfinition. On appelle P-caract&istiques locales de X un triplet cg=(v, e, fl) 
constitu6 de: 

(i) une version v de la projection pr6visible duale de #, 
(ii) une version e de la projection pr6visible duale de A, 

(iii) une version du processus croissant pr6visible fl = ( N  ~ Nc). 
L'existence de v (resp. c~) est assur6e par la proposition (1.3) (resp. le th6or6me 

(1.1)); on sait que fl est P-ps ~ trajectoires continues, puisque N ~ est continue. 
Le caract6re intrins6que du triplet cg est assur6 par la 

(2.2) Proposition. (a) Les P-caractdristiques locales sont d~finies de mani&e 
unique, dt un ensemble P-n~gligeable pros, ind@endamment de la ddcomposition 
X~  = N  + A, off N~Jglo~(P) et A ~ o ~ ( P  ). 

(b) Si X est quasi-continu ~ gauche, ~ est P-ps d trajectoires continues. 
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Ddmonstration. (a) L'unicit6 de v d6coule du th6or6me (1.2). S0ient N+A et 
N'+ A' deux d6compositions satisfaisant les conditions de l'6nonc6, et e (resp. c() 
la projection pr6visible duale de A (resp. A'). On a ) ? = A - c ~ J g l o c ( P  ) et 
~-' = A' - ~'~ J#loc (P). Mais alors c~ - ~' -- N' - N + N' - N ~ ~'loc (P), ce qui implique 
la P-indiscernabilit6 de c~ et de c(, d'apr6s le th6or6me (1.1). On en d6duit 6ga- 
lement que N ' - N = N - N ' ;  o r / q  et N' sont des sommes compens6es de sauts, 
donc N'C=N c, d'ofi l'unicit6 de ft. 

(b) Soient M=X~ et (T,) une suite localisante de temps d'arr~t 
pour M. Soit T u n  temps d'arr~t pr6visible; d'apr6s [5], on a E(A Mrr" ]~r_ )=0 ;  
mais si X est quasi-continu /t gauche, on a aussi A X e = 0  et comme Ac~ r est 
.~r -mesurable, il vient 

A~fn=E(A~r"l~r_)= -E(AMr~I~r_)=O P-ps 

sur { T <  oo}. On en d6duit que Ac~r=0 P-ps sur { T<  oo}, pour tout temps d'arrat 
pr6visible T. Le th6or6me de section appliqu6/t  l'ensemble pr6visible {A e~0}  
entraine alors le r6sultat (Dellacherie [3]). 

Remarques. 1. Le r~sultat ci-dessus conduit/~ une reprOsentation canonique de X: 

X=XI  + M +~, (5) 

off Me/fflo~(P ). Remarquons qu'on a ~=(MC, M~). Cette d6composition 
canonique sera continuellement utilis6e dans la suite. Nous pr6cisons quelques 
propri6t6s de M dans la proposition (2.3). 

2. Soit U(co, t, x)=x l(ixl~l }. On pourrait montrer  que U eN1o~(#, P) et que 
X = X I +  Me+ U .  (#-v)+c~, rafinant ainsi la  d6composition (5). Ce r6sultat ne 
sera pas utilis6 plus loin. 

3. La seconde caract6ristique locale e ddpend essentiellement de la d6finition 
de X ~. Si on avait pos6 X ~ = X o +  Y, AXsl~l~x~l>, ~ avec a ~ l ,  a>0 ,  on aurait 

s<--_t. 

trouv6 un autre processus cr Par contre v e t / ?  seraient rest6s inchang6s. 

Commentaires. Grigelionis d6finit dans [9] les caract6ristiques locales pour une 
classe beaucoup plus restreinte de processus, ceux pour lesquels le triplet cg 
v6rifie en outre: 

ve s t  de la forme v(co; dt, dx)=dtII(co, t; dx), 

onaE[i!(xZA1)v(ds ,  dx)]<o% 

cr est de la forme ~=~a~ds, avec E a~ds <o% 
0 
t 

/~ est de la forme ~=~b~ds, avec E(/~)< oo. 
0 

Ces processus sont appel6s Iocalement inddfiniment divisibles. Bien que couvrant 
sans doute la majeure partie des applications, cette classe est trop restreinte pour 
ce qui nous concerne, puisqu'elle ne se conserve pas lors d'un changement 
absolument continu de probabilit6. 

Exemples. Les exemples les plus typiques sont constitu6s des processus /t 
accroissements ind6pendants et des processus de diffusion; ces exemples sont 
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trait6s en d6tails plus loin. Citons ici simplement le cas des processus d'Ito (dans 
la terminologie de Liptzer et Shyriaev [17]), qui sont les processus X se mettant 
sous la forme 

t 

Xt = S asds + i bsdBs, 
0 0 

off a e t  b sont des processus adapt6s convenables, et B u n  mouvement brownien. 
t 

X est alors une semi-martingale de caract6ristiques locales v=0,  a,=~a~ds 
t 0 

et fit--- S bZ~ ds. 
0 

Terminons ce paragraphe par deux r6sultats tr6s simples, de nature technique. 

(2.3) Proposition. S o i t  M = X ~ - a .  

(a) On a A M = A X  ~ sur JC(v), en dehors d'un ensemble P-dvanescent. 
(b) On a M6d/f~oc(P ), et [AMI=<2 en dehors d'un ensemble P-dvanescent. 

Ddmonstration. (a) Soit (T,) une suite localisante de temps d'arr~t pour M, Si Test 
un temps d'arr~t pr6visible, on a (cf. proposition (2.2)): 

AaT"= E(AX~ T,-- A MT"I ~T-)= E(A X~ T,I ~T-)" (6) 

Soit alors Tun temps d'arr~t tel que [ T ] c  JC(v). Si Test totalement inaccessible 
pour P, on a A a T = 0 P-ps sur { T < or} (puisque a est pr6visible), donc A M T = A X ~ 
P-ps sur {T< oe}. Si Test  pr6visible, on a AX~ P-ps sur {T< oe} d'apr6s la 
proposition (1.4) (a); la formule (6) entraine alors que AaT=O, donc AMT=O 
P-ps sur {T< oe}. Finalement on en d6duit que pour tout temps d'arr~t T tel 
que IT] cJ~(v), on a AX~ P-ps sur {T< oe}. Le th6or6me de section des 
ensembles bien-mesurables [3] prouve alors que J~(v)c~{AX~ est 
P-6vanescent. 

(b) La premi+re assertion d~coule imm6diatement de la seconde. Comme 
I A X ~ [ < 1 on d6duit de (6) que I A a I = 1 saul sur un ensemble P-6vanescent 
(th6or~me de section des ensembles pr6visibles), d'ofl le r6sultat puisque 
[AMI<IAX~ 

(2.4) Proposition. Soit T u n  temps d'arr6t. Alors X Tes t  une semi-martingale 
pour P, admettant pour P-caraetdristiques locales le triplet ~ r =  (11o ' r7 • e" v,er, fiT)�9 

DOmonstration. Avec une d6finition 6vidente pour (XT) t, on d6duit de (5) que 
x T = ( x r )  1 + M r + a  r. Comme (xT)ls~C(P), MTejC{1oc(P) et aTS~o~(P), on voit 
que X Tes t  une semi-martingale. Comme a Tes t  pr6visible, on en d6duit que 
c'est la seconde caract6ristique locale de X T. Comme (MT)~ =(Me) T, la troisi6me 
caract6ristique locale de X Test  ((Mr) ~, (Mr) ~) =/3 T. Enfin la mesure al6atoire 
associ6e ~ X r par (3) est 11o, r1• #. Comme ]0, T ] x E s ~ ,  sa projection 
pr6visible duale est clairement 11o ' r~ • E" v. 

3. Transformation d'une semi-martingale lots d'un changement de loi 

On fixe dans ce paragraphe une probabilit6 P sur (fL ~') pour laquelle X est 
une semi-martingale, ainsi qu'une version ~=(v ,  a,/~) des P-earact6ristiques 
locales de X, et on pose M = X ~  a. 
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On va montrer le r6sultat fondamental suivant: si P' est une probabilit6 sur 
(~2, ~ )  absolument continue par rapport fi P (on 6crit P ' ~ P ;  on 6crira P ' ~ P  
lorsqu'fi la lois P ' ~  P e t  P ~ P'), X est encore une semi-martingale pour P'. On 
exprime alors les P'-caract6ristiques locales de X en fonction de la d&iv& de 
Radon-Nikodym dP'/dP, et on donne une g6n6ralisation du th6or6me de 
Girsanov. 

Commengons par des pr61iminaires. 

(3.1) Proposition. Soit Z~J/d~(P). II existe Ye~  + et un processus pr~visible z 
tels que 

Mv(AZI~)=Z  ( Y - l )  (7) 

( Z  c, M r ) = (Z_z). ft. (S) 

Remarques. l. Bien entendu, les assertions ci-dessus restent valides,/~ l'exception 
de la positivit6 de Y, lorsque ZsJC/loc(P). 

2. D'apr6s Meyer [20], l'6quation (8) implique que Z zsLZoc(fl, P); de 
marne l'6quation (7) a un sens d'aPr6s la proposition (1.3)(b), et d'apr6s [11] elle 
implique que la fonction 

Z,_ !v ({ t } ,dx)[Y( t , x ) - l ]  W(t, x )=Z t_ [Y(t, x ) -  1] + l{~({t~ • E)<~ ~ 1 -v({t} x E) 

soit dans fr P). Nous n'utiliserons pas ce r6sultat ici. 

D~monstration. Soit R=inf ( t :  Zt=0);  on sait que (voir .par exemple Dol6ans- 
Dade [4]), en dehors d'un ensemble P-n6gligeable, Z t et Z t_ sont strictement 
positifs si t<R, et nuls si t>R. Donc A Z=O sur {Z_=0},  /t un ensemble 
P-6vanescent pr6s; d'autre part Z e J/glo+~(P) entraine A Z > - Z _ .  Comme Z e s t  
pr6visible, il existe une version U = M~(A Z I~) qui v&ifie identiquement U > - Z_ 

U 
et U = 0  sur {Z_ =0}. Mais alors Y= 1 +~2-  l~z_ >ol v6rifie les conditions requi- 
ses.  

De m~me d'apr6s Meyer [20] il existe ' 2 z SLloo(fl, P) tel que (Z~,M~)=z' .ft. 
Comme Z = Z  R, on a Z~ = (Z0 R et (Z  ~, M ~) = (Z  ~, Me) R. On peut donc choisir z' 

Z ~ 
nul sur JR, oo[. Si on pose z = ~ _  l~z - >o~, z e s t  pr6visible et v6rifie (8), car fi 

est P-ps/l trajectoires continues. 

(3.2) Lemme. Soient Zedgl+~(P), U(co, t, x)=xl{l~l<l~ et Y ~ +  vOrifiant (7). 
(a) Le processus Bt= ~, AZ~AM~ est dans ~i/~lo~(P ). 

s<=t 

(b) Le processus B '=[UZ ( Y - 1 ) ] ,  ves t  une version de la projection prd- 
visible duale de B, et il appartient donc gt ~Kllo~(P). 

D~monstration. (a) D'apr6s [5], Z se d6compose en Z = Z ' + Z " ,  off ' 2 Z ~ o c ( P )  
et Z"eJ~oo(P)C~Vlo~(P ). D'apr6s la proposition (2.3), on a alors 

i [dB~l <= ~ IAZ'~AM~I +2 ~ IAZ;'I. 
0 s<=t s<-t 

Comme M~j~2~(P), le processus croissant de droite est clairement dans (o+(P). 
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(b) On va calculer successivement les projections pr6visibles duales des 
processus Be= 1jo(~). B et Bd= 1j(v). B. Pour simplifier les notations, on pose 
V=UZ(Y-1) .  Soit ~=~v({t},dx) V(t,x) lorsque cette int6grale existe, et 

= + oo sinon. E 

Soit T u n  temps d'arrat tel que E I dB s[ < oo. D'apr~s (7) et la proposition 
(2.3), on a 

P E(I V 1jc(v)l * YT)= My (lsc(v)~ [0, ralV l) 

= Mue(1jo(~)~to, T~IUI IZ_(Y- 1)1 

< M.e(lso(~)~to, TalV[ iAZI) 
T 

=E(~ ,  1jo,v)(s)IAX~ ]AZ~I)=E(! 1jq~)(s)ldBs[ ) <oo 
s<T 

(rappelons que, v &ant pr6visible, on a J(v)~#). Cela prouve que 

[ V l s ~ J  * v E ~o+(P). 

Le m~me calcul, effectu6 en enlevant les valeurs absolues, conduit ~t 

E[(Vls~(,)) * V T  ] = E(ls~(, ) �9 BT), 
ce qui prouve que V ls~(v) * vest une version de la projection pr6visible duale de B ~. 

D'autre part les coupes de J(v) sont d6nombrables P-ps (puisque Mf  est 
o--finie). It existe donc d'apr6s Dellacherie [3] une suite (R.) de temps d'arrat de 
graphes disjoints, pr6visibles, tels que J(v) soit P-indiscernable de ~ JR,]. Soit Tun  

/ x T 

temps d'arr~t tel que E(~ldBs[)<oo et que Z 'eJ /g(P) ( i l  existe une suite de tels 

temps d'arr6t croissant P-ps vers + oo), Soit A e ~R.-  ; comme E(AZ~. ]~R.-)= 0 
et comme A c~ {R. < T} et AeR. sont ~R.--mesurables, il vient: 

E(1An{R.<_ T} ABR.)= E[1An{R. <= T} AZR.  (AXO.--  AO~R.)] 

= E(1A~R. <= T} AZR. AX~ 
= MuP(1A ltR.I ~ to, rl AZU) 
= Mf(1A l t . . j  ~ to, ~] V ) =  e ( 1 a  ~ ~.._< ~ ~..). 

Par suite on a 

VR=E(ABa.[~R_) P-ps sur {R,< T}. 

Comme {V#O} cJ(v) ,  on dOduit de ce qui prOcOde que 

E ( ~  IV~I)<E (ildB~[) < oo 
s<_T 0 

Donc le processus ~ ~ est une version de la projection pr6visible duale de B d. 
s<t 

Enfin d'apr6s (2), o n a  V1j(~), v,= ~ V~ d~s que ~ ] ~ l < ~ ,  et on en d6dnit le 
r6sultat, s_-<t ~=<t 
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/dP' ] ~ \  
(3.3) Th6or~me. Soient P ' ~ P ,  Z une version de la martingale E I ~  ~t ) ,  
et U(co, t, x)-=xlllxl<=a }. 

(a) X est une semi-martingale pour P'. 

(b) Si X est quasi-continu ~ gauche pour P, X est aussi quasi-continu d gauche 
pour P'. 

(c) Si Y s ~ +  et si Ie processus prOvisible z vSrifient (7) et (8), les formules 

v ' = Y . v  

~ ' = e + z .  fl+ [ U ( Y -  1)3 �9 v (9) 

y=fl 

dgfinissent une version des P'-caractdristiques locales de X. 

(d) Si les formules (9), oit Y e ~  + et oit z e s t  un processus prOvisiblr ddfinissent 
une version des P'-caractOristiques locales de X, alors Yet  z vdrifient (7) et (8). 

Faisons une premi6re remarque, importante: si on n'a pas P ' u P ,  il existe 
6galement des versions des P'-caract6ristiques locales de X qui ne sont pas de la 
forme (9). 

Soient R ,= in f ( t :  Z t < l / n  ) et R=inf ( t :  Z t = 0  ). On a R=lim'FR,, P-ps, et 
In) 

P'(R < oo) = E(I(R < ~ ZR) = 0. (10) 

Cela est coh6rent avec les faits suivants: d'une part ~' n'est d6fini de mani6re 
unique qu'~t une P'-indiscernabilit6 pr6s; d'autre part les processus z.f l  et 
[ U ( Y -  1)] * v sont dOfinis de mani6re non triviale par (1) et (2) sur l'intervalle 
[0, R E, puisque sur cet intervalle on a 

z - f l = ~ . [ ( Z _ z ) . f i ]  et [ U ( Y - I ) ] * v = f f - - j . B ' .  

Avant d'aborder la d6monstration, partiellement inspir6e par un travail de 
Van-Schuppen et Wong [26], de ce th6or6me, nous donnons sans d6monstration 
quelques lemmes classiques. Pour simplifier l'6criture, on 6crira N ~ N '  lorsque 
N -  N 'z  Jg, or 

(3.4) Lemme. Pour que NEJdlor il faut et iI suffit que (NZ)R"~Jdlor 
pour tout n (voir par exemple [-26]). 

(3.5) Lemme. Soient NS~'lo0(P), N'sdllor vdrifiant N 6 = 0  et A~C/11oo(P)," 
alors 

NtN; = N . N; + N'_. Nt + <N ~, U'r + ~ AN~AN'~ ,,, <N ~, N'C>t + ~ AN~AN~ 
s<-<_t s<_t 

N A = A _  . N + N . A ~ N . A  

(application de la formule d'Ito: voir [5]). 

(3.6) Lemme. Si A est un processus croissant adaptg (resp. prdvisible), on a 
E ' ( A J  = E(Z . A~) (resp. E'(Aoo)= E(Z_ . A J )  [3]. 
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DOmonstration du th~orOme (3.3). (a) D'aprhs la proposition (3.1) on peut choisir 
Y ~ +  et un processus pr6visible z v6rifiant (7) et (8). On d6finit ~' par (9), et 
B et B' comme darts le lemme (3.2); on pose D = [ U ( Y -  1)] �9 v. I1 est clair que 

1 B' D =~- - .  sur U [0, R,];  comme B'~ d ( P )  et d'apr6s (10), on a O ~ d (P'); de m6me 
- (n) 

Z .  f l~d (P ' )  puisque Z_z~L]oc(fl, P) d'apr6s (8). Par suite ~ '~d (P ' )  et comme ~' 
est pr6visible, on a ~ '~oc(P ' ) .  

Appliquons le lemme (3.5): 

(MZ) R" ~ ( M c, Zc) a" + B R" = (Z _ z) . fla. + BR., 

[(z. /~) z ] " . ~ ( Z z ) .  U o = ( Z _ z )  . 13"~ 

(DZ) R" ~ Z . D R". 

Comme D est pr6visible, on v6rifie facilement (& l'aide du lemme (3.6) par exemple) 
que Z �9 D R" est une version de la projection pr6visible duale de Z .  D a" (pour P). 
Mais Z _ . O a " = B ' R " ~ B  a" d'apr6s le lemme (3.2), donc [(X~176 
D'apr6s le lemme (3.4) on a M'=X~ Comme X = X I + M ' + ~  ' 
et comme X 1 ~d(P ' ) ,  on voit que X est une semi-martingale pour P'. 

(c) D'apr6s ce qui pr6c6de, ~' est une version de la seconde P'-caract6ristique 
locale de X. Soit V ~ + ;  appliquons successivement le lemme (3.6) ~ V./~ et h 
(VY) �9 v, et (7): 

M~" (V) = MPu (ZV) = MP(Z_ YV) = M~ (Z_ YV) = M~' (YV) = M~'. ,(V), 

et par suite Y. v est une version de la projection pr6visible duale de # pour P'. 
Par ailleurs le raisonnement de (a) prouve que si M d--- M - M  ~, les processus 

M ' ~ = M ~ - z  �9 fi et M ' d = M ~ - D  sont dans Jglo~(P'). Mais M 'c est h trajectoires 
continues, alors que D ~ o ~ ( P '  ) et que M d est limite en probabilit6 pour P, donc 
pour P', d'une suite d'616ments de d (P ) ,  donc de ~r On en d6duit que M '~ 
est la pattie continue et M 'd la somme compens6e des sauts de M', pour la pro- 
babilit6 P'. Appliquons alors le lemme (3.5): 

(M~)2= fl + 2M~ . M ~, 

[((Me)2 _fl) Z]R, ~ 2 ( M  ~ ' M ~, Z ~ > R , = 2 ( M ~ Z z ) .  fiR,, 

(z .  U o) z ~- = ( z  _ z)./~R~ + ( z . / ~ ~  �9 z ~o , 

[(z. fiR,) M~Z]R, ~ (MCZ_z ) .  fiR.+ < M ~, [(z. fiR.). Z]~>R. 

= (M~Z _ z). fiR. + [Z_ z(z .  fla.)], fiR,, 

(Z. fla.)2 = 2[Z(Z- fla,)], fla., 

( z . / ~ . ) 2  Z~~ ~ 2 [ Z  z ( z . / ~ ~  

En rassemblant ces r6sultats, on arrive h 

[((M'C) 2 - fl) Z]""  ~ 0, 

ce qui prouve que (M'~)2-fieJ/gloo(P'). Doric fl est une version de la troisi6me 
P'-caract6ristique locale de X. 
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(b) C'est un corollaire imm6diat de (c) et de la proposition (1.4) (b), puisque 
J (Y .v )cJ (v ) .  

(d) Si V ~ )  +, le m~me calcul que ci-dessus prouve que M P ( V Z ) = M ~ ( V Z  Y). 
Donc MPu(ZI)) = Z_ Y, et Y v6rifie (7). Soit maintenant z' un processus pr6visible 
v6rifiant (8). D'apr6s (c), les processus z. fl et z'. fl sont P'-indiscernables. Mais 
pour tout t, les restrictions des probabilit6s P e t  P' /t ~ sont 6quivalentes sur 
l'ensemble {t<R}. Par suite les processus Z .(z.fl) et Z .(z'.fl) sont P- in- 
discernables, et z v6rifie (8). 

Passons maintenant/t la g6n6ralisation du th6or6me de Girsanov. Commen~ons 
par compl6ter la proposition (3.1): 

(3.7) Proposition, Soient ZeJgl+c(P) et Y ~ +  v~rifiant (7) En dehors d'un 
ensemble P-ndgIigeable, on a Zt_ S v({t}, dx)[Y( t ,  x ) - l ]  =0  pour tout t tel que 
v({t} • E)= 1. E 

D~monstration. Soit (Tn) une suite localisante pour Z. Soit Tun temps d'arr~t 
pr~visible, tel que v({T} • E)= 1 P-ps sur {T< oo}. D'apr~s (7) on a, si Ae~T_ : 

0 = E(1A ~ ~T-< T,} AZT) = MPv(1A I [T]  r~ [0, T.] AZ)  

= MP[ l a lET1~O.T,1Z_ (Y - 1)] 

= E[1A ~{r<__ T.}ZT- Y v({T], dx) (Y(T, x ) -  1)]. 
E 

On en d6duit que ZT_ yv({T}, dx)(Y(T, x ) - 1 ) = 0  P-ps sur {T__< T,} pour tout n. 
E 

Le r4sultat d6coule alors du thhor4me de section appliqu6/t l'ensemble pr4visible 
{v({. } x E) = 1, Z_ ~v ({. }, dx) (Y( . ,  x) - 1) 4: 0} (Dellacherie [3]). 

E 

(3.8) Th6or6me. Soient Y e ) + ,  zeL]o~(fl, P) et q e~o + avec E(q)= 1. On suppose 
que: 

(i) En dehors d'un ensemble P-n~gligeable, yv({s}, dx)Y(s, x)= 1 pour tout s 
tel que v ({s} x E) = 1. E 

(ii) La fonction W dOfinie ci-dessous est dans ~loc(#, P): 

1 
W(s, x)= Y(s, x ) -  1 + 1{,({~} • E):~I} 1 -v({s} x E) ! v({s}, dx)(Y(s, x ) -  1). 

On pose N = z . M ~ + W* ( # -  v), et 

Z t=q eN~-~:~  17 [(1 + AN~)e-~N~]. (11) 
s=<t 

Si E(Z~) = 1, X admet le triplet cg, = (v', ~', fl') dOfini par (9) pour P'-caractOristiques 
locales, pour la probabilit~ P'=-Z~.  P. 

Ce th6orame g6naralise le thOor~me de Girsanov relatif au cas off X est un 
mouvement brownien pour P (on a alors v = ~ = 0 ,  fit=t). On reconnaitra en 
particulier la <<condition de Girsanow> E(Z~)= 1. 

On pourrait substantiellement affaiblir les conditions sur Ye t  z, tout en 
conservant le r6sultat (comparer par exemple la condition (i), et la proposition 
(3.7)). Nous ne tenterons pas de le faire dans le cas ganaral, mais par contre nous 
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ferons dans les paragraphes suivants une 6tude syst~matique du cas off X est 
quasi-continu ~t gauche. 

D~monstration. Par construction N ~ Jd~oo(P), et N ~ = z. M ~. Donc d'apr6s Dol6ans- 
Dade [4], la formule (11) d6finit l'unique 616ment de J~oo(P) solution de l'6quation 
Z = q + Z _ . N .  On en d6duit d 'abord que Z~=Z_ .N~=(Z z) .M ~, donc z 
v6rifie (8). Un calcul 616mentaire utilisant (4), la condition (i) et le fait que 
{v({. } x E ) > l }  est P-6vanescent (proposition (1.4)(c)), montre que, en dehors 
d'un ensemble P-n6gligeable, 

I 
Y(s, AXe) si AXs:I:O 

A N~ = ~ v ({s}, dx)(Y(s, x) - 1) 

[ 1(~((~• ~)<I~E v({s} x E ) -  1 
sinon. 

On en d6duit d 'abord que, comme A Z = Z _ A N ,  on a A Z . # = [ Z _ ( Y - 1 ) ]  .#, 
et cela implique clairment que Y v6rifie (7). On en d6duit ensuite que A N~> - 1 ,  
donc Z > 0 .  Par cons6quent la condition E(Zoo)=E(Zo)= 1 entraine que Z soit 

/dP' X 
la martingale E [~a-~ I~ t | .  I1 suffit alors d'appliquer le th6or6me (3.3). 

\ a r  ] 

4. Conditions d'absolue continuit6 de deux lois en 
fonction des caract6ristiques locales 

Nous ~tudions maintenant le probl~me suivant: soient P e t  P' deux probabilit6s 
sur (~2, ~) ,  faisant chacune de X une semi-martingale quasi-continue ~t gauche. 
Supposons que les P-caract6ristiques locales de X soient cg=(v, e, fl), tandis 
que les P'-caract6ristiques locales de X sont donn6es par les formules (9). A quelles 
conditions sur Yet z a-t 'on P'~P,  ou P~P' ,  ou P'~P?  

Dans ce paragraphe nous nous contentons d'6noncer les r6sultats principaux, 
les d6monstrations 6tant faites dans les paragraphes suivants. 

Pour simplifier les 6nonc6s, et sans que cela nuise r6ellement h la g6n6ralit6 
des r6sultats, nous supposerons dor~navant que ~ =  Vfi t .  

(t) 
1. Le probl~me des martingales. I1 est clair que, en g6n6ral, le triplet cg ne 
d6termine pas enti6rement la probabilit6 P, et il faut au minimum lui adjoindre 
la (< condition initiale >>. 

On consid6re donc une tribu ~-o contenue dans ~-o, et fix6e une fois pour 
toutes; une condition initiale est la donn6e d'une probabilit6 Q sur (O, fro~ 
Bien entendu on peut avoir ~ o  = ~o,  mais nous voulons nous r6server la possi- 
bilit6 que la condition initiale soit la (<loi de la variable al6atoire X o >); dans ce 
cas il convient de prendre pour fro ~ la tribu a(Xo) engendr6e par Xo, et cette 
tribu est contenue strictement dans fro en g6n6ral, ~ cause de la propri6t6 de 
continuit6 ~t droite impos6e ~t la famille (fit). 

Consid6rons par ailleurs un triplet cg=(v,a, fi) constitu6 d'une mesure 
al6atoire pr6visible v, d'un processus pr6visible a et d'un processus croissant 
continu ft. 

DOfinition. On dit que le problOme (X, cg, Q) admet une solution P s i  P e s t  une 
probabilit6 sur (O, i f )  dont la restriction /t ((2, ~o )  est Q, et qui fait de X une 
semi-martingale de caract6ristiques locales cg. 
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Pour une telle solution, on 6crira P~(X,  c~, Q). Par analogie avec le probl6me 
classique des martingales, on peut dire que P est solution (faible) du probl6me 
des martingales associ6 ~t cg, avec condition initiale Q. 

Remarque. On n'a impos6 aucune condition sur la finitude de v, ~ ou ft. Cependant 
dire que Pc(X,  <g, Q) implique que e et fl soient dans ~oo(P), et que la restriction 
de m P/~ (f2, ~)  soit a-finie. 

DOfinition. Soit T u n  temps d'arr~t; on dit qu'il y a T-unicit~ pour le problOrne 
(X, cg, Q) si deux solutions quelconques du probl6me (X r, efT, Q) coincident 
sur (~2, ~-r-). 

(Le triplet cgr, introduit dans la proposition (2.4), est constitu6 de 1~o ' r] • e .v,  
:~r et fiT; cette proposition implique que toute solution de (X, c~, Q) est 6galement 
solution de (X r, c~r, Q).) 

Lorsque T =  o% on parle d'unicit8 au lieu de T-unicit6. Comme ~ =  V.Yt, 
(t) 

on retrouve bien la notion naturelle d'unicit6. Remarquons que si Test un temps 
d'arr~t quelconque, l'unicit6 n'entraine pas la T-unicit6, et la T-unicit6 n'entraine 
pas l'unicit6. 

ExempIes. On se place dans la situation canonique suivante: ~2=D([0, oo[), 
espace des fonctions continues/t droite et limit6es ~t gauche, X est le processus 
canonique d~fini sur O par Xt(c~)=o~(t); ~~ ~,~= ~ 0  et 

(0 
1. Supposons que ~ soit de la forme 

v(~o; dr, dx)=dt  Ft(dx ) 
t 

e,(co) = S a(s) ds (12) 
0 

t 

fl,(co) = ~ b2(s) ds, 
0 

off F est une mesure de transition positive de [0, ~ [  dans E v6rifiant 

i dsSFs(dx)(xZA 1)< oo pour tout t<o% et off a et b sont deux fonctions sur 
0 E 

[0, oe[, de carr6 int6grable sur tout intervalle fini. Pour toute probabilit6 Q sur 
(/2, ~-o) il est bien connu (cf. Grigelionis [9] par exemple) que le probl~me 
(X, c~, Q) admet une solution et une seule, faisant de X un processus ~ accroissements 
ind@endants. Nous verrons qu'il y a T-unicit6 pour tout temps d'arr~t relatif/t 

la famille (~t~ 
2. Supposons que c~ soit de la forme 

v = 0  
t 

a t = ~ a(X,_) ds (13) 
0 

f i t= i b2(X~-) ds, 
0 
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off a et b sont des fonctions continues born6es sur IR. D'apr6s Stroock et Varadhan 
[25] on sait que pour toute probabilit6 Q sur (f2, fro), le probl6me (X, cg, Q) 
admet une solution et une seule, faisant de X un proeessus de diffusion. Nous 
verrons 6galement qu'il y a T-unicit6 pour tout (~~ d'arr~t T. 

3. Supposons que cr et que v(30, t] x E) soit une processus croissant 
fini pour tout t fini. Le probl6me (X, r Q) n'admet pas n6cessairement une solution 
(il en admet une si, par exemple, v(]0, t] x E) est un processus croissant dont les 
sauts sont d'amplitude inf6rieure ou 6gale gt 1, et qui est major6 par une fonction 
d6terministe finie pour tout t fini). Mais s'il admet une solution, celle-ci fait de X 
un <<processus de sauts pur>), et elle est T-unique pour tout temps d'arrat T[10]. 

2. Les rksultats principaux. Rappelons que nous nous restreignons au cas quasi- 
continu h gauche. 

Jusqu'& la fin de cet article, on fixe un triplet ~g=(v, e, fi) constitu6 d'une 
mesure al6atoire pr6visible v telle que J(v)=~, d'un processus con t inue  et d'un 
processus croissant continu ft. On fixe 6galement Ye~+  et un processus pr6vi- 
sible z. On fixe enfin deux probabilit6s Q et Q' sur (t?, fro). On d~finit un triplet 
cd' par les formules (9), rappel6es ci-dessous (avec U(co, t, x)=xl{i,l=<a}): 

V' = Y" v, 

c~' = c~ + z . / ~ +  [ U ( Y -  1)~ * v, 

/~ '=~,  

On pose 6galement 

A = z  2. f l + ( Y -  1) l{r > 2 t * v + ( Y -  1)2!{y<2)  *V 

S,=inf( t :  A,>n), S=inf( t :  At= oo)=llmTS . (14) 

G = { A ~ < o e } = ~ { S , = o o } ,  G={l~r=o/ .  v~ = 0  } 
(n) 

(on a G=t2 si Y > 0  identiquement). On a alors: 

(4.1) Th6or6me. Soient P~(X,  (d, Q) et P' e(X, cg,, Q,). Alors 
(a) Si P '<P,  on a Q '~Q et P' (G)=I .  
(b) Si P<P' ,  on a Q~Q'  et P ( G r  1. 
(c) Si P ~ P ' ,  on a Q,.~Q' et P(Gc~G)=P'(Gr  

(4.2) Th6or6me. Soient Pc(X,  (d, Q) et P'6(X,  cd', Q'). Supposons que pour tout 
n > no il y air Sn-uniCitd pour le probldme (X, cd', Q'). Alors 

(a) Si Q '~Q et P'(G)= l, on a P ' ~ P .  
(b) Si Q~Q'  et P ( G n G ) = I ,  on a P.~P'. 
(c) Si Q~Q'  et P(GnG)=P' (G)=I ,  on a P ~ P ' .  

(4.3) 
n~>_>_, n O 

(a) 
(b) 
(c) 

Th6or6me. Soient P~(X,  (g, Q) et P'~(X, r Q'). Supposons que pour tout 
il y ait S,-unicitd pour le probldme (X, cg, Q). Alors 
Si Q' ~ Q  et P'(Gr 1, on a P' ~ P. 
Si Q~Q'  et P(Gn~J)=P'(G)=I,  on a P ~ P ' .  
Si Q~Q'  et P(Gc~G)=P'(Gc~G)=I, on a P ~ P ' .  
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On remarque que le th6or6me (4.3) n'est pas enti6rement satisfaisant, si on le 
compare aux deux th6or6mes pr6c6dents. En particulier on peut trouver des 
exemples off il y a Sn-unicit6 pour (X, cg, Q), off P ' ~ P  et off cependant P'(G)< 1: 
ces exemples ne rentrent pas dans le cadre du th6or6me (4.3). 

Pour que les thborbmes (4.2) et (4.3) soient r6ellement utilisables, il convient 
d'examiner quetles hypoth6ses entrainent la condition, inhabituelle, de S,-unicit6. 
Cet examen est fait au paragraphe 7. En particulier on y donne, sous la seule 
hypoth6se d'unicit6, des versions un peu affaiblies de ces deux th6orbmes, dans 
le cadre des processus les plus usuels (notamment les processus/t accroissements 
ind6pendants et les diffusions). 

Disons ici simplement que, lorsque le processus A est born6 (ce qui implique 
G = O), on peut remplacer de mani6re 6vidente la S,-unicit6 par l'unicit6. 

3. Une expression de la densit~ relative. L/t encore nous 6non~ons le rdsultat 
principal. Des compl6ments importants, ainsi que les d6monstrations, sont 
donn6s au paragraphe 8. 

D~finition. On dit que Pe(X ,  (g, Q) satisfait la condition de reprksentation des 
martingales si tout NeJgZo~(P) s'6crit 

N=E(Nolo~~ z �9 MC+ W ,  ( p - v ) ,  (15) 

off zEL2oo(fi, P), off W~lo~(#, P) et off M c est la partie continue (pour P) de 
M = X ~  

(4.4) Th~orbme. Si P e s t  l'unique solution de (X, c~, Q), elle vkrifie la condition 
de reprOsentation des martingales. 

D'apr6s la proposition (1.6), on sait que si PE(X,  cg, Q), on a lto,s,l(Y-1) 
E~glo~(p, P) pour tout n. Donc 

N ( n ) = z .  (M~)S"+[lto,s,l(Y- 1)] * (/~- v) (16) 

est un 616merit de Jglor et N(n+ 1)=N(n) sur [0, Sn" ]. La formule suivante 
ddfinit donc un processus continu fi droite Z: 

{ eN~n~-~2"~ I- [ [(l + ANs(n))e -Ass~nl] si t<=S, 
Zt = s<=t (17) 

lim inf Z s s i t  _> S. 
(n )  ~ 

On a alors le r6sultat suivant, dont la premiere partie am61iore le th6or6me 
de Girsanov (3.8): 

(4.5) Th~or~me. Soient P~(X,  cg, Q) et Z dOfini par (17). 

(a) Soit q~(o~0~ + tel que E(q)= 1. Supposons que E(qZoo)= 1 et que qZs=O 
P-ps sur U { S, = S < oo }. A Iors P' = ( q Z ~) . Pest  une solution du pr ob ldme ( X, cg,, q . Q) 

et qZ est une version de la martingale E ~ . 
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(b) Supposons que P' e(X, cg,, Q,) vOrifie P' ~P ,  et soit q une version de dQ'/dQ. 
Supposons que rune des conditions suivantes soit r~alis&: 

(i) P vdrifie la condition de reprdsentation des martingales, ou 

(ii) pour tout n > n oil y a S,-unicitO pour (X, cg,, Q). 

Alors on a E(qZo~)= 1, qZs=O P-ps sur ~ { S , = S <  oe}, et qZ est une version 
idP' x (n) 

de E ~ .  I ] 

Remarque. Lorsque l'ensemble ~ { S , = S < o e }  est P-n6gligeable (e'est-&-dire 
(n) 

lorsque le processus A est P-ps/ t  trajectoires continues), on peut remplacer (17) 
par la formule plus famili6re suivante: 

e N a " ) - ~ ' ~  l-I [-(1 +AN~(n)) e -ANsi")] si t<S ,  
s < t  

Z~=[O si S < o e  et t>S. 

5. l~tude des 6quations (7) et (8) 

Etant donn6es les assertions (c) et (d) du th6or~me (3.3), on volt que la d6monstra- 
tion des th6or6mes du paragraphe 4 repose sur la r6solution du syst6me d'6quations 
(7) et (8), o6 l'inconnue est Z. 

1. Nous allons commencer par des r6sultats techniques, venant compl6ter la 
<<transformation exponentielle>> de Dol6ans-Dade [4 3. On fixe une probabilit~ P 
sur (f2, ~) .  

D6signons par Y la classe des familles N = (N(n), T,) constitu6es d'une suite 
croissante (Tn) de temps d'arr~t et d'une suite N(n) d'616ments quasi-continu fi 
gauche de JC/~oc(P) v6rifiant N(n)=N(n)r"=N(n+l )  r'. Pour une telle famille, 
on pose S = lim T T, et N c = (N(n) ~, T,). On d6finit un processus continu fi droite 

(n) 
Z(N) par 

-J'eNt(")-6 <N(")c' N(~)~)~ l-Is<=t [(I+AN~(n))e-~N'(~)] si t<=T, (18) 
Zt(N)={l im infZr~(N ) si t>S. 

(n) 

(5.1) Proposition. Soit N=(N(n),  T , )~ / ' .  

(a) Pour tout n, Z(N) z" est l'unique ~ldment de JC/lo~(P) solution de l'~quation 
Z =  I + Z . N(n). 

(b) Si AN(n)>= - 1, Z(N) est une surmartingale positive. 

D~monstration. Soit Z=Z(N) .  L'assertion (a) d6coule de [4]. Si A N ( n ) > - I ,  
on a Z > 0 .  D'apr6s un r6sultat bien connu, comme zT"~J[~+oo(P), Z T" est une 
surmartingale. En appliquant le lemme de Fatou, on obtient alors 

Z t = lim inf Zf" > lim inf E(Zfg_~ I o~) 
(n) (n) 

_> E (lim inf Zrt_~ ] ~ )  = E(Z t +~ ] t), 
- -  ( n )  

d'ofi le r6sultat. 
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On fixe maintenant N=(N(n), T , ) e X  v6rifiant AN(n)> - 1 .  Pour tout a >  1, 
on pose 

Bt(a)= ~ ANd(n) 2 I{IAN~(,)I ~}, 
S < t  

S<=t 

si t<T~, B~(a)=Ct(a)= + ~  si t > T ,  pour tout n. Comme Br'(a) et cr'(a) sont 
dans ~o~ + (P), il est facile de voir qu'il existe des processus croissants B'(a) et C'(a) 
tels que pour chaque n, B'rn(a) (resp. C'r'(a)) soit la projection pr6visible duale de 
Br'(a) (resp. cr'(a)). De plus sur U [0, T J ,  ces processus sont P-ps continus 

(n) 
(~t cause de la quasi-continuit6 fi gauche de N) et finis. On pose 

A, , ,  [(N(n)C,N(n)C)+B'(1)+C'(1) sur [-0, TJ  (19) 

t1~)=~+ oo sur ( U [ o ,  T . ] )  ~ 
(n) 

S"=inf( t :  At(N)>=n) A 7",, 

et on a S = lim S, P-ps. 
(n) 

(5.2) Proposition. Pour tout n, on a Z(N)S'~J//(P). 

D~monstration. Quit te/ t  arr6ter tousles  processus en S,, on peut supposer que 
S , =  Go et A~(N)<=n: il nous faut alors montrer que Z ( N ) ~ ( P ) ,  ou encore que 
E(Z~ (N)) = 1. 

Fixons un hombre a > 2 v ( e " - l ) :  on a alors B'(a)<=(l+a)n et C'(a)__<n. 
On 6crit N=N(n),  C= C(a), C '=C'(a) ,  et on pose N " = C - C '  et N ' = N - N " .  
I1 est clair que N"C=0, que [AN'[ <=a et que N' et N" n'ont pas de sauts communs. 
Donc si Z'=Z(N' )  et Z '=Z(N") ,  on a Z ( N ) = Z ' Z ' .  Nous allons distinguer 
plusieurs 6tapes: 

(i) Montrons d'abord que Z ' ~ ( P ) :  il s'agit d'un r6sultat classique lorsque 
N ' =  N 'C, et pour la d6monstration nous nous inspirons de Kunita [153. Si N = 

2N+B(a)-B' (a) ,  on a N ~ z o c ( P )  et 

Z t=  eNt-�89 <N~ H [(1 +AN~) e -A~] 
s < t  

est dans Jgloc(P). Un calcul simple montre que A N = 2 A N + A N  2 si A N < a - 1  
et Afil=O sinon. I1 s'ensuit que A ~ >  1, donc 2eJg~+~(P) et on a E(2~)< 1 pour 
tout t. D'autre part il est facile de v6rifier que Z'~ 2= 2~ exp ( (N ~, NC)t + B't(a)) , donc 

E(Z~ 2) __< e(2 + o), E(2~) __< e (2 + a)., 

ce qui implique l'int6grabilit6 uniforme des (Z't) ,donc Z' eJg(P). 

(ii) Soit la probabilit6 P' = Z~ �9 P. Comme Z' et C n'ont pas de sauts communs, 
d'apr5s le lemme (3.6) on a pour tout temps d'arr& T: 

E' ( Cr) = E(Z' . Or)= E(ZL �9 Cr)= E(Z'_ �9 C'~)= E' ( C'~). 

Donc C' est 6galement la projection pr6visible duale de C pour P'. Donc N" e ~ ( P ' )  
tt  + ! et il s'ensuit que Z eJg~o~(P ). 
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(iii) Comme E(Zo~(N))=E'(Z'), il nous reste 5. prouver  que Z"~Jg(P'). 
Comme les sauts de C sont sup6rieurs ~t a et que C est P'-integrable, si R,  d6signe 
le ni~m~instant de saut de C on a l i m S P ' ( R , <  oo)=0.  

(n) 
Posons V"= Z ''R"+ 1/z"R" (avec la convent ion 0/0 = 1). Co mme Z" ~J/glo+r 

il est clair que V"eJg+o~(P') 6galement. Mais on a 

l 
1 si t<=R, 

C r Vt"= ( l+ACR.+l )exp-  ( R.+I--CRn) si R+ <=t<oo 

[exp  - (C' t - C~.) sinon. 

Donc  Vt ~ <= 1 + d CR., qui est P'-int6grable, et les variables (Vt ") sont uni form6ment  
int4grables par rappor t  ~ P';  donc V~sdd(P'). I1 vient alors 

t Z I r  ~ n - -  ! H E ( R.+I)=E'[Z~E'(VnI~R.)] = E ' ( Z ~ V ~ . ) - E  ( Z R . ) ,  

et par r6currence sur n on obt ient  

E'(Z~.) = 1. (20) 

Posons Dr= ~ 1~c~ >o}(1 +A Cs): D est un processus croissant P'-int6grable 
s < t  

(car O <a+a 1 C ) '  dont  on note  O' la project ion pr6visible duale pour  P' (c'est 

6galement la project ion pr6visible duale pour  P, pour  les m~mes raisons qu'en 
""  " ~ "  ex (ii)). Le processus w~= I~a.<,__<R.+~/ZR. p --(C'~-- C~.) est pr6visible, doric 

E'(I{R. +1< ~o} Z~.+ 1) = E'(I{R . . . . .  }Z~ADR.+I e x p -  (C~.+ 1 - C~.)) 
oo 

=E' I~R.<~}Z;. ~ dD;exp- (C;-C 'a . )  . 
R~ 

Mais D' =< a + t C', donc  
a 

a.+l )) 
1~"[1 Z "  ~ < a + l E '  I{R.<~o}Z)~" ~ dC'texp-(C't-C'R. 
x.d ~ ,a t{Rn+l<  oo} R n + l ] =  a R n  

=< a + 1 E,(I{R" < ~ Z ~ .  [1 -- exp -- (C~. + 1 - C~.)]). 
a 

Si b = a + 1 (1 - e-n), on a b < 1, et ce qui pr6c6de entraine (puisque C~ __< n): 
a 

' 7 ' t  ~<1,E,t 1 " E (I{R.+,< oo}--,R.+d=~, t ~R.< ~}ZR.)N b"+t 
(par r6currence surn).  En combinant  ce r6sultat avec (20) on obtient:  

E'(Z'~) = lim E'(I{R. = ~}Z~.) = llm [E'(Z~.)-E'(I{R.< ~ ~ Z"R.jj~I = 1. 
in) 

(5.3) Proposition. On a Z s_ (N) = 0 P-ps sur l'ensemb le (-] { S. < S} = {A s_ (N) = + ~ }. 
in) 
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Commengons  par un lemme, qui est l 'application ~t nos besoins d 'un r6sultat 
bien connu de la th6orie des martingales. Supposons que (N(n)) soit une famille 
d'616ments de ~ ( P )  v6rifiant N(n) = N(n) s" = A (n  + 1) s". 

(5.4) Lemme.  (a) Supposons que sup AAt(n)(~o)< ~ .  En dehors d'un ensemble 
(o~,t,n) 

P-nOgligeable, on a soit lim inf A~(n)=  lira sup A s (n)~IR, soit lim sup A s ( n ) = + ~ .  
(n)  "" (n)  " (n)  " 

(b) Supposons que sup ] ANt(n ) (o9) I < ~ .  En dehors d'un ensemble P-n~gligeable, 
(~,  t, n) 

on a soit liminfNs.(n)=limsupAs(n)~IR,(,) . soit l i m i n f . N s ( n ) = - ~ ( , )  . et 

lira sup As,(n ) = + ~ .  
(n) 

D~monstration. On pose T ,= in f ( t :  Nt(n)>a ) s'il existe t et n tels que Nt(n)>a, 
et T~= S sinon. La suite (ATo(n))~,) est une martingale relat ivement ~ la famille 
de tribus ~To^S.,  et on a 

E(N r (n) v 0) < a + sup ANt(p ) (co) < ~ .  
a ~ (co, t, p) 

D'apr6s un th6or6me classique (voir par exemple Neveu [21]) NT.(n) converge 
alors P-ps vers une limite finie. Mais alors si lim sup Ns.(n) est fini, on a Ta= S 

(n) 

pour  a assez grand et on volt que Ns, (n)= ATo(n ) converge P-ps vers une limite 
finie, ce qui prouve l 'assertion (a). Pour  prouver  (b). il suffit d 'appl iquer  (a) ~ la 
famille (N(n)) et fi la famille ( -N(n ) ) .  

DOmonstration de (5.3). On 6crit B=B(1) ,  B '=B ' (1) ,  C =  C(1), C ' =  C'(1), N(n)=  
B s" - B  's~ N"(n) = C s " -  C 's" et N'(n) = N(n) - NO(n) - N"(n). On d6finit le processus 
croissant D par  D t = ( N ( n )  ~, N(n)r si t < S ,  et Dr= + ~ si t > S ,  pour  tout  n. Les 
familles N~= (N(n) ~, S,), N'  = (N'(n), S,) et N " =  (N"(n), S,) sont darts ~, ,et  on peut 
poser Zc=Z(NC), Z ' =  Z(N')  et Z " = Z ( N " ) .  Comme N' et N"  n 'ont  pas de sauts 
communs,  il est facile de voir que Z(N)  = Z ~ Z'  Z";  comme chacun des processus Z c, 
Z' et Z"  est, d'apr6s la proposi t ion (5.1), une surmart ingale positive, ces processus 
ont une limite ~t gauche P-ps finie en S. I1 suffit alors de montrer  que 

(i) Z~_ = 0 P-ps sur {O s_ = ~ }, 

(ii) Z}_ = 0  P-ps sur {B}_ = m}, 

tt C ! (iii) Z s_ = 0  P-ps sur { s -  = or}. 

Mont rons  (i): il s'agit d'ailleurs d 'un r6sultat bien connu (voir par  exemple 
Orey [23]). On a Z } =  exp (N~s.(n)-�89 D'apr6s le lemme (5.4), deux cas sont 
alors possibles (P-ps): 

soit N~s.(n) converge vers une limite finie, et alors Z~_ = 0  si Dsn~D s_ = + ~ ,  

soit lira inf N} (n) = - ~ et lira sup N} (n)= + ~ .  Mais Z r converge vers 
(n) " (n) " S .  

une limite finie et Ds. T + ~ ,  donc  la limite Z~_ de Z ~ s. ne saurait  atre que 0. 

Mont rons  (ii): si on applique le lemme (5.4) (b) ~t la famille (N'(n)), qui v6rifie 
]AN'(n)I < 1, on voit que B s_ = + ~ P-ps sur {B}_ = + or}. Mais on a 

- •  7, = ~ [AN't(n)-  Log (1 + AN;(n))] >�89 ~ (AN;(n)) 2 - 2 s,, 
t< S .  t<=S. 
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qui tend donc 6galement P-ps vers + oosur {B~_ = + oo}. Or Z}. = exp (N's.(n)-G) 
tend P-ps vers une limite finie. I1 reste alors ~t appliquer le lemme (5.4) (b)/t (N'(n)) 
et ~t raisonner comme pour (i), ce qui montre que cette limite est P-ps 0 sur 
{B~_ = + oo}. 

Montrons enfin (iii): On a 

Z"s. = exp ( -  C~. + ~ Log (1 + ACt) ). 
t <= Sn 

Supposons que cette expression converge vers une limite time non nulle, alors 
que C~_ = + oo. Cela implique la convergence de ~ Log (t + ACt) vers + oo, 

t= < Sn 

donc C poss6de une infinit4 de sauts sur [0, S[; cela implique 6galement la con- 
vergence de - C~. + ~ Log (1 + A Ct) vers une limite finie. Mais A C t > 1 d6s que 

t<Sn  

ACt:~O, et Log (l +x)=<x- �88  si x > l ,  donc 

N"(n)=>-C~ + ~ L o g ( l + A C t ) +  �88 ~, I{AC,.O } 
t <-Sn t K=Sn 

doit converger vers + oo. Or cette possibilit6 est exclue P-ps par le lemme (5.4) (a) 
appliqn6 ~ la famille ( -N"(n)) .  

(5.5) Proposition. On a Z(N)6ddl+oc(P). 

Ddmonstration. Comme Z = Z(N) est une surmartingale positive et quasi-continue 
t + gauche, elle s'6crit de mani6re unique comme Z = Z ' - D ,  off Z ~Jdlo~(P ) et 

off D ~ ~ +  (P) est continu (d6composition de Riesz et de Doob-Meyer). 
Soit R n = S, sur {S, < S}, R, = + oo sur {S, = S}: R, est un temps d'arr6t, et 

zR"=ZS"E~///[(P). Comme zR"=z'Rn--D R", l'unicit6 de la d6composition ei- 
dessus entraine que D R" = 0; il s'ensuit que D = 0 et Z = Z' sur U [0, R J .  Si mainte- 

(n) 

nant l imR,<oo ,  on a S<oo et S,<S pour tout n; donc Zs_=O P-ps d'apr6s la 
(n) 

proposition (5.3), et Z~_ =0  P-ps puisque Z = Z '  sur [0, S[. Mais comme Z et Z' 
sont des surmartingales positives, on sait que Zt=O (resp. Z ' t=0 ) P-ps si t>S, 
d6s que Z s_ =0  (resp. Z~_ = 0). On a donc montr6 finalement que Z = Z' P-ps, 
donc ZeJ/Zl+or 

2. Existence d'une solution aux dquations (7) et (8). Nous allons maintenant 
appliquer les r6sultats ci-dessus ~t la situation du paragraphe 4. On part donc 
d'une solution P de (X, cg, Q), le triplet c~ 6tant d6fini en 4.2. On fixe 6galement 
Y ~ ) +  et un processus pr6visible z; on d6finit A, Sn et S par (14), N(n) par (16) 
et Z par (17). On remarque que N = (N(n), S,) appartient ~ JV et v4rifie A N(n)> - 1, 
puisque d'apr6s (4)on a AN~(n)=l{~x,,o}[Y(s, AX~)-l] .  I1 est alors facile de 
v6rifier que A=A(N) et Z=Z(N),  et que S~ a la m~me signifcation dans (14) et 
dar/s (19). 

(5.6) Proposition. Soient q~J~- int~grable et Z=qZ.  
(a) On a 2edd~-o~(P) et 2s"~dg(P) pour tout n. 
(b) On a Z s _ = 0  P-ps sur ~ { S ~ < S } = { A s _ =  +oo }. 

(n) 

(c) Si Z s = 0  P-ps sur U {s~=s<oo} ,  alors Z v&ifie (7) et (8). 
(n) 
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D~monstration. Les assertions (a) et (b) d6coulent imm6diatement pour Z des 
propositions (5.2), (5.3) et (5.5); comme q~Yo + elles restent 6videmment valides 
pour 2. 

On montre exactement cornme dans le th6or6me (3.8) que 2 s" vdrifie (7) et (8) 
avec lto,s,j Y+ ljs~ ~ot, et lto,s,~Z. Par suite 2 v6rifie (7) sur l'ensemble ~-mesurable 
U [0, s , ]  x E, et ~8) sur l'ensemble prdvisible U [0, s ,] .  si maintenant Z s = 0  
(n) (n) 
P-ps sur ~) { S , = S <  oo}, on voit en appliquant (b) que 2 = 2  = 0  sur ((J r0, s ,])  c. 

(n) (n) 
I1 est alors facile d'en d6duire que 2 v6rifie (7) et (8). 

3. UnicitO d'une solution aux dquations (7) et (8). Les r6sultats ci-dessous seront 
utilisds au paragraphe 8. On se place sous les m4mes hypoth4ses qu'en 5.2 ci- 
dessus. 

(5.7) Proposition. Soit q ~ d  ~, intOgrable. Supposons que P v~rifie la condition 
de representation des martingales. Pour que les ~quations (7) et (8) admettent une 
solution dans ~+or Ogale gt q en t=0 ,  il faut et il suffit que Z = q Z  v~rifie Z s = 0  
P-ps sur U { s , = s < o o } .  Dans ce cas, 2 est l' unique solution. 

(n) 

DOmonstration. La condition suffisante n'est autre que la proposition (5.6). 
A t __  A t 

Supposons maintenant que Z ~ J/floe (P) v6rifie Z o = q, ainsi que les 6quati0ns (7) et 
(8). D'apr6s le th6or6me (1.5), on a 2'(Y-1)~N~o~(#,P), et d'apr6s [-20] on a 
2'zeL2oo(~,P). Etant donnde la proposition (1.6) et la d6finition de A, cela 
implique que 2'_ .A~F~lo+(P). Par suite, 2 ~ = 0  P-ps sur U { s , = s < o o } .  

(n) 
Posons R,=inf(t:2~<l/n), R = l i m T R ,  et T,=R,  AS,. Soient 6galement 

(n) 

N'n  1 ( ) = ~ .  (2')r"edgloc(P) et N"(n)=N'(n)-N(n) rn. On a alors 

MVu(AN"(n)I~)=~MPu(A2'r~ lto, r ,3(Y- 1)=0, 

1 
(N"(n)~' MC)= Z '  " <(2'~)r"' Mc) - z .  f i r '=0 .  

Mais N; '(n)=0; donc d'apr6s l'hypoth6se faite sur P, il existe z"ELZo~(fl, P) et 
W~N~o~( #, P) tels que N"(n)=z". M~+ W .  ( g -  v); ceci implique (N"(n) ~, M~)= 
z"./3 et MVu(A N"(n)[ ~)  = W (th6or6me (1.5)). Par suite z"-/3 = 0, et W = 0 M,e-ps, 
ce qui entraine N"(n)=0.  Finalement on a montr6 que N(n)=N'(n) sur [0, T,]. 

Par d6finition de 2 on a 2r"=q+2 r". N(n)r"; par d6finition de N'(n), on a 
2'r"=q+Z'f" .N'(n) .  Or d'apr6s [4] ces 6quations admettent des solutions 
uniques darts Jg~oo(P). Autrement dit on a montr6 que 2=2' sur chaque 
[0, R, A S,]. 

Sur l'ensemble (~ {S,<S} on a 2 s_ = 0  P-ps d'apr6s la proposition (5.6); par 
(n) 

suite 2),~R =2s ,~R" tend P-ps vers 0, et on a R , < S  P-ps pour tout n. Autrement 
dit,/t un ensemble P-n6gligeable pr6s, on a 

g2= ~ {R,<S} + U {R ,=Sn=  ~176 + U {R,=S,=S<o% 2 ) = 0 }  
(n) (n) (n) 
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(puisque *' Zs=O, donc R < S  P-ps sur U { s , = s < ~ } ) .  Sur l'ensemble 
In) 

U { R , = S . =  oo} on a 6videmment 2=2'. Sur l'ensemble ("] {R,<S}, 2R.=2'R. 
(n) (n) 

tend vers 0, done 2 = 2'. Enfin sur l'ensemble U {R, = S, = S < ~ ,  2} = 0} on a 
(n) 

2s=2 's, done " ^' Zs = Zs = 0, done 2 = 2'. Finalement on a bien montr6 que 2 ' =  2, 
et que Z s = 0  P-ps sur U { s , = s < o o } .  

(n) 

(5.8) Proposition. Supposons que Y = 1 et que z = O. Si 2 = 1 est l'unique klkment 
de dgl+~(P) vdrifiant (7) et (8) et tel que E(2ol~o~ 1, alors P vdrifie la condition 
de reprdsentation des martingales. 

Ddmonstration. Soit Jgo la classe des NeJ/gloc(P ) telles que [AN[ < 1, E(Nol~o~ = 0, 
(NC, MC)=0 et M~(ANI))=O. 

Soit C e ~o; si q = l c -  E(lc I ~o~ la martingale Zt = q + 1 v6rifie les conditions 
de l'6none6, done 6gale 1. On en d6duit que tout C e ~  o v6rifie E ( l c [ ~ ~  lc, 
donc tout NeJgo v6rifie No=0. Soient alors N s ~ o  et 2 l'unique solution dans 
Jgloo(P) de Z = I + 2 _ . N .  Comme A N > - I ,  on a 2>__0. Mais (2c, m c ) =  
2_-(NC, M~)=0  et M~(A2[))=2_MPu(AN[))=O. Done 2, v6rifiant les 

1 ^ 
conditions de l'6nonc6, 6gale 1. Comme N = N 0 + ~ -  - �9 Z, on a N = 0 .  

Montrons ensuite que tout 616ment de ~o~(P) est quasi-continu ~t gauche. 
Sice n'6tait pas le cas, il existerait un temps d'arr6t T pr6visible et une variable 
ffT-mesurable V, int6grable et non nulle, telle que E(V [~T-)= 0. Comme A X T = 0 
P-ps sur {T< ~},  il est clair que la martingale Nt= VI~T<,~ appartient h ~ o ,  
done est nulle, ee qui entraine une contradiction. 

Soit alors NeJ/l~o~(P ) v6rifiant [AN]<=a. I1 existe z'~L]o~(fi.P) tel que 
(N~,M~)=z' . f l  et We ~lo~ (#, P) v6rifiant [W]<=a et M~(ANI) )=W.  Mais 
alors si 

N' = N - E ( N  o I i f ~  ' .  M ~-  W* ( # '  v), 

1 
on a 2aa N'ed/g~ Donc N ' = 0  et N est de la forme (15). 

Soit enfin NeJg~oo(P ) queleonque. Comme N e s t  quasi-continu ~t gauche, on 
peut l'6crire N = N ' +  ~ N(n), off N'eJ/llo~(P) v~rifie [AN'[<__ 1 et off ehaque N(n) 

n_>l 
est une somme compens6e de sauts v6rifiant [AN(n)I e In, n + 1[. On a vu ci-dessus 
que N' se met sous la forme (15), et que N(n) s'6crit N(n)=W(n) ,  (#-v),  off 

t 

W(n)e~lo~(#, P). De plus ] W(n)[ * vt<= ~ [dN~(n)[, et le processus ~ N(n) est dans 
0 n>--i 

~oo(P); done W =  ~ W(n)e~or P) et ~ N(n)= W .  (#-v),  d'ofi le r6sultat. 
n_>l n_->l 

Remarque. Plus g6n6ralement, on pourrait montrer l'assertion suivante: Suppo- 
sons que Ye t  z soient tels que P ( S < ~ ) = 0  et que P (G)=I ;  supposons que 
q e (Wo)+ soit int6grable et v6rifie P(q = 0)= 0. Si les 6quations (7) et (8) admettent 
une seule solution Z E Jg~o(P) telle que E(Zo [~, ~~ = q, alors P v6rifie la condition 
de repr6sentation des martingales (et 2 = q Z ) .  



Caract6ristiques et conditions pour  les semi-martingales 27 

6. D6monstration des th~or6mes du paragraphe 4.2 

Nous utilisons int6gralement les hypoth6ses et les notations du paragraphe 4. 
Pour toute mesure al6atoire 9 et toute fonction W sur 8, on pose 

B(W, 9) = [W 2 l{iwi __< i} + I wI l{iwi > 1}J * 9. 

Nous commenqons par un lemme. Si NsJgloc(P), posons 

Bt(N)= ~, AN 2 l(laN,l_<l} , 
s < t  

Ct(N) = ~ IANI l{laN~l >1}. 
s-<t 

Ces deux processus sont dans :~o+ (P), donc admettent des projections pr6visibles 
duales B'(N) et C'(N). 

(6.1) Lemme. Soit NeJ//lor Soient W=MV,(AN[3 a) et z un processus pr&i- 
sible tel que ( N  c, MC)=z �9 ft. On a: 

z 2. fl + B(W, v) <= ( N  c, N ~) + 3 B'(N) + 7 C'(N). 

D~monstration. I1 est 6vident que z 2. fi=< ( N  c, N~), donc on peut se restreindre 
au cas off Nc=o. On peut 6crire N = N ' + N " ,  oil N' (resp. N") est la somme 
compens6e des sauts pr6visibles (resp. totalement inaccessibles pour P) de N. 
Comme MP(A N ' [ ~ ) =  0 et comme B(N)= B(N') + B(N") et C(N)= C(N')+ C(N"), 
il suffit 6videmment de montrer le rhsultat lorsque N = N". 

Supposons donc que NeJg~oc(P ) soit quasi-continue /t gauche. Soit 
Dt= ~AN~I{laN,I>I}, qui admet une projection pr6visible duale D'; posons 

s~t  
N " = D - D ' ,  N ' = N - N " ,  W"=My(AN"J~)  et W'=My(AN' f~) .  Comme 
IAN"I * p<C(N"), on a I W"l * v<C ' (N" )  (puisque, comme il est facile de le 
v6rifier, W" * v est la projection pr6visible duale de AN" �9 #); de m~me AN '2 , p 
<=B(N'), donc W '2 �9 v<B'(N'). De plus N' et N" n'ont pas de sauts communs; 
il en d6coule que C'(N")= C'(N) et B'(N') =B'(N), et que IAN'I < 1, donc r W'l < 1. 

Mais un calcul simple, utilisant I W ' I < I  et W = W ' + W " ,  montre que 
IWI<31W"I+2W '2 si IWl> l ,  et W2<W'2+4lW"[  si IW[<l .  Par suite 
B(W, v) < 3 W '2 * v + 7 I W' l  * v, et le r6sultat en d6coule. 

(6.2) Soient PE(X, Cg, Q) et P'~(x,  cg',Q'). Si P ' ~ P  on a Q'~Q et P ' (G )= I  
(assertion (4.1) (a)). 

D~monstration. Le fait que Q'~Q est trivial, et on note q une version de dQ' 
dQ" 

/dP' ] \ 
Soient Z une version de I I R,=inf(t:Zt<__l/n), R = l i m ] ' R ,  et 

(n} 

1 .2~ej/r La famille N =  (hr(n), R,) appartient /t .2z et v6rifie ~(n) = 2 _  

AN(n)>- 1. D6finissons Z(~r) et A(~ r) par (18) et (19). On a 2R"=qZ(N)  R~, et 
d'apr~s la proposition (5.3), {A R_ (N)= + oo} c {Z~_ (b))= 0} P-ps. Or P ' (2  R_ = 0) 
=E(2~ 1{2~ =^o})=0,donc P'(AR_(N)= + ~ ) = 0 .  Comme d'aprBs le lemme (6.1) 
on a A<7A(N),  on en d6duit que P'(G~)=0. 
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(6.3) Lemme. Soit 0 une mesure al~atoire, et supposons que la fonction Y vOrifie 

0 <  f ' <  oo. AIors B ( + -  1, f--0t  =<2B(f ' -  1, 0) et B ( Y -  1, 0)< identiquement 

2B 1 1 0) 
k l  / 

~---  , ~'. . 

D~monstration. I1 suffit 6videmment de montrer (par exemple) la premi0re des 
deux relations ci-dessus. On a 

1 
B - 1, ~'. ~ = (~ ' -  1)2 ~- l{t__>l/2} * ~ + (1 - Y) 1{,7< 1/2} * ~ 

< ( f ' -  1) 1{~=>2} * 0 + 2 ( f ' -  1) 2 1{1/2__< t< 2} * 

+ 2 ( f ' -  1) 2 1{~<~/2i * 0 

< 2 B ( f -  1, ~), 

d'oti le rOsultat. 

(6.4) Supposons que Pc (X ,  g ,Q)  et que P' c ( x ,  cg',Q'). Si P ~ P '  on a Q ~ Q '  et 
P(Gc~ G)= 1 (assertion (4.1)(b)). 

Cela achOvera de prouver le thOor0me (4.1), puisque dans ce thOor0me les 
assertions (a) et (b) entrainent immOdiatement (c). 

D~monstration. D'apr0s le thOor0me (3.3), il existe f 'c  ~ + et un processus prOvisibte 
2 tels que si c~=(f-, v', ~ '+~ . /3+  [ U ( f ' -  1)] �9 v', fl), alors Pc(X ,  c~, Q). 

On a alors f ' . v ' = f ' Y . v = v  P-ps, donc P (G)=I ,  et aussi P ( G ) = I  si 
G={l{y=oo/* v| On en dOduit 6galement que pour f" on peut choisir 

9=  5 y 1{o < r < oo} + l{y= o}uw= oo}- Mais alors sur G n G on a ( f ' -  1). v '= - ( Y -  1)- v; 

comme la seconde caractOristique locale (pour P) de X est dOfinie ~t une P-indis- 
cernabilit6 pros, on voit qu'on peut choisir pour ~ le processus ~ = - z .  

Appliquons alors (6.2) en intervertissant les r61es de P et de P': on voit que 
Q ~ Q '  (ce qui est 6vident) et que p(~2. rico +Boo( !?- 1, v')< co)= 1. Mais ~-. f l= 
z 2. fl, et sur ~c~G on a Boo(Y-1,  v)__<2B~(f'-1, v') d'apr0s le lemme (6.3), donc 
on a bien P(G)= 1. 

Le thOor0me suivant est une formulation (un tout petit peu) plus gOnOrale que 
celle du thOorOme (4.2); cette formulation nous sera utile plus loin. Si T,=S, ,  
on retrouve (4.2). 

(6.5) Th~or~me. Soient Pc (X ,  cg, Q) et P' c(X,  cg,, Q,). Supposons qu'iI existe une 
suite ( T,) de temps d' arr& croissant vers S, telle que T, < S ,, que G= [9 {T,= c~), et 

(n) 

que pour tout n > n  oil  y air T~-unicitd pour le problOme (X, ~', Q'). Alors 

(a) Si Q ' ~ Q  et P ' (G)=I ,  o n a P ' ~ P .  
(b) Si Q ~ Q '  et P(Gc~G)=I ,  on a P ~ P ' .  
(c) Si Q ~ Q '  et P'(G)=P(Gc~G)=I,  on a P ~ P ' .  

D~monstration. (a) Soit q une version de dQ'/dQ. Comme qZS"cJCl(P) (proposi- 
tion (5.6)) et T, < S,, la formule P" =(qZT.)" P dOfinit une probabilit6 sur (O, ~-), 
qui d'aprOs le thOor0me (3.8) est solution de (X T", cg, T., Q,). Par hypothOse les 
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restrictions de P" et de P ' / t  (~2, ~ r~  coincident d6s que n>n o. Mais si AE~,  
o n a A c ~ { T , = o o } c ~ r  . C o m m e P ' ( U { T , = o o } ) = l ,  o n a  

(n) 

P'(A) = llm P'(Ach { r ,=  ~})  = 11~ P"(Ac~ {r, = oo}1 

= lim E(1Ac~{T. = oo} q Z r . ) ,  
(n) 

qui est nul si P(A)=0.  Donc P'<P. 
(b) Commengons par une remarque triviale. Soient c~ un triplet quelconqu2, 

0 et Q' deux lois initiales, e t a  et a' deux r6els positifs de somme 1; si Pc(X,  cg, Q) 
et si P'c(X, c~, (2'), alors aP +a'P'c(X, 6, aO.+a'O.'). 

Soit q une version de dQ/dQ'. Posons a=P'(q>O). I1 est clair que si a <  1, la 

1 Zr.~ (!  ,q>o3--~].P est solution de (X r", (g,r,, (~ 1~q>o3 ) .Q, )d 'apr6s  le th6or6me 

(3.8) et la d6finition de q. La remarque ci-dessus montre alors que 

p .  = l~q > 03 ' P + l~q = o~ 

est solution de (X r~, cg, r., Q,). Par hypoth6se les restrictions de P' et de po /t 
(fL ~r~-)  coincident donc d~s que n>n o. D'apr~s la d~finition de po, on voit 
alors que si A c Y  v6rifie U(A)=0,  on a 

E(1Ac~iT.=~}~(q>o}Z'~") =0. 

Comme P(G)=I ,  on a M~({ Y= 0}) = 0, doric A N ( n ) > - 1  sauf sur un 
ensemble P-6vanescent, et Z r > 0  P-ps. U6galit6 ci-dessus implique donc que 
P(A~{T,=oo}c~{q>O})=O. Comme P(G)=I ,  on a aussi P(An{q>O})=O. 
Enfin 

P(A c~ {q = 0}) = E]-l~q = o~ E(1A [ ~-o)] = E' [q l(q= 03 E(1A [ ~o)-] = 0. 

Donc P(A)=0,  et on en d6duit que P~P!. 
(c) Cette derni6re assertion d6coule imm6diatement de (a) et (b). 
Voici enfin un r6sultat, un peu plus gdn6ral que le th6or6me (4.3). 

(6.6) Th6or~me. Soient Pc(X, cg, Q) et P' e(X, ~', Q'). Supposons qu'il existe une 
suite (T,) de temps d'arr~t croissant vers S, telle que T,< S,, que G= ~ {To= oo}, 

(n) 
et que pour tout n>n o il y air T,-unicitO pour (X, cg, Q). Supposons enfin que 
P'(G)= 1. AIors 

(a) Si Q'~Q et P' (G)=I ,  on a P'~P.  
(b) Si Q~Q' et P(Gc~G)= 1, on a P~P' .  
(c) Si Q~Q' et P ' (G)=P(Gc~)=I,  on a P~P' .  

DOmonstration. Soit G=  {l(r= ~3 * Voo =0}. Le fait que Y. v soit la projection 
pr6visible duale de p pour P' implique que (l(y= ~ Y)- v = 0  P'-ps, donc P'(G)= 1. 
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Soient Y=Ylto<r<~}_+l~y=0~,~r=~ _, et le triplet @~(V,~,/~) d6fini par 
~=Y-v,  ~ = o : + z . f l + [ U ( Y - 1 ) ] * v  et fl=fl. Comme P' (G~G)=I ,  on a ~=v'  
et ~ = e '  P'-ps; donc P's(X,C~,Q'). De plus on a B( f - -1 ,  v ) = B ( Y -  l, v) sur 
G ~ d ;  si alors d = { z 2 . f l ~ + B ~ ( Y - l , v ) < o e }  est l'ensemble associ6 ~t (Y,z) 
par (14), on a P ' (G)=I  lorsque P ' (G)=I  (puisque P '(Gc~d)=l) ,  et P(d)=l 
lorsque P ( G ~ G ) =  1 (puisque P(G)= 1 irnplique 6videmment P(G)= 1). On peut 
donc remplacer Y par Yet  cg, par cg sans changer les conditions du probl6me. 
Autrement dit ce n'est pas une restriction que de supposer 0<  Y< Go partout, 
de que nous ferons. 

Soient alors Y' = 1/Y et z' = - z. Par des formules analogues/t  (14) on pose 
S', =inf(t :  z t2 . f l t+Bt (Y ' -  1, v')>n), G'= ~ {S',= ~}  et G '= {l~y,=o} �9 v~ =0} =f2. 

(n) 
Consid6rons 6galement le triplet cg,, = ( y,  . v', ~' + z' . fl + [ U ( Y ' -  1)] �9 v', fl). Comme 
( Y ' - I ) .  v ' = - ( Y - l ) ,  v, il est clair que c~,,= cg. Enfin d'apr6s le lemme (6.3) on 
a G'=G et S,<S'2,, doric T,<S'2,. I1 suffit alors d'appliquer le th6or6me (6.5) 
en intervertissant les r61es de (P, ~)=(P,  cg,,) et de (P', cg,), puisque ce th6or6me 
reste bien entendu valide si, dans son 6nonc6, on remplace la condition << T, < S. >> 
par << Tn<=S2n>>. 

7. Compl6ments sur la T-unicit6 

On part encore des hypoth6ses du paragraphe 4.2. Comme fr6quemment 1'ensemble 
U { S , = S <  ~}  est vide, dans les applications, et comme dans ce cas chaque S, 
(n) 
est un temps d'arr6t pr6visible, nous nous contenterons d'6tudier la T-unicit6 
pour les T pr6visibles. 

1. Commen~ons par des rdsultats gOndraux 

(7.1) Proposition. Soient PE(X, c~, Q) et P' ~(X, cg,, Q,). Soit T u n  temps d'arr~t 
prdvisible tel que A T_ soit borne. 

(a) Si Q~Q'  et si P(l(y=0} �9 Vz=0)= 1, la T-unieitd pour (X, cg,, Q,) entraine la 
T-unicitd pour (X, c6, Q). 

(b) Si Q '~Q et si {l~r=o} * Vr=0}=f2, la T-unicitd pour (X, cg, Q) entraine la 
T-unicit~ pour (X, oK,, Q,). 

DOmonstration. (a) Soit q une version de dQ/dQ'. On montre exactement comme 
pour le th6or6me (6.5)(b) que 

i ~ = l~q > ol "P + 1~ = o} 

est solution de (Xr, C6'r,Q'), puisque zred/ l (P)  d'apr6s la proposition (5.6). 
Mais T 6tant pr6visible et X quasi-continu ~ gauche pour P, on a A Xr = 0 P-ps, 
donc Z r = Zr_  P-ps puisque par construction Z ne peut ~tre discontinu qu'aux 
temps de saut de X. L'hypoth6se entraine alors que les restrictions de P' et de 

Z r  
(l~q> o} ~ 7 - ) "  P ~ (0, Yr- )  coincident. 
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Soit d'autre part P~(X T, ~T, Q). Comme Mredgloc(P) et c o m m e  l[0, r ] �9 V est 
la projection pr6visible duale de leo ,r~.# pour 15 les processus N(n) r d6finis 
par (16) sont 6galement des 616ments de ~1oc(/5), et ZT~J{(/5). Par suite, pour 

les m~mes raisons que ci-dessus, les restrictions de P' et de (l~q> 0~ f~v-)  �9 P /t 
(f2, fiT-) coincident. 

Comme q et Z T_ sont YT -mesurables, et comme ni P, ni 15, ne chargent 
{q = 0}, on en d6duit que les restrictions de l~z ~- > o~" Pe t  de l~z ~ > 0)"/5/t (f2, YT-)  
coincident. Or P(l~r=o~*VT-=0)=l entraine que P(Z T_>O)=I, donc 
P ( Z T > O ) = I ;  comme P(f2)=I on a /5(ZT =0)=0 ,  et finalement les restric- 
tions de P e t  de 15 it ((2, YT-) coincident, ce qui ach6ve de prouver (a). 

(b) D6finissons Y et c~ comme dans la d6monstration du th6or+me (6.6). 
Comme l/y=o~ �9 VT=O, il est facile de v6rifier que route solution de (X r, ~f,T, Q,) 
est solution de (X T, cgr, Q,). Autrement dit nous pouvons supposer, et nous 
supposerons, que 0 <  Y< ~ .  

Soit encore c~,, le triplet d6fini dans le th6or6me (6.6). D'apr6s (a), la T-unicit6 
pour (X, ~", Q) entraine la T-unicit6 pour (X, cg,, Q,). Or ~ " =  ~, d'ofl le r6sultat. 

Nous avons ddj~t soulign6 qu'il n'y a pas, en g6n6ral, d'implication entre la 
T-unicit6 et l'unicit6. Cependant on a: 

(7.2) Proposition. Soit Ps(X,  cg, Q). Supposons qu'il existe une suite (T,) de temps 
d'arr~t telle que P ( ~  {T,= oo})= 1 et qu'il y air T,-unicitO pour le problOme 

(n) 
(X, cg, Q) pour chaque n. Alors Pest  l'unique solution du problOme (X, cg, Q). 

Ddmonstration. Soit P'~(X, cg, Q). Par hypoth6se, les restrictions de P e t  de P'/~ 
({T, = oo}, Yc~ {T, = oo}) coincident (rappelons que S =  ~/~) .  Donc les restric- 

(t) 
tions de P et de P'fi  ( ~  {T,= oo}, ~- c~(U {T, = oo})) coincident. Or P ( ~  {T,= oo}) 

(n) (n) (n) 
=1, donc P ' (Q){T,=oo})=I  et on en d6duit que P'=P. 

(n) 

2. Nous allons montrer maintenant que, pour une classe raisonnablement vaste 
de processus, l'unicit6 entraine la T-unicit6 pour tout temps d'arr~t pr6visible 
T>0.  

On se place dans le cadre des hypothkses canoniques: f2=D([0, oo[), X est le 
processus canonique sur f2, ~.~~ s<t), ~t = l ~ - ~  = , et (Ot)t>=o d6signe le 

semi-groupe des translations sur Q, d6fini par X~+s=X~oO=. On note Q~ la 
probabilit6 sur (f2, ~o)  chargeant d'une masse 1 l'atome {X 0 = x}. 

Etant donn6e une mesure al6atoire p, on dOfinit une nouvelle mesure al6atoire 
-c~p par la formule 

~, p(o); A) = S p(co; ds, dx) 1A(S-- t, X) 1~,< =~, 

off A ~ ( ] 0 ,  ~ [ ) |  ~ 

Condition ( C). On dit que le triplet cg=(v, a, fl) vOrifie la condition ( C) s'il existe 
une famille [ptC~=(ptV, prO:, Ptfl)]t>=O de triplets v6rifiant: 

(i) Si A6~( ]0 ,  oo[) |  (resp. s=>0), ptv(oo;A) (resp. p,a=(co) et ptfls(CO)) est 
N([0, ~[) |  en (t, co). 
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(ii) On a identiquement 

p, v (0,(co);.) = ~, v(~o;.) 

Pt G(Ot(~ = cq+s(co)- at(co) (avec la convention oo - oo = + oo) (21) 

p, fls(O,(co)) = fl, + ~( ,~) -  fi,(o~). 

(iii) I1 existe une probabilit4 de transition W't(de)) de 

(~, x [0, ~ [, ~ (1R x [0, ~ D) 

dans (f2, ~') telle que px't~(X, ptCg, Q~) pour chaque (x, t). 

Exemples. Reprenons les deux premiers exemples du paragraphe 4.1: tout triplet 
donn~ par les formules (12) ou (13) vdrifie la condition (C). Dans le second cas 
(formules (13)) on peut choisir ptCg= cg, et prendre pour W 't l'unique solution du 
probl6me (X, cg, Qx), la mesurabilit6 en x 6tant bien connue. Dans le premier 
cas (formules (12)), on peut poser 

Ptv (o2; ds, dx) = ds F t +s(dx), 
t + s  

P,G = S a, du, 
t 

t + s  

p, s = S b du. 
t 

p/g  est donn6 par des formules analogues /t (12), et le probl6me (X,p~Cg, Qx) 
admet donc une solution et une seule px, t; nous laissons au lecteur le soin de 
prouver que W't(B) est mesurable en (x, t) pour tout BeY.  

Remarques. 1. La formulation un peu compliqu6e de la condition (C) permet 
de rendre compte ~t la lois des processus ~t accroissements ind4pendants non 
stationnaires, et des processus de diffusions. En fait cette formulation est adapt6e 
/t tousles  cas off la solution est un processus de Markov (6ventuellement non 
homog6ne). 

2. Dans les exemples ci-dessus, la transition W't(do~)est unique; mais cette 
unicit6 n'est pas impos6e par la condition (C). 

(7.3) Th6or6me. Supposons que le triplet cg v&ifie la condition (C), et que P soit 
l'unique solution du probl~me (X, ~, Q). Pour tout temps d'arr~t T>0 relatif g~ la 

famille(~,~t~ il y a T-unicitO pour le problOme (X, cg, Q_.). 

Remarque. On d6montrera en fait le r6sultat suivant, un peu plus fort que la 
T-unicit6: si P' ~ (X T, cffr, Q), alors les restrictions de P et de P'/t  (f2, ~-o) coincident. 
Au prix de quelques complications, on pourrait supprimer l'hypothhse ~ T>0~ .  
Par ailleurs, remarquons que tout temps d'arr~t pr6visible T pour la famille 
(~), tel que {T=0}~@ ~ est un temps d'arrat pour la famille (~t~ 

Commengons par deux lemmes, qui sont des conshquences faciles de rhsultats 
dfis ~ Courr6ge et Priouret [2]. Td6signe un (fft~ d'arrat. 

(7.4) Lemme. On a ~O (~OTI(~)=a(XT). 

DOmonstration. I1 est clair que X Test mesurable par rapport ~t ~ 9  et / t  Or 1 (~-). 
Inversement soit A ~ ~T ~ ~ O r ~ (if): il existe B e~- tel que A = 0T t (B). Soient alors 
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co et co' v6rifiant Xo(co)=Xo(co'); comme f2 est l'espace canonique, il existe & 
et cb' tels que T(d))= T((5'), que Xs(d) ) = X,(cS') pour tout s _<_ T(cb), et que 0r(dO ) = co 
et 0r(d/)= co'. D'apr6s [2], l'hypoth6se A s ~ r  ~ implique alors que la((5)= 1A(Cb'), 
doric l~(co)= 1B(co' ). Toujours d'apr6s [2] il en d6coule que B ~ ~  d'ofi 
le r&ultat. 

(7.5) Lemme. Soit W une fonction ~-mesurable sur (2. Il existe alors une fonction 
~-fT~ | W sur Y2 x 5, telle que W(co, .) soit f~-mesurable pour tout co 
et que W (co, r(co) + t, x)= W(co, Or(CO), t, x) pour tout t>0.  

DOmonstration. D'apr4s un argument de classe monotone, il auffit de prouver 
le r6sultat lorsque West de la forme W=llo,s3• Off S est un temps d'arr4t 
(pour la famille (G)), et off A e g .  Mais d'apr6s [2] il existe une fonction Yr ~ |  
mesurable S sur f2 x f2, telle que 

(i) pour tout co, S(co, .) est un temps d'arr~t, 

(ii) on a identiquement S(co)v T(co)= r(co)+S(co, Or(co)). (22) 

Une v&ification 616mentaire prouve alors que 

W(co, co', s, x)= 1~_<~,~o,)~ 1A(X ) 

rdpond/t  la question. 
Supposons alors que (ff v6rifie la condition (C), et soit P ' s ( X  r, ~r, Q). Comme 

P~'r(~~ et comme ~ - = ~ r ~  -) d'apr6s [2], le lemme (7.4) 
implique que la formule 

/5(A c~ 0T ~(B)) = E' [1 a px~, r(e)] ' (23) 

Off A ef f r  ~ et B e S ,  ddfinit sans ambiguit5 une probabilit6 15 sur (O, ~) .  De plus 
les restrictions de 15 et de P' ~t (f2, fro) coincident. Comme ~ c fiT ~ le th6orSme 
sera prouv5 si on parvient /t montrer que Pe(X, cg, Q), puisqu'alors on aura 
/5__p. 

(7.6) Lemme. Soit N'eJCZlor ). Soit (ptN),>=o une famille de processus continus 
d droite et limitds gt gauche, dont les sauts sont bornds par un nombre afini. Supposons 
que pour tout s>O, ptN~(co) soit ~([0, ooD| en (t, co), et que pour 
tout (x, t), ptN eJgloo(px't). La formule 

f Nt'(co) si t 6 r(co) 
~(co)= (N~.(co) + [pr~o,)N~_r,o)-pr(o~)No] ~ 0r(co) sit>= T(co) (24) 

dOfinit alors un dldment de ~r 

DOmonstration. Soit (R',) une suite localisante pour N'. Posons 

n(n, t)=inf(s:  Ip, N~t>n) 
et 

R' ,~ , , [ ,(co) si R',(co)<T(co), 
t%tco~=lr(co)+R(n, r(co)) o OT(co ) sinon. 

Comme P'(lim R', = oo) = 1 et comme PX'~(lim R (n, t) = oc) = 1, il est clair que 
(n) (n) 

P ( l i m R , = o e ) = l .  D'autre part [ ~ ~  donc les variables 
(n) 
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(~/~")t->0 sont uniform6ment int6grables pour /5. I1 nous reste alors ~t prouver 
que pour tout ne t  tout temps d'arrSt S, on a/~(fiT}"--/Vo)=0. 

Soit alors la fonction S associ6e h S par (22). Soit A e ~  ~ D'apr6s (24) et le 
fait que p~NR("'oeJg(PX't), on a 

/~rl I~Tr+Rc., .oO~_f~r) ] -  " R<n,r>oO~ 
L~A t  ~ '  S v T - -  E [1A(Pr N~.,  oT(.)) - PT No)  o OT1 

Pr[.~ ,'~ 1 [rn'llq'XT(a)), T(co)t~ ~dRfn, T(m)) = ~  t-,~,j ~At~,j~ WT(o~)~,~(~, .) --PT(ro)No) =0. 

Comme {/~ ,>T}eY ~ il vient alors, puisque N'R~eJ/(P'): 

~ ( ~ ,  Kr ~_E, tN.,R;, N , x •  (~T+R(n,T)oOT s ]l 
x.r i S A T - -  01 r L {T<_Rn}~. S v T  --'~'T]J ~ 0 "  

D~monstration de (7.3). Soit W e )  + tel que W = 0  sur [0, 7] x E. Soit W la fonction 
associ6e ~t W par le lemme (7.5). En utilisant (23), le fait que W'te (X ,  pt(d, Qx), 
et enfin (21), on voit clue 

M~(W) = /~[Z  l(dx, o0~. o ) W(. , T +  s, A X~ o OT)I 
(s) 

--/~[~ l~x,o0~,0/W(.,  Or(.), S, AX,  o OT)] 
(s) 

= ~ P'(d co)E xT (~)' r(o~) [ ~  I~A x~* ol W(CO,., S, A X~)] 
(s) 

= ~ n,(dco)EXT(,o), r(,,) [~ PT(,o)V(.; ds, dx) W(co,., s, x)] 

= E [~ PT V(OT (:); ds, dx) W(.,  T+ s, x)] = M~(W). 

D'autre part si W e )  + est nul sur ]T, oo[ xE,  il est clair que 

Mu(W)=M~, (Wlto, rl)=M~ (Wl[o, r l ) - M  ~ (W). 

Par suite M~(W)= M~(W) pour tout W e )  +, donc vest  la projection pr6visible 
duale de # pour P. 

Soit M = X ~  Posons p t M = X ~  un calcul simple bas6 sur (21) 
montre que (ptM~-ptMo) oOt=Mt+~-Mr On par hypoth~se MTe,///lloc(P'), 
ptMe,///dlo~(p:,, t), et la famille (PtM) v6rifie les conditions du lemme (7.6). Comme 
on peut d6finir M it partir de M r et de (ptM) par la formule (24), on en d6duit 
que Medt'to~(P ). Cela implique d'une part que X est une semi-martingale pour/5, 
et d'autre part que c~ est la seconde/5-caract6ristique locale de X. 

On a AM=AXI{IAXI~I}. Donc si g(co, t,x)=xl~lxl<=l}, on a A M . # = U . # ,  
ce qui implique Meu(A M IN)= U. D'apr6s le th6or6me (1.5) on a donc U e ~1or P), 
et exactement pour les m~mes raisons on a Ue(r On peut donc trouver 
un processus qui soit une version de l'int6grale stochastique U * (#-v)  pour P 
et pour /5. Par suite M ~ = M - M o - U ,  (# -v )  est la <<partie continue>> de la 
martingale locale M pour P e t  pour/5. Comme P e t  P' coincident sur (~2, ~,~r~ 
(M~) Test la partie continue de M r pour P'. Enfin une d6monstration analogue 
prouverait que p t M ~ = p t M - p t M o  - U ,  (#-pry) est la partie continue de pt M 
pour px, t. 

Posons N'-=[(M~)2-fl] r et ptN=(PtM~)2-pt  ft. Par hypoth6se, N' et (PtN) 
v6rifient les conditions du lemme (7.6), donc N d6fini par (24) est dans dglor ). 
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Or on v6rifie aisdment que ptM~ o Ot = Mr+s-Mr,  donc 

/~. f(Mt) 2 -  fie si t < T 
t = ~ ( M ~ ) 2 - f l t + 2 ( M ~ ) 2 - 2 M ~ M  ~ si t>=T. 

Mais le processus .~/It=I~T<t~M}(M[-M}) est une martingale locale pour /5, 
donc (Me) 2 - f i = ~ r - 2 ~ 5 / e ~ l o o ( P  ). Par suite fl est la troisi6me/5-caract~ristique 
locale de X, et /5~(X, cg, Q). D'apr~s la remarque pr6c6dant le lemme (7.6), la 
d6monstration est achev6e. 

On pourrait ensuite combiner le th~or6me (7.3) et la proposition (7.1), de 
fa~on/t montrer que l'unicit~ entraine la T-unicit6 pour tout (~~ d'arr~t T, 
pour une classe bien plus vaste de processus que ceux qui v6rifient la condition (C): 
c'est le cas par exemple des processus << de type markovien>> d6finis par Grigelionis 
[8]. Nous taissons au lecteur le soin de formaliser de telles g6ndralisations. 

Par contre nous allons ~noncer ~ nouveau les th6or~mes (4.2) et (4.3) lorsque 
la condition (C) est remplie: 

(7.7) Th~or~me. Supposons que cg, v~rifie la condition (C) et que P' soit l'unique 
solution de (X, cg,, Q,). Supposons que Pc(X ,  cg, Q) et que U { s ~ = s <  oo} =~[. 

(n) 
(a) Si Q ' ~ Q  et P'(G)= 1, on a P ' ~ P .  
(b) Si Q ~ Q '  et P(Gc~G)=I ,  on a P ~ P ' .  
(c) Si Q..,Q' et P'(G)=P(Gc~G)=I,  on a P ~ P ' .  

(7.8) Th~or~me. Supposons que cg vdrifie Ia condition (C) et que P soit l'unique 
solution de (X, cg, Q), Supposons que P' ~(X, off,, Q,) et que U { s , = s <  oo} =~. 

(n) 
(a) Si Q' ~ Q  et P'(Gc~G)=I,  on a P' ~P.  
(b) Si Q ~ Q '  et P ' (G)=P(Gc~G)=I,  on a P ~ P ' .  
(c) Si Q ~ Q '  et P ' (G~G)=P(Gc~G)=I ,  on a P,.~P'. 

8. D~riv~e de Radon-Nikodym et representation des martingales 

Nous allons maintenant d6montrer les r6sultats du paragraphe 4.3, et donner 
quelques compl6ments. 

(8.1) Th~or~me. Si le problOme (X, cg, Q) admet une solution et une seule P, 
celle-ci v~rifie la condition de representation des martingales. 

Ddmonstration. D'apr6s la proposition (5.8), il suffit de montrer que l'unique 
616ment Z~dglo+c(P) v6rifiant E(Zo[~-o~ Meu(AZI~)=O et {ZC, MC)=0,  est 
Z = I .  

t + Soient alors Z ~J//lo~(P) un 616ment v6rifiant les conditions ci-dessus, et (T,) 
une suite localisante pour Z'. I1 est clair que Z 'r" v6rifie encore les conditions 
ci-dessus, donc d'apr6s le th6or6me (3.3), la probabilit6 Z' P e s t  solution du Tn" 
probl6me (X, c~, Q). Par suite Z'T," P = P  pour tout n, et on en d6duit que Z ' =  1. 

(8.2) Ddmonstration du thdorOme (4.5). L'assertion (a) est un corollaire de la 
proposition (5.6) et du th6or6me (3.3). Lorsque la condition (i) est v6rifi6e, 
l'assertion (b) d6coule simplement du th6or6me (3.3)(d) et de la proposition (5.7). 
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Lorsque la condition (ii) est r6alis6e, on a vu dans la d6monstration du th6or6me 
(6.5)(a) que 

P'(A) = lira E( l anls _ ~q  Zs.); 
(n) ~ - 

comme qZ est une surmartingale, on en d6duit d 'abord que 

1 = P'(Y2) = lim E(l~s,= ~o~qZ~) < E(qZ~) < 1. 
(n) 

Donc E(qZ~)= 1 et qZ~d//(P). I1 en d6coule 6galement que E(qZ~l(-]~s. < oo~)=0, 
(n) 

donc qZs=O P-ps sur ( ) { S , = S < o e } ,  et P'(A)=E(qZ~la), ce qui ach6ve de 
(n) 

prouver l'assertion (b). 

(8.3) Th6or/~me. Supposons que Pc(X,  ~, Q) v&ifie la condition de repr&entation 
des martingales. Alors toute probabilitd P ' ~ P  v&ifie dgalement cette condition. 

DOmonstration. I1 existe un triplet cg, donn6 par les formules (14) et une loi initiale 
Q' tels que P'e(X, oK, Q,). Dans la d6monstration du th6or~me (8.1) on a prouv6 
(il suffit d'y remplacer P par P') que, si P' ne satisfait pas la condition de repr6sen- 
tation des martingales, il existe une autre probabilit6 P" ~ P', solution de (X, cg,,Q,). 
Mais si q = d Q'/dQ, le th6or~me (4.5)(b) (condition (i)) entraine que les martingales 

./dP'l~)~\ [ _ "  dP" h /) 
E [ ~ f f  et E ~ d  P ~ sont toutes deux 6gales ~t qZ. Par suite P'=P", ce 

qui engendre une contradiction. 

Remarque. La condition P' ~ Pes t  relativement forte, puisque si les P'-caract6ris- 
tiques locales de X sont donnhes par (9), elle implique P '(G)= 1. Cependant le 
thhor6me (8.3) (ainsi d'ailleurs que le th6or6me (3.3)) reste 6videmment valide si 
on remplace P ' ~  P par: pour tout t fini, la restriction de P' ~t (f2, ~ )  est absolu- 
ment continue par rapport ~t la restriction de P ~t (f2, ~ ) ;  cette condition implique 
seulement P'(A,< or)= 1 pour tout t fini. 

Les th6or6mes (8.1) et (8.3) ont les cons6quences importantes, et plus ou moins 
classiques, suivantes: soit (~, (~),  ~,  (Xt), P) une semi-martingale quelconque, la 
farnille (~ )  6rant la plus petite famille continue ~ droite rendant X adapt6. 
Supposons que pour tout t fini, la loi de (X~)o_<~<t soit absolument continue par 
rapport gtla loi d'un processus gt accroissements ind~pendants (cg donn6 par (12)), 
ou d'un processus de diffusion (oK donn6 par (13)) sur 1-0, t]; alors la condition de 
reprdsentation des martingales est satisfaite. 
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