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Ausgehend von dem Begriff der unscharfen Menge (J.A. Goguen Zbl. 145, 
244) wird eine MaB- und Integrationstheorie auf unscharfen Mengen so 
formuliert, dab sie, wie Satz 2 und Beispiel 2 zeigen, die von L.A. Zadeh ent- 
wickelte Theorie von Wahrscheinlichkeitsmagen auf unscharfen Ereignissen 
(Zbl. 174, 490) umfal3t. Satz 3 garantiert die Positivit/it und Linearit~it des 
Integrals von unscharfen Funktionen. Im Spezialfall G = {0, 1} erh/ilt man die 
tibliche Theorie finiter, reellwertiger Mal3e. 

w 1. Einleitung 

Das yon Zadeh 1965 entwickelte Konzept yon unscharfen Mengen, das zun~ichst 
durch Probleme aus den Anwendungen motiviert wurde, land in den folgenden 
Jahren Eingang in unterschiedlichste Bereiche. 1968 erweiterte Chang 1-13 unter 
Verwendung von unscharfen Mengen topologische R~iume zu unscharfen topo- 
logischen R~iumen. In Analogie hierzu strebt die vorliegende Arbeit eine Verall- 
gemeinerung von Mal3r~iumen zu unscharfen MaBr/iumen an, die einerseits an 
der Einbeziehung der von Zadeh [16] entwickelten Theorie von Wahrscheinlich- 
keitsmagen auf unscharfen Ereignissen orientiert, andererseits an einem brauch- 
baren Integralbegriff fiir unscharfe Funktionen interessiert ist. Dabei kommt 
Satz 2 hinsichtlich der Einordnung der Zadehschen Theorie eine Schltissel- 
position zu. Satz 3 zeigt, dab die Struktur des unscharfen Magraumes so angelegt 
ist, dab bei geeignet gew~ihlten algebraischen und verbandstheoretischen Opera- 
tionen ein positives, lineares Integral von unscharfen Funktionen definiert werden 
kann. 

Zun~ichst erinnern wir an einige Definitionen und Notationen: Es sei stets 
(G, A, v ) e ine  regul/ire 1 Boolesche Algebra, < die durch die Verbandsoperatio- 
nen auf G induzierte Halbordnung und L eine beliebige, nicht leere Menge. Nach 

1 Das heiBt vollst~indige B.A. yon abz~ihlbarem Typus, in der das Diagonalprinzip gilt (vgl. [12]) 
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Goguen [2] heiBt jedes Element fEG L eine G-unscharfe Menge in L und jedes 
Element ~ e G L • L mit den Eigenschaften: 

ll~Ll" V {I]/(11, 12) 112~L2} = ~  (1.1) 

l~ ~ L~ ; 12 , l i e L 2/x l 2 :# l 2 �9 ~/(11,/2) A 0(l~, 12)= 0 2 (1.2) 

eine G-unscharfe Abbildung 3 yon der (gewShnlichen) Menge L 1 in die (gewShn- 
liche) Menge L 2. Das Urbild einer G-unscharfen Menge f in  L 2 unter einer G-un- 
scharfen Abbildung ~: L1---~L 2 ist eine G-unscharfe Menge ~ -~ ( f )  in Lt, die 
durch 

11 ~LI'  0-1(f)(11)= ~/{~(/1,/2) Af(Ia) ll2EL2} (1.3) 

festgelegt ist. SchlieBlich erh~ilt G L die Struktur einer vollst~indigen Booleschen 
Algebra, wenn wir die durch < mittels 

fl,fa~GL: fl~f2,z~Y leL: fl(l)<f2(l) (1.4) 

a u f  G n induzierte Halbordnung ~< betrachten. 

w 2. G-unscharfe Maflr~iume 

Definition 1. (a) Unter einem G-unscharfen MeBraum auf L verstehen wir ein 
Paar (L, 93l), wobei 9Jr eine a-vollst~indige Boolesche Unteralgebra yon G L ist. 

(b) Es seien (L1, 9~1) und (L2, ~2)  G-unscharfe MeBr~iume u n d ~  eine G-un- 
scharfe Abbildung yon L 1 nach L 2. ~ heil3t (9312, 9Jt/)-megbar, wenn ftir jedes 
f e g ~  2 0 - 1 ( f ) f f ~ f J l l  ist. 

Bemerkung I. Benutzen wir die durch (unscharfe) G-Relationen induzierte Kom- 
position (vgl. Goguen [2], Zadeh [17], Kaufmann [-7]) zwischen G-unscharfen 
Abbildungen, so konstituieren die G-unscharfen MeBr~iume in Verbindung mit 
den G-unscharfen, megbaren Abbildungen als Morphismen eine Kategorie. 

Beispiel I. (a) Jedes f~  G L induziert eine G-unscharfe Abbildung ~c~ yon L in die 
Menge IR aller reellen Zahlen durch 

[ 0 [ f ( l ) : r=l  ] 
(1, r)eLxlR: ~%.(1, r)={Cf(l): r = 0  ~, 

: r+-O, r+ 1 

und ~cy heiBt die G-unscharfe, charakteristische Funktion yon f Ist (L, gJl) ein 
G-unscharfer Mel3raum, ~B~ das System der (gew6hnlichen) Borelschen Teil- 
mengen von IR, dann ist ~c I genau dann (gJt, ~3Q-megbar, wenn f e ~ l  ist. 

(b) Es sei ~3 x eine a-perfekte ~ Mengen-a-Algebra auf einer nicht leeren Menge 
X und .~(X, G) die Menge aller Booleschen a-Homomorphismen c~: ~3x~ G. 

2 0 bzw. ~ bezeichnen das Null- bzw. Einselement in G 
3 (1.2) zusammen mit (1.1) Jst eine geringfiigige Anderung der yon Goguen vorgeschlagenen Defi- 
nition; vgl. [2], S. 162 
* Sikorski [-11], S. 98, S. 114 
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Jede Menge Bef8 x definiert eine G-unscharfe Menge fB ha ~(X, G) in folgender 
Weise 

cr ~(X, G): fB(a ) = ~(B). (2.1) 

Dann ist s163 eine a-vollst~indige Boolesche Unteralgebra von 
G~(X, o) und (S3(X, G), s163 ) ein G-unscharfer MeBraum. Identifizieren wir nun 
jedes x ~ X  mit einem 2-wertigen o--Homomorphismus i(x): f S x ~ G  , so ist die 
injektive Abbildung i: X ~ 3 ( X ,  G) (~Bx, s 

Ist nun X =IR und ~3~ das System der Borelschen Teilmengen von IR 4, dann 
kann in Anlehnung an Olmsted [9] und Sikorski [10] (vgl. auch Kappos [5], 
S. 95) S3(IR, G) mit der Struktur eines bedingt vollst~indigen Vektorverbandes 
ausgestattet werden. Die algebraischen und verbandstheoretischen Operationen 
sind durch folgende Relationen erkliirt: 

r0~IR, B(ro)=]ro, +c~[, 0q, %E~3(1R, G)' 

(% + ~2)(B(ro))= ~/{C~l(B(r'))/x % (B(r")) ] r '+ r"=  r o } 

(cq/~ ~2)(B(ro))= OC 1 (B(ro))/x %(B(ro) ) (2.2) 

x > O, cr e ~3(]R,G): (x. o~)(B(ro) ) = cr 

x<0, ~ E~(IP,, 6): (x. ~)(B(ro))= V C~(B((ro/X)- 1/n)). 
n~N 

Offenbar fungiert der o--Homomorphismus %, der durch 

festgelegt ist, als Nullvektor in 53(IR, G). Da in der reguliiren Booleschen Algebra 
G das Diagonalprinzip gilt, ist ebenfalls in ~3(IR, G) das Diagonalprinzip erftillt. 
Insbesondere ist also ~(IR, G) vom abz~ihlbaren Typus (vgl. Kantorovi5 et al. [-4]), 
schwach o--distributiv und jede ordnungsfundamentale Folge in S3(IR, G) ist ord- 
nungskonvergent (vgl. Vulikh [13], S. 335). 

Wir definieren nun eine Mal3- und Integrationstheorie im Kontext yon G-un- 
scharfen Mengen, die in engem Zusammenhang mit vektorverbandswertigen 
Mal3en steht. 

Definition 2. Es sei L eine beliebige, nicht leere Menge. (a) Eine auf einer Boole- 
schen Unteralgebra 9I yon G L definierte Abbildung m mit Werten in S3(IR, G) 
heil3t ein (positives) endlich additives G-MaI3 auf 9.1, wenn m die Eigenschaften 

(m 1) fe2I:  re(f)> % (Nichtnegativit~it) 

(m2) f~,f2~gX, f~ /xf2=7~5: m(fl vf2)=m(f~)+m(f2) (Additivitiit) 

besitzt. 



182 U .  H 6 h l e  

(b) Ist (L, 93l) ein G-unscharfer MeBraum und # ein endlich additives G-MaB 
auf ~Jl, welches die Bedingung 

(m3) ( f , ) , ~  ~I)IN, f ,  Af,~=;~4) (n#:m): 

( i )  #(Vf , )  = V #(fk) (a-additivit~it) 
n~R",I n~N \ k ~  1 / 

erfiillt, dann heiBt # ein a-additives G-MaB auf 9)l und das Tripel (L, 9)l, #) ein 
G-unscharfer MaBraum. 

Bemerkung 2. Im Falle einer 2~~ regul~iren Booleschen Algebra G 
kann jedes a-additive G-MaB # auf 9J~ mit einer G-unscharfen Abbildung 0r  yon 

nach IR identifiziert werden. Dabei besteht zwischen # und 0r  die Beziehung: 

( f  r)sgJt x IR: Or(f, r)= g(f)({r}). 

Betrachten wir insbesondere den Fall G=  {0, ~}, so erhalten wir aus der in den 
obigen Definitionen niedergelegten Begriffsbildung die iibliche MaBtheorie 
finiter, reellwertiger MaBe. 

Satz 1. Es sei m ein endlich additives G-Marl auf einer a-reguliiren Booleschen 
Unteralgebra 9,i yon G a, welches der Bedingung 

(m3') (f,),~eg,1 ~, L>~L+l, AL=z+: A re(L)=% 
n e N  n~N 

geniigt. Dann kann m genau zu einem a-additivrn G-Marl # auf der kleinsten, a-voll- 
stiindigen Booleschen Unteralgebra Y(9.1) vgn G L, die 9.I enthiilt, fortgesetzt werden. 

Beweis. Nach Sikorski [-11] existiert eine Mengen-a-Algebra ~ und ein a-Ideal 
A in ~ ,  so daB o~/A a-isomorph zu der Booleschen a-Algebra 5~ ist. Es sei 
daher j der kanonische a-Homomorphismus yon o ~ auf ~ / A  und ~0 ein a-Iso- 
morphismus yon Y / A  nach 5~(9.1). Offenbar ist ~=(q~oj)-l(g[)  eine Mengen- 
unteralgebra von ~,~, die A umfaBt, und die Einschr~inkung von (p oj auf die yon 

erzeugte Mengen-a-Algebra ~l ~ ist eine surjektive Abbildung yon ~o~ auf 
5Q9.I). Weiterhin induziert m ein endlich additives , .~(IR, G)-wertiges MaB v auf 
~l dutch 

A ~ :  v(A) = m(q)(j(A))). 

Aufgrund von (m 3') ist ve in  MaB und kann, da SS(IR, G) schwach a-distributiv 
ist, nach Wright [-14] genau zu einem a-additiven, ~(IR, G)-wertigen MaB ~ auf 
9~ ~ fortgesetzt werden. Wir definieren nun eine Fortsetzung/~ von m in folgender 
Weise: 

f~5~(9.1):/~(/)=V(A), falls (q) o j ) (A)=f  (2.3) 

Beachten wir die Beziehung 

A ~ A c_ ~:  V(A) = v(A) = m(z4~) = ~o, 

so ist # durch (2.3) wohldefiniert, und wir erhalten aus ~ die gewtinschten Eigen- 
schaften yon #. Q.E.D. 
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Tr~igt die zugrundegelegte, regul/ire Boolesche Algebra G ein Wahrschein- 
lichkeitsmaB, dann kann jeder finite gewShnliche Mal3raum zu einem G-un- 
scharfen Magraum so erweitert werden, dab die von Zadeh [16] entwickelte 
Theorie von Wahrscheinlichkeitsmagen auf unscharfen Ereignissen sich in die 
Theorie yon G-unscharfen Mal3r~iumen einordnen l~il3t. Wir bezeichnen daher 
mit (~2, 15, p) einen vollst~indigen Wahrscheinlichkeitsraum, mit I v das a-Ideal 
aller p-Nullmengen in (5 und mit Jo den kanonischen a-Homomorphismus von 
t5 auf I~ = 15/I v. Dann ist (5 eine regul~ire Boolesche Algebra, und durch ~ ~ =P 
wird auf (~ ein strikt positives Wahrscheinlichkeitsmag ~ definiert. Ferner kann 
~(IR, Ig) bekanntlich mit dem Vektorverband 3(f2) aller p-fast-iiberall auf ~2 
definierten Zufallsvariablen identifiziert werden (vgl. Kappos [5], S. 95, S. 161; 
Sikorski [11], w 43). Mit diesen Vereinbarungen formulieren wir den 

Satz 2. Es sei (L, ~ ,  2) ein gewOhnlicher Mafiraum auf L mit finitem Marl 2 und 
9.1;~ die Menge aller tg-unscharfen Mengen f in L mit der Eigenschaft: 

C a r d ( f ( L ) ) < N  o und VAet~: f - I ( {A} )e2P.  

Dann existiert ein l~-unscharfer MaJ3raum (L, 9J~x, #~) auf L, so daft die Bedingungen 
(i) 931 x ist die kleinste a-vollstiindige Boolesche Unteralgebra yon e L, die 9.I~ 

umfafit, 

(ii) "V f~?i2~z: ~ #z(f)  dp = ~ ~ of d2 
L 

erfiilh sind. 

Beweis. (a) In Analogie zu (1.4) erkl/iren wir auf 15L eine Halbordnung _~ durch 

-=L v t L: 

und 15L erh~ilt damit die Struktur einer a-vollst~indigen Booleschen Algebra. 
Ferner induziert jedes Element f s  15L eine Abbildung ~o2 von ~2 in die Potenz- 
menge ~(L) von L in folgender Weise: 

co~2: ~o$(co)= {l~Llcoef(1)}. 

Damit erhalten wir: 

lEL: (p f a ( { A ~ ( L )  ] I~A})=f(I), 

co E g2: ~o $~ ~(co) = cp i(co ) n ~o~(~o), 

toe f2: ~of~(co) = ~os-(co ) u ~o~(o), 

{cos  I = U (f(O A h(O). 
1EL 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

Ist nun ~[x= {fe15L [ Card ( f (L))<No,  VAe15: f - l ( {A})eL~} ,  dann ist die Zu- 
ordnung f---'Jo o f  eine surjektive Abbildung von 9i~. auf 9.1x, und es gilt: 

( f~9~:  (p$(~2)___Y) und ( A ~ ( L ) :  (pyl({A})~15). (2.8) 
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(b) Es sei mit ~ die zu ~ geh6rende p-fast-iiberall definierte Zufallsvariable 
bezeichnet. Die Beziehung (2.8) gestattet nun eine Abbildung m z von 9/a nach 
,3(0) (~  ~(IR, I~i)) in folgender Weise zu erkl~iren: 

fEg.Ia: mz(f)=2oq)%, falls leg.ix und joof=f (2.9) 

Die Formel (2.7) zeigt, dab mz durch (2.9) wohldefiniert ist. Ferner entnehmen wir 
aus (2.4)-(2.6) im Zu~mmenhang  mit der endlichen Additivit~it von 2, dab m z 
ein endlich additives tS-Ma13 auf der Booleschen Unteralgebra 9.1a von (~L ist. 
Um mz zu einem a-additiven (5-Ma13 auf der kleinsten, a-vollst~indigen Booleschen 
Algebra 9314, die Nx umfal3t, fortzusetzen, gentigt es in Hinblick auf Satz 1 ffir mz 
die Bedingung (m 3') zu bestiitigen. Wir bemerken zun~ichst, dab fiir jedes f E ~ z  
aufgrund von (2.8) die Menge ~={(co, 1)EO x L I/E~,0;(m)} ein Element der Pro- 
dukt-a-Mengenalgebra (5}< ~ ist. Aus (2.4) in Verbindung mit dem Satz yon 
Fubini erhalten wir: 

y2o~oddp= 5 z~d(px2)=YP~176176 (2.10) 
0 ~ x L  L L 

Ist nun ( f , ) ,~  eine monoton fallende Folge in 21~ mit /~ f ,  =)~e und (s eine 
Folge in ~[~ mitjo os =f . ,  so folgt aus (2.10): .ds 

inf(2 o (p;.)dp= ~ inf (/3 o s  
n~N L n~N 

m.a.W, es gilt: /~ mz(f , )=6(~%).  
neN 

(c) Es sei IF ={fE(~Li~)of 5e-meBbar, ~x( f )  dp= ~ofd2}.  Offenbar ist IF 
L 

beziiglich der in (1.4) niedergelegten Halbordnung eine a-monotone Familie 6 
in I~ L. Aufgrund yon (2.9) und (2.10) umfal3t IF die Boolesche Algebra 9/a und da- 
mit auch 9J~ a. Daraus folgt (ii). Q.E.D. 

Eine Anwendung yon Satz 2 auf den Lebesgueschen Wahrscheinlichkeits- 
raum und der damit verbundenen Einordnung der Zadehschen Theorie erl~iutert 
das 

Beispiel 2. Es sei v das Lebesguesche Mal3 auf [0, 1], 5Q die Menge aller Lebes- 
guesch mel3baren Teilmengen yon [0, 1], 9l~ das a-Ideal aller v-Nullmengen in 
s und j, der kanonische a-Homomorphismus yon s auf I~, = s Dann  ge- 
stattet die Beziehung 

1EL, de[O, liE: Od(l)=j~([O,d(l)]) (2.11) 

jede im Sinne yon Zadeh [15] unscharfe Menge d in L mit einer ~,-unscharfen 
Menge O 6 in L zu identifizieren. Insbesondere ist die Abbildung O" [0, 1] L ~ s 
wenn wir die yon Zadeh vorgeschlagene Halbordnung 

dl, dz E[O , 1It: d~ ~ dz <=> V IE L : da (l) <_d2(l) 

n ~ N  n e ~  
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auf [0, 1]  L verwenden, em injektiver a-Verbandshomomorphismus. Ist nun 
(L, ~o,  2) ein weiterer Wahrscheinlichkeitsraum, dann existiert nach Satz 2 ein 
~-unscharfer Mal3raum (L, gJlx, kt~.) der beziiglich v und 2 die Bedingungen (i) 
und (ii) erfiillt. Aus (i) folgt zun~ichst, daf3 jede Lfo-mel3bare Funktion fE[0, 1] L 
- d.h. jedes nach Zadeh [16] unscharfe Ereignis - aufgrund der in (2.11) festge- 
legten Darstellung als ~-unscharfe Menge mit einem Element aus 93lx identifi- 
ziert werden kann. Unter Hinzunahme yon (ii) erhalten wit: 

P ( f ) = ~ f d 2 = ~ o O f d 2 =  ~ #~(Of)dv; 
L L [0, 11 

m.a.W.: das yon Zadeh formulierte WahrscheinlichkeitsmaB eines unscharfen 
Ereignisses stimmt mit dem Erwartungswert derjenigen v-fast-tiberall definierten 
Zufallsvariable iiberein, die dutch/=tx dem unscharfen Ereignis zugeordnet wird. 

w 3. Das G-Integral G-unscharfer Funktionen 

Es sei (L, 9J~, #) stets ein G-unscharfer Mal3raum, ~3n~ das System der Borelschen 
Teilmengen von IR und R(~3~) die im Beispiel 1 angegebene a-vollst/indige 
Boolesche Unteralgebra von G 5ca'G~. Die Formel (2.1) zeigt, dab die Zuordnung 
F: B ~ f B  ein Boolescher a-Isomorphismus von ~ auf R(~B~) ist. Ferner sei 0 
eine G-unscharfe Funktion, d.h. eine G-unscharfe Abbildung von L nach .~(IR, G) 7. 
Ist 0 (~J~,~l(~))-mel3bar, dann definiert 0 aufgrund von (1.i) und (1.2) einen 
a-Homomorphismus H o von ~3~ nach 99l durch 

B+ ~ :  H o (B) = 0 -  I(F(B)) = 0-1 (fs). (3.1) 

Das G-Integral yon 0 beziiglich des a-additiven G-MaBes # wird nun als das 
verallgemeinerte, stochastische Integral des a-Homomorphismus Hq, formuliert. 
Dazu ist es erforderlich, analog zum Lebesgueschen Integral auch im Falle des 
yon Kappos [6] definierten, verallgemeinerten, stochastischen Integrals eine 
Integration yon a-Homomorphismen in (abstrakten) Booleschen a-Algebren 
auszufiihren. 

Nach Sikorski [11] (oder Loomis [8]) ist jede Boolesche a-Algebra a-repr~i- 
sentierbar; insbesondere existiert also eine (gew/Shnliche) Menge X, eine Mengen- 
a-Algebra ~-aus Teilmengen von X und ein a-Ideal I in Y, so dab 9)t ~-Y/I .  
Mit h wird ein a-Isomorphismus yon i f / / a u f  9J~ und mitj der kanonische a-Homo- 
morphismus yon Y auf ~ / I  bezeichnet; wit erkl~iren aufff" ein .~(IR, G)-wertiges 
a-additives Mal3 #x durch 

A ~J~: #x(A) = #(h(j(A))). (3.2) 

Ferner kann nach Sikorski [11] jeder a-Homomorphismus H: ~3~g2R dutch 
eine (gewShnliche) Funktion ~OH: X ~ IR repr~isentiert werden, undes gilt: 

B ~ :  (h oj)(q)~ I(B)) = H(B). (3.3) 

7 Im Falle yon G = {0, ~t} erhalten wit den iiblichen Funktionsbegriff 
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Sind cp• und q5 n verschiedene, repr~isentierende Funktionen yon H, dann folgt 
aus (3.1), (3.2) und aus der a-Additivifiit yon/~x: 

#x({X ~ X ] q~H(X) + 0H(X)}) = %. (3.4) 

Besitze nun ein a-Homomorphismus H: ~ B ~  9)l eine im Sinne von Kappos [-6] 
~x-integrable, repr~isentierende Funktion p~, so ist aufgrund yon (3.4) das Ele- 
ment SH d~ = ~ ~on d#x durch H eindeutig festgelegt. Wit zeigen nun, dab ~H d# 

x 
auch yon der fiir 9)l benutzten Repriisentation (X, ~ ,  I) unabh~ingig ist. Es sei 
daher (X', ~-', I') eine weitere Repr~isentation von 9)l und ~o~ eine H repr~isen- 
tierende, (g ' ,  ~3~-meBbare Funktion yon X' nach IR. 

Behauptung. Ist qo H #x-integrabel, so ist auch qo~ #x,-integrabel, und es gilt." 

S din, = S all*x,. 
X X '  

Beweis. Far jedes h e n  sei 3 , =  {II ") [iEN} eine abz~ihlbare Zerlegung von IR in 
nicht leere, halboffene Intervalle 

II ')= [al "), b}nt[ mit sup {la}')-bln)]: i ~ N } < l / n .  

Wir definieren mel3bare Funktionen auf X bzw. X'  in folgender Weise: 

x ~ X :  q~a.(x)=al "), falls x~qk~l(I~")); 

" ' "x" = a{ ~) falls x' x ' ~ X '  % 3  ) ~, Eq)b-1(II')) �9 

Aus der Konstruktion der qo3~ und der #x-Integrabilit~it yon q~H folgt, dab fiir 
jedes n e N  

al ")" gx(II n)) = ~ al ")" la(H(II'))) 
ieN ieN 

existiert. Damit ist ftir jedes n~N p' px,-integrabel, und die gleichm~iBige Kon- 3 .  
vergenz der qo'3, gegen Pu' impliziert die #x,-Integrabiliffit von qo~. Aus der gleich- 
m~il3igen Kongenz der q)3~ und q)~ erhalten wir nun: 

~q)Hdl~x= V (~a l ' ) '# (H(I} ' ) ) ) )  = ~ q~'nd#x ,. Q.E.D. 
X hen  i sN X' 

Die oben ausgefiihrten fAberlegungen erm6glichen folgende 

Definition 3. Es sei ~p eine (g)l, !;t(~B~)-meBbare, G-unscharfe Funktion. Besitzt 
H o eine #x-integrable, repr~isentierende (gew6hnliche) Funktion (Pn,, so heil3t 0 
/~-integrabel, und unter dem G-Integral yon 0 tiber L beziiglich # verstehen wir 
ein Element ~e.~(lR, G), das durch die Beziehung 

= 0 = S H0 d .  = f (3.5) 
L X 

festgelegt ist s. 

s Im  Fal le  yon G =  {0,11} s t immt  das  G-Integral  mi t  dem Lebesgueschen  In tegra l  reeller Funk-  
t ionen  t iberein 
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Auf der Menge IF(L) aller G-unscharfen Abbildungen von L nach ~(IR, G) 
fiihren wir eine Vektorverbandsstruktur ein: 

ff/l' ~2elF(L); r ~ JR'-, {0}: 
(01 +02) (  1, c0= V {01(/,a') A 02(l, r I c~' + c~" = , }  (3.6) 
(~,, A 09(l ,  ~)= V {r "9 A 0~(I, cr I r A ."  =c,} 

( r r  )(I, cO = r ( l / r )  �9 a). 

Aus (1.3), (2.1) und (2.2) erhalten wir folgende Beziehungen: 

r , r ' , r " e~ : (O l+O2) - l ( fm , . ) )=V  {O~l(f~(w))Atp;l{f~(~,,))Jr'+r"=r}, (3.7) 

(01 A ~2)- 1 (fm,)) = 01-1 (fmr)) A r 1 (fB(~)), (3.8) 

r o > 0: (r o - ~,)- 1 (fm~)) = 0-1 (fm~/~o))" (3.9) 

Aus (3,7)-(3.9) folgt, da die kleinste, a-vollst~indige Boolesche Unteralgebra yon 
G ~5~, ~ die {fm~) ] reQ} umfal3t, mit R(~3~ tibereinstimmt, dab unter den in (3.6) 
definierten, algebraischen und verbandstheoretischen Operationen die Menge 
IM(L) aller (93l, R(~3~)-meBbaren, G-unscharfen Funktionen ein Vektorverband 
ist. Im Falle yon #-integrierbaren, G-unscharfen Funktionea~ erhalten wir den 

Satz 3. (a) Die Menge ILl(L, 9"3l, #) aller (~J~, R(~)-mefibaren,  #-integrierbaren, 
G-unscharfen Funktionen bilden einen Teilvektorverband yon IM(L), uncl die Zu- 
ordnung ~ ~ ~ ~ d# ist eine positive, lineare Abbildung yon ILl(L, 9J~, #) nach .~ (IR, G). 

L 

(b) fEg)l: ~cf  d # = # ( f ) .  
L 

Beweis. Zu (a). In Riickgriff auf die in [6] angegebenen Eigenschaften verallge- 
meinerter, stochastischer Integrale geniigt es in Bezugnahme auf (3.5), die nach- 
stehenden Beziehungen zu best~itigen: 

(h o j)(97r7(10, +e 2)(B(r))) = (h oj) (((fl//e ' q- (p/_lo2)- 1 (B(r))), (3.10) 

(h o j)(~0/~(11A ~ 2)(B(~')))  = (h O j ) ( (M in  ((PH,, (Pn~,2))-' (B(r))), (3.11) 

(ho j)(cp~(~o "0)(B(r))) = (h o j)((r o �9 (PIle)- l(B(r))). (3.12) 

Wit beschr/inken uns darauf, hier nut (3.10) zu verifizieren. Der Nachweis yon 
(3.11) und (3.12) vert~iuft dann entsprechend. Da h oj ein (r-Homomorphismus 
ist, ziehen wir zur Beweisftihrung nut rationale r heran. Aus (3.1) und (3.3) er- 
halten wir in Verbindung mit (3.7): 

(h oj) (~%,  + ~2)(B(r))) 

-- V { r  ~ (fmr.)) A 021(f~(r,,))lr'+r ' '=r} 
= (h o j)  ((~on, ' + (Pn. 2)-  ' (B(r))). 

Zu (b): Ist A c X  mit (hoj)(A)=f, dann i s t  die charakteristische Funktion ZA 
eine ~:s repr~isentierende Funktion. Q.E.D. 
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Zusatz. Ist die zugrunde gelegte Boolesche Algebra a-distributiv, dann ist der 
Vektorverband IF(L) bedingt a-vollsfiindig. In diesem Falle erlaubt das G-Integral 
aul3erdem, Grenzwerts~itze vom Typus ,,Beppo Levi" zu formulieren. 
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