
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 
55, 261-273 (1981) 

Zeitschrift ffir 

W a h r s  c h e i n l i c h k e i t s t h e o r i e  
und verwandte Gebiete 

�9 Springer-Verlag 1981 

Vitesses maximales de d6croissance des erreurs 
et tests optimaux associ6s 

Lucien Birg6 

UER de Math6matiques - E.R.A.C.N.R.S. 532, Universit6 Paris VII, 
2. Place Jussieu, F-75251 - Paris Cedex 05 (France) 

Summary .  Under  reasonable  condit ions on O, both  errors of  the tests that  
the law of a sample  of size n belongs to O. go to zero like exp[--c~n]  and 
exp [ - - f i  n]. We shall determine the best possible values for ~ and fi and give 
a construct ion of  sequences of  tests for which the errors decrease with such 
an op t imal  rate. 

I. Introduction 

Cons id&ons  une suite d 'observat ions  ind6pendantes.  6quidistribu6es 
x~ . . . . .  x ...... d 'une variable al6atoire x ~t valeur dans un espace mesur6 (E. E) et 
supposons  que l 'on veuille tester l 'hypoth6se que la loi de x appar t ient  ~ u n  
sous-ensemble  O de l 'ensemble des probabil i t6s sur (E, C). On utilisera pour  cela 
une suite ~o,(x I . . . . .  x,) de fonctions de tests et l 'on va s'intdresser fi la suite 
{ % } , ~  des niveaux et /t celle des erreurs de seconde esp6ce en un point  Q. 
{fi ,(Q)},~.  d6finies par :  

% = s u p l E e , [ e p , ( x  i . . . . .  x,)];  f i , (Q)=lEe,[-1-ep, , (x  I . . . . .  x,)]. Q e O  ~ (1.1) 
P e O  

off P" (resp. Q") est la mesure  produi t  tensoriel de P (resp. Q) n lois par  elle-mame. 
Les t ravaux de Bahadur  [1, 2 t, Brown [3 t et plus r6cemment  Tusnfidy [-7, 

8] ont mont r6  que l 'on peut  souvent  obtenir  pour  ces suites des vitesses de 
d6croissance exponentielles,  sugg6rant de compare r  les per formances  asymptot i -  
ques des suites de tests en c o m p a r a n t  les coefficients de ces exponentielles et de 
chercher  leurs valeurs optimales,  Ceci nous a m i n e  fi poser  les ddfinitions 
suivantes:  

Ddfini t ion 1. Soit {(p ,}n~= ~b une suite de fonctions de tests de O, le test associ6 
/~ ~o n 6tant fond6 sur n observat ions,  de niveau % et erreur ft,(Q) en Q. Les 
quantit6s 

~ = l i m  n -1 log ~,. fl(Q) = l i ra  n -~ log fi~(Q), Q e O  c (1.2) 

seront  dites respect ivement  log-niveau et log-erreur  en Q de la suite de tests ~b. 
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Soit ~A(O) rensemble des suites de tests de O de log-niveau inf6rieur/~ - A ,  
on pose 

B(A, O,Q)=  - inf /~(Q). (1.3) 
{q~}e~A(O) 

Une suite de tests de log-niveau - A  sera dite logarithmiquement asymptoti- 
quement optimale (L.A.O.) en Q si sa log-erreur en Q est B(A,O,Q). Posons 
B(A, O, Q) = inf B(A, P, Q). alors 

P~O 

B(A, O, Q) <=B(A, O, Q). (1.4) 

Donc si une suite de tests a une log-erreur en Q 0gale /t /~(A, O, Q), elle est 
L.A.O. Nous allons ici nous efforcer de construire des tests L.A.O., dans un 
cadre suffisamment g6nOral lorsque O est relativement compact. 

lI. Hypoth6ses 

Les observations x 1 . . . .  ,x . . . . .  sont des points d'un espace mesur6 (E,g) et 
l ' ensemble/ f t  1 des probabilit6s sur (E, g) est muni d'une structure topologique. 
Si P et Q sont deux 616ments de J/g1, on rappelle que l 'information de Kullback 

dP 
K(P,Q) est d6finie par K(P,Q)=~log~dP, d'ofi O<=K(P,Q)<= + co. 

Un ensemble G de fonctions positives est dit log-born6 si flog gl est born6 
pour tout g dans G et uniform6ment log-born6 s'il existe un r6el N tel que 
I logg[<N pour tout g dans G. Si G est un ensemble log-born6 de fonctions 
mesurables, on notera 

KG(P, Q) = sup [~ log g dP - log ~ g dQ], (2.1) 
g~G 

en remarquant que K G (P, Q) = K(P, Q) si G est l'ensemble de toutes les fonctions 
log-born6es. 

Nous supposerons donn6s un ensemble d6nombrable log-born6 F de fonc- 
tions mesurables positives sur (E,g) et une partie ~ de Jr munie de la 
topologie induite. Toutes les probabilit6s que nous consid6rerons d6sormais seront 
des 616ments de ~ et en particulier E9 est inclus dans 2~ et O C est le 
compl6mentaire de O dans ~.  Nous utiliserons les hypoth6ses suivantes sur ~ et 
F: 

HI: Pour tout f dans F, l 'application P - ~ f d P  est semi-continue 
suphrieurement (s.c.s.) de ~ dans IR +. 

H2: Pour tous P, Q dans ~ et g fonction mesurable positive log-born6e, il existe 
une suite {f,},~N, uniform6ment log-born6e, d'4ldments de F, telle que f ,  
converge vers g darts IL 1 (P + Q). 

H 3 : ~ = ~ 1  est compact; pour tous P,Q dans J~l, pour tout f dans F 
l'application 

(P, Q)~--'S logf dP-log ~f dQ 
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est d6finie et semi-continue inf6rieurement (s.c.i.) de ~ x ~ dans IR et pour tous 
(P, Q) dans N x ~ ,  K(P, Q) = Kv(P, Q). 

Remarque. On salt (voir [03 p. 44) que l'on a toujours K(P, Q)> KF(P, Q) et que 
si E est un espace polonais et Cg(E) l'ensemble des fonctions continues sur E, 
alors K(P,Q)=Ke(E)(P,Q ). Nous verrons au chapitre IV que l'hypoth6se H2 
entraine que K(P, Q) = gv(P, Q). 

Exemples. 1) Si d o est s6parable, soient ~ une pattie d6nombrable engendrant g 
et F l'ensemble des combinaisons lin6aires finies/t coefficients rationnels d'indi- 
catrices d'dl6ments de N. Si l'on munit dd I de la topologie de la convergence 
simple sur les 616ments de N. alors H1 et H2 sont satisfaites. 

2) Si E est un espace m6trique o--compact et $ la o--alg6bre bor61ienne, on 
munit Jgl de la topologie de la convergence 6troite et on choisit une famille 
d6nombrable G de fonctions continues dense dans tous les  espaces ILI(P+Q). 
Alors si F = {rain In; max(n-1, g)] n > 1, g~G}, H1 et H2 seront satisfaites. 

3) Si de plus E est compact et ~ = ~ / ~ ,  l'hypothase H3 sera 6galement 
satisfaite. Si E est localement compact, on peut se ramener /~ ce cas par 
compactification. 

Comparaison avec les r6sultats prOcddents 

L'existence de tests L.A.O. a d6jfi 6t6 prouv6e par Brown [3] et Tusnfldy [7] 
sous des hypoth6ses diff6rentes. Les hypoth6ses de Brown sont nombreuses et 
restrictives, impliquant une compactification de O pour la topologie forte et 
entrainent les hypothdses H1 et H2. 

Tusnfidy consid6re une suite croissante {N,} de partitions finies dont la 
r6union N engendre la tribu ~ et munit ~ de la topologie de la convergence sur 
les 616ments de ~.  I1 est facile de voir que ces hypoth6ses sont un cas particulier 
de l'exemple 1 ci-dessus. Tusnfldy se place dans le cas off O est compact pour 
cette topologie. Mais l'existence de suites { ~ , } , ~  pour lesquelles cette propri6t6 
est vraie, est le plus souvent d61icate/~ v6rifier, conduisant/~ des partitions fort 
peu maniables. L'exemple qui suit 6clairera le probl6me: 

Soit IR muni de la tribu des bor61iens. On consid6re O = {N(/~, o -2) 0 <  ~ < 1. 
0_<o._<l} off N(/~,0) d6signe la masse de Dirac en # et N(#.o. z) une loi 
gaussienne de moyenne /~ et variance o. 2 si o. > 0. On se trouve dans le cas de 
l'exemple 2 et, pour la topologie faible, l'ensemble O est compact. S'il existe une 
suite d6croissante {Ap}v~ N d'61dments non vides de ~,  d'intersection vide, toute 
suite [N(#p, 0)}p~ avec/~p~Ap converge vers une fonction additive d'ensemble v 
qui v6rifie v(Ap) = 1 pour tout p e t  n'est donc pas o.-additive, ce qui fait que O ne 
peut v6rifier les hypoth6ses de Tusnfidy. Ceci exclut en particulier d'utiliser des 
~ ,  form6es uniquement d'intervalles. On est donc amen6 fl considdrer des suites 
de partitions {~,~},~ telles que pour toute suite d6croissante {Ap} d'616ments de 
N. (~ Ap soit r6duite fl un point (car .~ doit engendrer les bor61iens). De telles 

P 

partitions existent, mais il semble difficile d'en trouver pour lesquelles O soit 
compact. 
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IlL Le eas partieulier d'une hypoth~se simple 

Le cas off O se r6duit au seul point P a 6t6 d6j~t 6tudi6 par Bahadur [2] et 
surtout Tusn~tdy [7, 81 dont nous rappellerons d'abord les principaux r6sultats. 
Si 2 ~ ~//gl on notera K(P, 2) = inf K(P, Q) et de fagon analogue K(2, P). Posons 

Q s a  

,~,~( 2) = { RIK(R, 2) < A }, ~A( 2) = { RIK( R, 2) < A }. Alors 

B(A, P, Q) = K(gA(P), Q). (3.1) 

de dQ 
Si P et Q sont deux probabilit6s, I~=P+Q, p=~-fi, ff = d~'  on peut d6finir 

O(t ,P,Q)=logJq~pl- tdg=log~ dP, 0 < t < l .  (3.2) 

est n6gative convexe et ~oo sur ] 0, 1[ et se prolonge par continuit6 /i [0, 1] 
dR t q~ pl-~ 

(Voir [6]). D6finissons R t par d/l - exp [0(t, P, Q)]' alors on a pour 0 < t < 1" 

K(Rt ,P )=A t et K(Rt, Q)=B(At,P,Q), (3.3) 

la fonction t~---~A t 6tant continue croissante. Nous renvoyons fi [8] pour plus de 
d6tails sur les rapports entre B(A, P, Q) et l ' information de Kullback et pr6f6rons 
en faire ici l'6tude directe /t raide des r6sultats suivants de grandes d6viations 
dos ~ Chernoff [4] et Bahadur [2] et expos6s dans [0] (cf. aussi [51). 

Proposition 2. Si Y est une variable al~atoire sur (E, •, P) d valeurs dans [-oo~ 
+ oo[ on posera pour u6lR 

2(u) = inf [e -t" ~ e tY dP]. (3.4) 
t > O  

Soit Yt . . . .  , Y,, ... une suite de v.a. ind@endantes de m~me loi que Y e t  {u,},~ une 
suite de rdels convergeant vers u, alors 

n-alogP[Ya + . . . +  Y,>nu]<log2(u)= lira n-~logP[Y~ + . . . +  Y,>nu] (3.5) 
r t ~  + cO 

et si P lY>u]  > 0  ou P[Y=u]=O, 

lim n- l  logP[Ya +.. .  + Y >nu,]= lim n-  1 logP[y1 + ... + y ,> n u ,  1 =log  2(u). 
I1~ -1- ct3 

(3.6) 

Nous pouvons alors montrer:  

Proposition 3. Si A < - 0(0), B(A,  P,  Q) = + oo. 

Si A > -~9(0), il existe c dans IR tel que 

A =  sup [ - O ( t ) + t c l  B(A,P,Q)= sup 
tE [0 ,  1] t~ [O,  11 

[ - O ( t ) - ( 1 - t ) c ] = A - c .  (3.7) 
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Preuve. I1 suffit de consid6rer les tests de rapports de vraisemblance entre P e t  Q. 
Soit (Pn une suite de tels tests de seuils cn, c'est h dire que 

10 si ~ dQ q~n(xl . . . .  , xn) = log ~ (xi) > n c. 
i = 1  

sinon 
Cne]R. ( 3 . 8 )  

Quitte fi extraire une sous-suite, on supposera que la suite {c,} converge vers c, 
fini ou non. 

La fonction ~ est d6rivable sur ]0, 1[ et 

~ logq-qt pl- t  dlt 
O'(t) = P 

O(t) 
(3.9) 

Cette dhriv6e se prolonge en 0 et 1 par continuit6 en posant 

y log~p l{q> o/d# 

O'(O) = .IV la>o}d# 

log q q l~p > o} d# 
~,'(1) = v < + oe. 

~ ql{p>o}d# = 

I1 s'ensuit alors ais6ment que 

(3.10) 

(3.11) 

- ~ ' ( 0 ) <  ess suplog~, e ~"(1) < ess sup l~ e (3.12) 

On distinguera trois cas suivant la valeur de c" 

ler Cas: Si ce~0'(0), 0'(1)[, il existe t o avec c=0'(to), 0 < t o < l .  De plus en 
utilisant (3.12) on voit que 

et donc que 

c<esssuplog q- et - c < e s s s u p l o g  p- 
e p Q q 

et Q[ lOgd~> - c ]  >0. 

Ceci nous permet d'appliquer (3.6) et d'obtenir 

lim n-  1 logP" dQ ,~+~ i_ log~ff(xi)>n G = i n f [ - t c  - t ~  +O(t~ (3.13) 

lim n -~ logQ" log~(x i )<nc , ,  = ( 1 - t 0 ) c + ~ ( t o )  
t t~  4- o9 i _  

(3.14) 
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de sorte que le log-niveau c~ est compris entre ~(0) et ~ (1 ) -~ ' (1 )  et la log-erreur 
/3 6gale ~ ~ + c. 

2Ome Cas: Si c<O'(O) on a clairement 

= _-< (P [ l o g ~ ( x ) >  o o ] f .  log ~ (x~) > n c.] - (3.15) 

rdO 1 
Comme O(0)= logP  I ~ > 0 [ ,  le log-niveau est toujours inf6rieur ~t 6(0). Mais 

c'est une fonction d6croissante de c, il est donc sup6rieur - t  o 0 '( to)+ 6(t0) pour 
tout t odans  ]0. 1[ d'apr4s le 1 er cas. Si l'on fait tendre t o vers 0, on voit que le 
log-niveau est exactement ~(0). Alors en choisissant cn--,c=-oo, on obtient 
une suite de tests de log-niveau ~(0) et log-erreur - oo car 

i 
n dQ 

n- l l~  i~1 l~ <(1 -t)cn+tp(t) 

et tend vers - oo. 

30me Cas: Si c>O'(1) on a l'analogue du cas pr6c6dent en 6changeant les r61es 

] de P e t  Q. On trouve une log-erreur constante 6gale ~t O(1)=logQ (x)>0  et 
un log-niveau inf4rieur fl ~(1)-t) ' (1) .  

Les tests d6finis par (3.8) ne sont pas randomis6s, mais le cas de tests q), 
1 2 randomis6s se ram6ne au pr6c4dent puisque alors il existe des constantes cn et c, 

i fl la place de c,,(i -c,-  1_  n-1 telles que les fonctions q0i, d4finies par (3.8) avec c~ 
= 1.2) v6rifient ~0, ~ < q~_<_ q0~. Comme les suites 1~ 2 {c. j ~  et les m~mes {c ,} ,~  ont 
points limites, on peut appliquer ce qui pr6c4de. 

Les trois cas 6tudi6s sont mutuellement exclusifs. Le second permet de traiter 
les cas off A < - 0 ( 0 ) .  Darts le premier il est clair que (3.7) est r6alis6 avec 
A < O ' ( 1 ) - 0 ( 1  ). Si A>O'(1)-O(1), on est dans le 3 ~ cas et B(A, RQ,)=-O(1), 
(3.7) est satisfaite avec c=A+~9(1). [] 

s i r  est une fonction/~ valeurs r6elles nous noterons f (x +) = l i m f ( x )  si cela a 
t ~ x  
t > x  

un sens. Le corollaire suivant est imm6diat compte-tenu de (3.7) et de la 
convexit6 de 0(O est soit lin6aire, soit strictement convexe). 

Corollaire 4. La fonction B(A, R Q) est dOcroissante et continue sauf peut-dtre pour 
A = - t p ( 0 )  puisque B([-tp(O)]+.RQ)=-[O(O)+t)'(O)]. Elle est strictemenr 
ddcroissante sur ] - 0(0), O ' (1) -  O(1)[. 

Remarque. Le corollaire pr6c6dent et l'6galit6 (3.1) impliquent que B(A, RQ) 
=B(A+,P,Q)=K(~A(P),Q) si A # - O ( 0  ) et que si A = - O ( 0 ) ,  B(A+,P,Q) 

<K(~A(P),Q). Si R e s t  d6fini par d R _  pl(q,O ~ on a d'apr6s (3.10) K(R,P) 
d# exp[~b(0)]' 

= -O(0 )  et K(R, (2)= -~9(0)-~p'(0), ce qui entraine que R appartient fl ~A(P) et 
doric que K(~A(P), Q)< B(A +, P, Q), d'ofl finalement 

B(A +, P, Q)=K(~A(P), Q) VA~IR. (3.16) 
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IV. Un test optimal 

Soient {fn}n~ une 6num6ration de E O un sous-ensemble de ~, {Pn} une suite 
croissante d'entiers tendant vers l'infini telle que 

n -1 log Pn~=+ ~' 0. (4.1) 

On d6finit les statistiques T n par 

1 n 
Tn(x I . . . . .  xn) :  inf sup [ -  E logf~(xj)-log~f~(x)dP(x)], (4.2) 

PeO i<p~  LY/j= I .l 

et les tests q~n par 

(On(X1 . . . . .  xn)={loSiTn>An'sinon (4.3) 

of 1 {An}n~ ~ est une suite d6croissante qui converge vers A > 0. 
Soit F,n = {fl;  "" ;fpo) c F  et 

~aAF~'(O) = { R c ~ #  11KF.(R, O)<An). 

On peut alors d6montrer: 

Proposition 5. 
lira sup n- 1 logpn[T >=A,] < - A ,  (4.4) 

PeO 

lim n -1 logQn[Tn<An]< - l i m  KF~(~aAFT(O), Q) VQEO c. (4.5) 
n 

Preuve. Ce sont de simples applications de l'inegalit6 de Chernoff (3.5): 

n < n log f(xs) - log ~fdP - A n >= 0 e [Tn>An]=pnsupPs~F ;j 
<p ,  {m, [exp (log f ( x ) - l o g  ~f(x) d P ( x ) -  An)I} n 

<Pn eXp[-nan] .  

(4.4) s'ensuit d'apr6s (4.1). Soit alors fin la loi empirique des observations c'est h 
1 n 

dire f i , (A)= :  ~ 1A(xj). Alors T,,=KF.(~n, 0). Donc 
' ~ j = l  

Qn [T n < An ] = O n [fin e ~F7 (0)] < Qn [Kv.(fin, Q) > Kv.(~F2 (O), Q)] 

On peut alors conclure comme pr6c6demment en utilisant l'in6galit6 de Chernoff 
que 

Qn[Tn <A] <-Pn eXp(--nKF.(~F,~(O), Q))" 
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Les ensembles ~ 2 ( O )  d6croissant avec n, la suite KF,(~22(O), Q) est croissante 
et (4.5) s'ensuit imm6diatement. �9 

Remarque. Soit une suite de niveaux {a,} tels que n ~ log% converge vers - A .  
D'apr~s l'in6galit6 

W[T.> A.]<p~ exp[-nA.] ,  

il existe un choix des A. tel que le niveau du test d6fini par (p. soit inf6rieur/t c~.. 

I1 suffit de prendre A. > n-  ~ log p" de fagon que la suite {A.}.~ soit d6croissante. 
0~ n 

Th/~or~me 6. Sous les hypothOses H 3, on a 

lira i log (2" IT. <A.]  < - K(~A(O ), (2), (4.6) 
/ I  

K(NA(O ), Q)= inf B(A + , P, Q). (4.7) 
PeO 

Preuve. D6finissons ~AV2(O) de faqon analogue/~ ~A.(O). Alors 

K~.(~FA:(O), Q) > KF,,(~F,'(O), Q) 
donc 

lim KF~(~ff2(O ), Q) >= lira Kvj(~2(O),  Q) = Lj 
n n 

pour tout j. Fixons j. Soit alors R, dans ~ 2 ( O )  tel que 

1 
Kvj(R"" Q) < KFJ (~F2(o)' Q) + n" 

D'apr6s H 3, il existe P. dans 6) tel que 

Kv.(R.,P~)<A. donc KFm(R.,P.)<A . Vm<n. 

Par compacit6 de ~, quitte /t extraire des sous-suites, on peut supposer que 
P~---,P darts O et R.--+R. Comme Kvj est s.c.i., Kv~(R, Q)<Ljet KF,.(R, P)<A 
pour tout m, donc K(R. P)<A. On en d6duit que Lj>Kvj(~A(O ), Q) pour tout j, 
d'ofl 

lira K r , ( ~ " ( O  ). (2) >___ lim KFj(~A(O), Q). (4.8) 
n j 

~A(O) est ferm6 car K est s.e.i, et ~ compact, doric ~A(O) est compact. Comme 
KFj est s.c.i., il existe P) darts ~A(6~) tel que KFj(Pj, Q)= Krj(~A(6)), Q). Soit n 
darts ~A(O) la limite d'une sous-suite de {P~}j~I. Alors pour tout n on a 

K~,, (R Q) < lim KF, ,(PJ, Q) < lim K~j (Pj. Q), 
J J 

donc 

K(P, Q) < lira Kvj(P j, Q) 
J 
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donc 

K (~A (0), Q) < lim Kv~ (NA (0), Q). 
) 

Finalement d'apr6s (4.8) lira Kv, (~" (O  ), Q)> K(~A(6) ), Q), ce qui entraine (4.6), 

d'apr6s la proposition 5. D'autre p a r t  ~A(~)--'~p?o~A(P ) d'ofl K(~A(O),Q) 

= infK(~A(P), (2). (4.7) s'ensuit d'apr~s (3.16). [] 

Les hypothhses H3 4tant un peu contraignantes, on va s'efforcer d'obtenir 
un r6sultat analogue sous des hypoth6ses plus simples, soit H1 et H2. Nous 
commencerons par un lemme technique: 

Lemme 7. Supposons H2 satisfaite. Soient t dans IR et b une fonction positive telle 
que bMLI(p) et bt6ILl(Q). P et Q dtant deux points de ~; alors pour tout e>0, il 
existe f et g dans F tels que 

~l f -bldP<e.  ~Jft-btldQ<e, (4.9) 

~loggdP_log~gdQ>~K(RQ)-e  si K(RQ,)< + ~  (4.10) 
si K(R Q)= + o0' 

Preuve. I1 est clair que l'on peut approcher b par b, darts IL 1 (P) et b t par b t, dans 
ILl(Q) avec b ,=min{n;  m a x [ n - l ;  b]}. Doric il suffit de montrer (4.9) lorsque b 
est log-bornde. Dans ce cas il existe N > 0  et une suite {f,},>=l avec 
[logf, l<N, Vn et ~[f,-bld(P+Q)- +oo>0. On peut aussi supposer que 

[logbj <N,  et comme [f',-b~[ < [tl I f , -b l  e It- ~lu, on a aussi ~[ff,-b'[d(P+Q)-~O 
dP 

ce qui montre (4.9). Posons b = d ~  et d6finissons b, comme pr6c6demment. 
Alors 

~logb, dP ,4+o3>K(EQ) et Ib, dQ ,P~dQ>o}<_l.(dp 

Donc pour n assez grand et K(P, Q)< + ~ ,  

~log b, dP- log  ~b, dQ > K(P, Q)-~.  

Si f~ ~-------* b, dans ILI(P + Q) avec ]logfj[ et ]log b,] <N, ] logf j - log  b,[ 5 ] f j -  b,] e u 
a j ~  +oo 

donc logf. ~ log b, darts IL 1 (P + Q) et il s'ensuit qu'il existe un g satisfaisant J j ~ + ~ z  

(4.10). Le cas K(R Q)= + Go est identique. [] 

Une cons6quence de ce lemme est que l'hypoth6se H2 implique que KF(R Q) 
=K(P,Q) ~'R Q darts ~. 
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Th6or6me 8. Sous les hypothOses H1 et H2, Ia suite de tests {q~,} dOfinie par (4.3) 
de log-niveau - A  a une log-erreur en Q major~e par -infB(A+,P,Q) si 0 est 
relativement compact. PEg 

Preuve. Soit Q fix& Supposons que pour tous e > 0  et P dans ~, il exis tefdans E 
V(P) voisinage de P e t  n(P) dans N tels que 

n-llogQ" logf(xi)-  sup log~fdP'<A, 
i = P ' e V ( P )  

<=-inf{B(A+,RQ);e-1}+e, si n>n(P). (4.11) 

Pour tout P dans O, il existe un tel V(P) et on peut recouvrir O par des 
voisinages V(P0... V(Pu) en nombre fini associ6s g des fonctions fj~, .... f j .  Si n 
est tel que p,>sup{ji} et n>sup{n(P/)} on a 

i<_N i < N  

Q"[T,,(x, ..... x,)<A,]<__Q"[inf inr [ !  L l~176 
k i < N  P a V ( P i )  k =  1 

=< ~ Q"[ !  L l~ sup log~fj~dP<A,,],  
i N N  k =  i P e V ( P , )  

soit d'apr& (4.11) 

n 1 log Q" ET. <A. ]  < n 1 log N -  inf inf{B(A +, P/, Q); 6-1} + e. 
i<=N 

Doric 

l imn l logQ.[T .<A.]<_in f{ in fB(A +,RQ);8 -1}+6. 
PEO 

Comme 8 est arbitraire, le r6sultat s'ensuit. 
I1 reste g d6montrer (4.11). Par d6finition, pour n -1 et t/ petits >0  on a 

8 
B(An+tl, P,Q)>B(A+,P,Q)-~ et aussi A+tl4=-O(O,P,Q). Comme ~fdP est 

s.c.s, en P, il existe V(P) tel que 

sup log~fdP'<log~fdP+tl 
et donc P,ag(P) 

Qn L l o g f ( x ~ ) -  sup log~[fdP'<A, <0,"[ 21og f (x i ) - log j ' f dP<A,+~ 
i =  1 P ' ~ V ( P )  - -  Ln i= 1 

et 
--inf{B(A, + tl, P, Q); 8- ~} + ~ <  - inf{B(A +, R Q); ~- 1} +e. 

Donc pour obtenir (4.11) il suffit de montrer que: 

n 

8 
< -inf{B(A,,+ r/, R Q); e- 1} +g.  (4.12) 
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Nous noterons Yn le premier membre de (4.12) et O(t)/t la place de O(t, R Q) 
dP dQ. 

avec p=~-#, q = ~ - # , / J = P + Q  comme en (3.2). Nous allons distinguer trois cas 

et appliquer/~ chacun une in6galit6 de Chernoff (3.5) sous la forme 

7,<tEA,+tl+logjfdP]+log~f -tdQ, t>0 .  (4.13) 

let Cas: Si A + q < - O ( 0 ) ,  pour n assez grand An+tl<-O(O) et donc B(A n 
+ r/, P, Q) = + oe. Soit t > 0 tel que - t(g,(0) + A + t/) > 8- ~. La fonction l{q > o} est 
dans IL I(P) et d'apr6s le lemme 7 il existe f dans F tel que 

log j fdP <log ~l{q> o} dP + ~tt = ~ (0)+at '  

8 
log ~f-t dP < log S (l{q > o})-t d Q + 4 = 4" 

Alors d'apr6s (4.13) 

7,<t(An+rl+log~fdP)+log~f-tdQ<=t , + r / +  O(0)+~t + ~ < - 8 - ~ + ~ .  

(4.14) 

2~me Cas." Si - O ( 0 ) < A + q < 0 ' ( 1 ) - ~ ( 1 ) ,  il en est de marne pour An+q pour n 
assez grand. Alors on peut 6crire A+rl=tO'(t)-O(t), 0 < t < l  et il s'ensuit 
d'apr6s (3.7) que B (A n + r/. P. Q) < (t - 1) 0' (t) - ~ (t). Soit alors f dans F telle que 

log~fdP<log~ dP+g(lt_ t)=O(t)+ 8(l_t~-~, 

log~f-W-dQ<log~ dQ+ = r  

8t 
ce qui est possible vu le  lemme 7. I1 vient d'apr6s (4.13) si A n < A + 8 (  1 

~ t ~  

1 - t  t-1 
7,, < ~ -  [A, +/7 + log 5fdP] + log 5 f 7  dQ 

38 e 
_-< (1-  t) 4/ (0 + 0(0 + V  <-~(An+~,  R (2)+ 2. (4.15) 

3~me Cas." Si O'(1)-~,(1)~A+t/ ,  il en va de m8me pour An+t/ et d'apr6s (3.7) 
B(An+rl. RQ)= -0(1) .  Soient alors t, 7* et C >0  tels que l'on ait pour n>n o 

= exp 0(1), t(A,+,l)< 8, log [7. + C-~(1 - ~ u ) , < 0 ( 1 ) + 8  . 

D'apr6s le lemme 7, on peut trouver f dans F tel que 

8 
I~ Sf dP <=I~ J'[ C I{p:~ + I{p>j dP-+ 8t 

8 

8t 
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log ~f -t dQ <=log ~[ C-tl~p=o~ + l~p>J dQ +~ 

< l o g E S +  C-tO - ~)] +8_-< 0(1)+~. 

Alors d'apr& (4.13) 

[A,+~/+8~ ] + 0 ( 1 ) + 4 <  tl, R Q)+ 2. 7 <t = - B ( A . +  (4.16) 

Les in6galit& (4.14), (4.15) et (4.16) entrainent finalement (4.12). [] 

Les th6or6mes 6 et 8 montrent donc que sous les hypoth&es H3 ou H1 et 
H2 on a 

B(A, O, Q)> inf B(A +, R Q) (4.17) 
PEO 

lorsque 6~ est compact. Nous allons en tirer des cons6quences sur l'existence de 
tests L.A.O. 

Corollaire 9. Soit {q~,},_> 1 une suite de tests de log-niveau - A et log-erreur en Q 
inf~rieure ~ - infB(A +, 17, Q). Si 

P~O 

inf B(A +, R Q)=B(A, O. Q) (4.18) 
PeO 

la suite {(p,},> 1 est L.A.O. en Q de log-erreur - B(A, O, Q). 
En particulier si 0 est fermd et A est un point de continuitO de B(A, O. Q) 

(4.18) est satisfaite. 

Preuve. D'apr& les hypoth&es et (1.4) on aura pour A ' > A  

/~(A, O, Q)> B (A, O, Q)> inf B(A +, R Q) > B(A', [9, Q). (4.19) 
PeO 

Donc si O est ferm6 et/3(A, O, Q) continue en A (4.18) est satisfaite et dans ce 
cas B(A, O, Q)=B(A, O, Q) ce qui ach6ve la d6monstration. [] 

Remarques. 1) Sous les hypoth&es des th6or6mes 6 ou 8, des tests ~0, satisfaisant 
aux hypoth6ses du corollaire 9 existeront pour tout A positif. Si O est ferm6, ils 
seront donc L.A.O. en Q sauf aux points de discontinuit6 de/~(A, O, Q) et (4.19) 
montre que dans ce cas ce sont les mames que ceux de B(A, O. Q). 

2) L'hypoth&es H1 montre que la statistique T, peut en fait servir pour 
tester O et que les tests d6finis par (4.3) auront le m6me niveau A que pour tester 
O; il s'ensuit que la log-erreur des tests d6finis par (4.3) est n6cessairement 
sup6rieure ~t - /3(A, O, Q). Si l'on suppose que B(A, O, Q) =/~(A, O, Q) une con- 
dition n6cessaire pour que ces tests soient L.A.O. est que/~(A, O, Q)=/~(A, O, Q). 
Cette condition de continuit6 ~t la fronti6re de O est d'ailleurs indispensable 
pour obtenir (4.18). L'exemple qui suit montre que l'on peut avoir 
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B(A, O, Q) =/}(A, O, Q) >B(A, O, Q). (4.20) 

Dans ce cas les tests donn6s par (4.3) ne sont pas L.A.O. en Q. 

Supposons E=l l~=lRu{oo}  muni de sa tribu bor61ienne. ~ est l'ensemble 
des probabilit6s sur I1~ et O l'ensemble des lois gaussiennes ~r(#, az), #~IR, 
o->0. ~ est muni de la topologie de la convergence 6troite de sorte que 
H1 et H2  sont satisfaites. Alors O = O u { 6 u l # ~ N  } o~ c~ u d6signe la mesure de 
Dirac en/~. Si Q est une probabilit6 port6e par un nombre fini de points, il est 
clair que/~(A, O, Q) = + oo et que/~(A, O, Q) < + oo si A est suffisamment grand. 
Or le test qui rejette O dSs que deux observations sont identiques est L.A.O. en 
Q, de log-niveau et log-erreur - c o ,  ce qui prouve (4.20). 

Par contre si O = {~#(#, 1)I#~IR}, O = O u { 6 ~ } ,  pour toute probabilit6 Q 
support r6el on aura B(A, O, Q)=/~(A, O, Q) et les tests d6finis par (4.3) seront 
L.A.O. en tout point de continuit6 de/~(A, O, Q). 

Je tiens/t remercier tout particuliSrement G. Tusnhdy pour de nombreuses et 
tr6s utiles suggestions et critiques concernant une premi6re version de cet article. 
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