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Summary. Under reasonable conditions on @. both errors of the tests that
the law of a sample of size n belongs to @. go to zero like exp[ —an] and
exp[ — fn]. We shall determine the best possible values for « and § and give
a construction of sequences of tests for which the errors decrease with such
an optimal rate.

1. Introduction

Considérons une suite d'observations indépendantes. équidistribuces
X{+.eaX,, ... dune variable aléatoire x & valeur dans un espace mesuré (E.&) et
supposons que l'on veuille tester I'hypothése que la loi de x appartient a un
sous-ensemble @ de I'ensemble des probabilités sur (E, &). On utilisera pour cela
une suite ¢, (x;.....x,) de fonctions de tests et 'on va s’intéresser a la suite
{a,},.n des niveaux et A celle des erreurs de seconde espéce en un point Q.
{Bn(@)}nen- definies par:

ocnziu@pIEPn[cpn(xl.....x,,)]; B Q) =Ey[1—-0,x;.....x,)]. Qe®° (1.1)

ol P” (resp. 0") est la mesure produit tensoriel de P (resp. Q) n fois par elle-méme.

Les travaux de Bahadur [1, 2¢, Brown [3°® et plus récemment Tusnady [7,
8] ont montré que Pon peut souvent obtenir pour ces suites des vitesses de
décroissance exponentielles. suggérant de comparer les performances asymptoti-
ques des suites de tests en comparant les coefficients de ces exponentielles et de
chercher leurs valeurs optimales. Ceci nous améne & poser les définitions
suivantes:

Définition 1. Soit {¢,},.n=%P une suite de fonctions de tests de @, le test associé
a ¢, étant fondé sur n observations, de niveau «, et erreur §,(Q) en Q. Les
quantités

a=limn~'loge,. P(Q)=limn~'logB,(Q). Qe (1.2)

seront dites respectivement log-niveau et log-erreur en Q de la suite de tests &.
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Soit @ (@) lensemble des suites de tests de @ de log-niveau inférieur & — A4,

on pose
B(A4,0.0)=~ inf B(Q). (1.3)
{or}c® 4(0)

Une suite de tests de log-niveau — A sera dite logarithmiquement asymptoti-
quement optimale (L.A.O.) en Q si sa log-erreur en Q est B(A, O, Q). Posons
B(4, . Q)= inf B(4, P, Q). alors

Pco

B(4,0,0)<B(4.0.0). (1.4)

Donc si une suite de tests a une log-erreur en Q égale & B(4, 0, Q), elle est
L.A.O. Nous allons ici nous efforcer de construire des tests L.A.O., dans un
cadre suffisamment général lorsque @ est relativement compact.

11. Hypothéses

Les observations x;....,X,,... sont des points d’'un espace mesuré (E,&) et
I'ensemble .#, des probabilités sur (E, &) est muni d’'une structure topologique.
Si P et Q sont deux éléments de .#,, on rappelle que l'information de Kullback

K(P, Q) est définie par K(P, Q)=jlog%dP, d'ot 0= K(P,Q)< + 0.

Un ensemble G de fonctions positives est dit log-borné si [logg| est borné
pour tout g dans G et uniformément log-borné s’il existe un réel N tel que
llogg|< N pour tout g dans G. Si G est un ensemble log-borné de fonctions
mesurables, on notera

K¢(P,Q)=sup[floggdP—log [gdQ], (2.1)

en remarquant que K (P, 0)=K(P,Q) si G est I'ensemble de toutes les fonctions
log-bornées.

Nous supposerons donnés un ensemble dénombrable log-borné F de fonc-
tions mesurables positives sur (E,&) et une partic & de 4, munic de la
topologie induite. Toutes les probabilités que nous considérerons désormais seront
des éléments de £ et en particulier ® est inclus dans & et @° est le
complémentaire de @ dans Z. Nous utiliserons les hypothéses suivantes sur & et
F:

HI: Pour tout f dans F, lapplication P—([fdP est semi-continue
supéricurement (s.c.s.) de & dans R*.

H2: Pour tous P,Q dans & et g fonction mesurable positive log-bornée, il existe
une suite {f,},.n. uniformément log-bornée, d’¢léments de F, telle que f,
converge vers g dans IL'(P + Q).

H3: #?=.4, est compact; pour tous P,Q dans .#,, pour tout f dans F

Papplication
(P,Q)—flogfdP—log | fdQ



Vitesses de décroissance des erreurs et tests optimaux 263

est définie et semi-continue inférieurement (s.ci.) de 2 x 2 dans R et pour tous
(P,Q) dans Z x 2, K(P.Q)=K(P, Q).

Remarque. On sait (voir [0] p. 44) que 'on a toujours K(P.Q)= K (P, Q) et que
si E est un espace polonais et ¥(E) 'ensemble des fonctions continues sur E,
alors K(P,Q)=Ky(P,Q). Nous verrons au chapitre IV que I'hypothése H2
entraine que K(P, Q)=K (P, Q).

Exemples. 1) Si & est séparable, soient # une partie dénombrable engendrant &
et F I'ensemble des combinaisons linéaires finies & coefficients rationnels d’indi-
catrices d’éléments de 4. Si 'on munit .#, de la topologie de la convergence
simple sur les éléments de £. alors H1 et H2 sont satisfaites.

2) Si E est un espace métrique g-compact et & la g-algébre borélienne, on
munit .#, de la topologie de la convergence étroite et on choisit une famille
dénombrable G de fonctions continues dense dans tous les espaces IL* (P + Q).
Alors si F={min[n; max(n—*, g)]n=1,geG}, H1 et H2 seront satisfaites.

3) Si de plus E est compact et #=.4#;, I'hypothése H3 sera également
satisfaite. Si E est localement compact, on peut se ramener a ce cas par
compactification.

Comparaison avec les résultats précédents

D’existence de tests L.A.O. a déja été prouvée par Brown [3] et Tusnédy [7]
sous des hypothéses différentes. Les hypothéses de Brown sont nombreuses et
restrictives, impliquant une compactification de @ pour la topologie forte et
entrainent les hypothéses H1 et H2.

Tusnady considére une suite croissante {#,} de partitions finies dont la
réunion % engendre la tribu & et munit £ de la topologie de la convergence sur
les éléments de 4. 11 est facile de voir que ces hypothéses sont un cas particulier
de 'exemple 1 ci-dessus. Tusnady se place dans le cas ou @ est compact pour
cette topologie. Mais I'existence de suites {4, },.n pour lesquelies cette propriété
est vraie. est le plus souvent délicate a vérifier, conduisant & des partitions fort
peu maniables. L’exemple qui suit éclairera le probléme:

Soit IR muni de la tribu des boréliens. On considére @ = {N(u,¢*)0< pu<1.
0<0=<1} ou N(u,0) désigne la masse de Dirac en u et N(uo?) une loi
gaussienne de moyenne p et variance o2 si ¢>0. On se trouve dans le cas de
I'exemple 2 et, pour la topologic faible, 'ensemble @ est compact. S’il existe une
suite décroissante {4}, d’éléments non vides de &, d’intersection vide, toute
suite {N(p,,0)} . avec u,€A, converge vers une fonction additive d’ensemble v
qui vérifie v(4,)=1 pour tout p et n’est donc pas s-additive, ce qui fait que & ne
peut vérifier les hypothéses de Tusnady. Ceci exclut en particulier d’utiliser des
%, formées uniquement d’intervalles. On est donc amené & considérer des suites
de partitions {Z,},. telles que pour toute suite décroissante {4,} d’éléments de
2.0 A, soit réduite a un point (car # doit engendrer les boréliens). De telles

p
partitions existent, mais il semble difficile d’en trouver pour lesquelles @ soit
compact.
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IIL. Le cas particulier d’une hypothése simple

Le cas ol @ se réduit au seul point P a été déja étudié par Bahadur [2] et

surtout Tusnady [7, 8] dont nous rappellerons d’abord les principaux résultats.

Si 2« #, on notera K(P, 2)=inf K(P,Q) ct de facon analogue K(Z, P). Posons
Qec2

2,(9)={RIK(R, 2)< A}, ?,(9)={RIK(R, 2)< A}. Alors

B(A. P.Q)=K(Z4P).Q). (3.1)
. . dpP d
S1 P et Q sont deux probabilités, uy=P+Q, p= a’ q—ﬁ on peut définir
Y(t,P,Q)=log{q'p’ 'du= 10gf< )dP O<t<l. (3.2)

W est négative convexe et ¥® sur ]0,1[ et se prolonge par continuité a [0,1]

dR qtpl T
(Voir [6]). Définissons R, par —‘=-————————_ alors on a pour 0<t<1:
! P G T exp Y@ P.O)] P
K(R,P)=A, et K(R,.Q)=B(4,,P.0). (3.3)

la fonction ¢t+— A, étant continue croissante. Nous renvoyons a [8] pour plus de
détails sur les rapports entre B(4, P, Q) et information de Kullback et préférons
en faire ici étude directe & l'aide des résultats suivants de grandes déviations
dis a Chernoff [4] et Bahadur [2] et exposés dans [0] (cf. aussi [5]).

Proposition 2. Si Y est une variable aléatoire sur (E, &, P) a valeurs dans [ — oo,
+ oo[ on posera pour uelR

J(u)=inf [e={ &7 dP]. (3.4)
t=0

Soit Y, ..., Y, ... une suite de v.a. indépendantes de méme loi que Y et {u,}, \ une

s> Aps

suite de réels convergeant vers u., alors

n~'logP[Y,+...+ Y, Znu]<log )= lim n~'logP[Y,+...+Y,2nu] (3.5)

n— 4

et si PIY>u]>0ou P[Y=u]=0,

lim n='logP[Y,+...+Y,Znu,]= lim n 'logP[Y,+...+ Y, >nu,]=logA(u).
o e (3.6)
Nous pouvons alors montrer:
Proposition 3. Si A< —y(0), B(4,P, Q)=+ .
Si A> —(0), il existe ¢ dans R tel que

A= sup [—y¥(t)+tc] B(A.P.Q)= S[gpu [—¥(O)—(1=tD)c]=A—c (3.7)

te(0, 1]



Vitesses de décroissance des erreurs et tests optimeaux 265

Preuve. 11 suffit de considérer les tests de rapports de vraisemblance entre P et Q.
Soit ¢, une suite de tels tests de seuils ¢,, Cest a dire que

S do
= (x.)>
! “12%bg¢P“J="CZ ¢ eR. (3.8)

n

(pn(xl’ "'!xn)z
0 sinon

Quitte & extraire une sous-suite, on supposera que la suite {c,} converge vers c,
fini ou non.
La fonction ¥ est dérivable sur ]0, 1] et

(logZqpt-tdu
Y1) '—‘—‘——p‘mﬁ- (3.9

Cette dérivée se prolonge en 0 et 1 par continuité en posant

q
jlog;pl{po} du

V(O)=—FF7———2 -, 3.10
Pl odu (19
q
jloggql{p>0} dﬂ

Y()=——————S+o. 3.11
§alp.odu 1D

11 s’ensuit alors aisément que
—v,b’(O)geSs sup logg—, l//'(l)_S_egs sup logg. (3.12)

On distinguera trois cas suivant la valeur de c:

ler Cas: Si ce«y/'(0), ' (1)[, il existe t, avec c=¥’(t,), 0<t,<1. De plus en
utilisant (3.12) on voit que

¢ <ess suplogg et —c<ess suplogB
P p 2 q
et donc que
d dp
P[logd—g>c]>0 et Q[logE>—c]>O.
Ceci nous permet d’appliquer (3.6) et d’obtenir

lim n=!logP" [i log%(xi);ncn] =inf[—tc+yY(t)]=—t,c+y¥(t,), (3.13)
i=1 tz0

n— -+ o

lim n~! logQ”[i Iog%%(xi)<ncn] =(1—t5)c+¥(ty) (3.14)
i=1

n— +
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de sorte que le log-niveau « est compris entre ¥(0) et w(1)—y/(1) et 1a log-erreur
P égale & o+ c.

2eme Cas: Si c=y/(0) on a clairement

d d %
P"[z loggg(x)>nc ] ( [Iog—Q(x)> oo]) (3.15)
dQ : . e .
Comme (0)=1log P [ﬁ> O], le log-niveau est toujours inférieur a ¥ (0). Mais

C’est une fonction décroissante de c, il est donc supérieur —t,¥/'(to) +¥(t,) pour
tout ¢, dans ]0.1[ d’apres le 1°* cas. Si I'on fait tendre 7, vers 0. on voit que le
log-niveau est exactement $(0). Alors en choisissant ¢,—c¢= —oo0. on obtient
une suite de tests de log-niveau ¥(0) et log-erreur — oo car

n-1 lOgQ”[i 10g§%(x,)<ncn]g(l—t)cn+1//(t)
i=1

et tend vers — oo.
3éme Cas: Siczy/'(1) on a l'analogue du cas précédent en échangeant les roles

de P et Q. On trouve une log-erreur constante égale a (1) logQ[ (x) >0] et
un log-niveau inférieur & y(1)—y/'(1). aQ

Les tests définis par (3.8) ne sont pas randomisés, mais le cas de tests ¢,
randomisés se raméne au précédent puisque alors il existe des constantes ¢ et ¢2
=cl—n"" telles que les fonctions ¢ définies par (3.8) avec ¢’ & la place de c,(i
=1.2) vérifient ¢} <¢,< 2. Comme les suites {c}}, et {c? },,e]N ont les mémes
points limites. on peut appliquer ce qui précéde.

Les trois cas étudiés sont mutuellement exclusifs. Le second permet de traiter
les cas ou A< —y(0). Dans le premier il est clair que (3.7) est réalisé avec
A<y’ )—y(1). Si Az=Y'(1)—y(1). on est dans le 3° cas et B(4, RQ)= —y(1).
(3.7) est satisfaite avec c=A+(1). W

Si f'est une fonction & valeurs réelles nous noterons f(x*)=1lim f(x) si cela a

t—x
t>x

un sens. Le corollaire suivant est immédiat compte-tenu de (3.7) et de la
convexite de (i est soit linéaire, soit strictement convexe).

Corollaire 4. La fonction B(A, P.Q) est décroissante et continue sauf peut-étre pour
A= —y(0) puisque B([—y(0)]T.P Q)= —[W(O)+y'(0)]. Elle est strictement
décroissante sur J—y(0), ' (1)—y(1)[.

Remarque. Le corollaire précédent et I'égalit¢ (3.1) impliquent que B(A, P.Q)
=B(A",P,Q)=K(Z,(P),Q) si A+ —y(0) et que si A=—y(0), B(A", PQ)

dR pi
<K(#,P),0). Si R est défini par — =—"—1429_ o5 3 dapreés (3.10) K(R, P
(Z4(P), Q). par 7 exp[l,b(O)] pres ( (R, P)
= —(0) et K(R, Q)= —y(0)—y'(0), ce qu1 entraine que R appartient & 2,(P) et
donc que K(2,(P), Q)< B(A™, P,Q), d’ou finalement

B(A*.PQ)=K(P,P).Q) VAecR. (3.16)
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IV. Un test optimal

Soient {f,},.n une énumération de F @ un sous-ensemble de £ {p,} une suite
croissante d’entiers tendant vers I'infini telle que

—1
n~'log p,5=:70. 4.1)

On définit les statistiques T, par

T(xy. ...x,)= inf sup E Z log £i(x;)~log jf,.(x)dp(x)], 42)

Pe® i<p,

et les tests ¢, par

1siT=A4
go,,(xl,-..,xn)z{o LT (4.3)
sinon
ou {A,},.n €st une suite décroissante qui converge vers 4 >0.
Soit F,={f1;...;f, }=F et
PL(O)={R<.M | Ky, (R O)<A,}.
On peut alors démontrer:
Proposition 5. L
lim supn~'logP"[T,=2A,]< — 4, 4.4
Peco
lim n='1ogQ"[T,<4,]= —lim K, (Z"(0),0) VQe6". (4.5)

Preuve. Ce sont de simples applications de I'inégalité de Chernoff (3.5):

1 n
P'[T,=2A,]<p,sup P" [ﬁ Y logf(xj)—log[fdP—AngO]
JeF j=1

=p,{IE;[exp(log f(x)—log [ f(x)dP(x)— A,)]}"
<p,expl—nA,].

(4.4) s’ensuit d’aprés (4.1). Soit alors 4, la loi empirique des observations c’est &

1 n
dire ﬁ"(A):E > 14(x;). Alors T, =Ky (4,, ©). Donc
j=1

J

Q'[T,<4,1=0"[1,e251(ON Q" [Ky, (1, Q)2 Ky, (247(6). )]

1 n
=Q" |sup [~ ) log fi(x) —log [f(x)dQ(x) | Z K, (24(8), Q)]
iZp, LN j 1

On peut alors conclure comme précédemment en utilisant I'inégalité de Chernoff
que

Q"[T,<A1=p, exp(—nKp, (7;7(6), Q)).
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Les ensembles ,@f:(@) décroissant avec n, la suite KFH(.%T:(@), Q) est croissante
et (4.5) s’ensuit immédiatement. M

Remarque. Soit une suite de niveaux {a,} tels que n~* loga, converge vers — A.
Drapres 'inégalité
PT,zA4,]1=p,exp[—nA4,],

il existe un choix des A, tel que le niveau du test défini par ¢, soit inféricur & «,,.

I suffit de prendre 4,=2n"* log% de fagon que la suite {4,},. soit décroissante.

n

Théoréme 6. Sous les hypothéses H3, on a

im 10 Q"[T, < 4,) < ~K(2,(6).0) (46)
K(2,(0),0)=inf B(4*, B Q). 4.7)

Preuve. Définissons @fg(@) de fagon analogue a ﬁAn(@). Alors
Ky (257(0). Q2 K, (202(0). Q)
donc

lim K (#47(0), Q) =lim K, (#{(6), Q) =L,
pour tout j. Fixons j. Soit alors R, dans Qf:(@) tel que
PR 1
Kr (R, Q)SKy,(24:(0).Q)+ .

D’aprés H3. il existe P, dans @ tel que
Kp (R, P)<A, donc K, (R,.B)<A4, Vmzn.

n

Par compacité de 2, quitte & extraire des sous-suites, on peut supposer que
E—P dans © et R,— R. Comme K est s.ci, Ky (R, Q)SL;et Ky (R, P)=4
pour tout m, donc K (R.P)<A. Onen déduit que L =Ky, (,@A(@) Q) pour tout j,
d’ou
lim Ky (257(0). Q) =1im KFJ,(Q’A(@), Q). 4.8)
n j

@A(@—) est fermé car K est s.c.i. et 2 compact, donc 2 ) () est compact. Comme
K est sci, il existe F, dans 2,(0) tel que K, (B, Q)=Kp (.@ (0),0). Soit P
dans 2,(0) la limite d’une sous-suite de {B} ;5. Alors pour fout n on a

K, (P Q)<lim K, (P.Q)SlimK, (B. Q).
donc ’ ’
K(P.Q)<limK, (P.Q)



Vitesses de décroissance des erreurs et tests optimaux 269

donc
K(2,(0).0)£lim K, (2,(6). Q).

Finalement d’aprés (4.8) lim Ky (2(©@).0)=K (2,(0), Q), ce qui entraine (4.6),
d’aprés la proposition 5. Drautre part 2,(0)=|) 2,(P) dou K(2,(0).Q)
Pc®
= inf K(Z,(P), Q). (4.7) s’ensuit d’aprés (3.16). M
Pec®

Les hypothéses H3 étant un peu contraignantes, on va s’efforcer d’obtenir
un résultat analogue sous des hypothéses plus simples, soit H1 et H2. Nous
commencerons par un lemme technigue:

Lemme 7. Supposons H?2 satisfaite. Soient t dans IR et b une fonction positive telle
que bell}(P) et b'ellL.}(Q). P et Q étant deux points de P; alors pour tout £>0, il
existe f et g dans F tels que

fIf—bldP<e.  [If*—b'|dQ<e. (4.9)

K(PQ)—e st K(EQ)<+

¢! si K(EQ)=+00 (4.10)

jloggdP—logjng>{

Preuve. 11 est clair que 'on peut approcher b par b, dans IL'(P) et b' par !, dans
IL'(Q) avec b,=min{n; max[n~';b]}. Donc il suffit de montrer (4.9) lorsque b
est log-bornée. Dans ce cas il existe N>0 et une suite {f},,, avec
llogf,|<N, ¥n et [|f,—bld(P+Q)———0. On peut aussi supposer que

n— 4+ o
llogh|< N, et comme | —b'|<t| |f,—b| €'~ *I¥, on a aussi [|f—b'|d(P+Q)—0
ce qui montre (4.9). Posons bzd—P et définissons b, comme précédemment.

dQ
Alors
dQ
Donc pour n assez grand et K(P. Q)< + c0.
{logh,dP—log [b,dQ > K(P Q)~§.

Si];mbn dansIL'(P +Q) avec [log fj| et |logb,| < N, |log f;—log b,| < |f;i—b,le"
donc log fjmlog b, dans IL* (P + Q) et il sensuit qu’il existe un g satisfaisant

(4.10). Le cas K(P, Q)= + oo est identique. M

Une conséquence de ce lemme est que ’hypothése H?2 implique que K (P, Q)
=K(P Q) VP Q dans #
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Théoréme 8. Sous les hypothéses H1 et H2, la suite de tests {¢,} définie par (4.3)
de log-niveau — A a une log-erreur en Q majorée par — 1nfB(A+ P Q) si O est
relativement compact.

Preuve. Soit Q fixé. Supposons que pour tous ¢>0 et P dans 2, il existe f dans E
V(P) voisinage de P et n(P) dans N tels que

n~*log Q" [%.illogf(x,-)— §up logjfdP’<An]
—inf{B(A*,PQ);e" '} +e, si n=n(P). (4.11)

Pour tout P dans @, il existe un tel V(P) et on peut recouvrir @ par des
voisinages V(P,)...V(R,) en nombre fini associés a des fonctions f; , ....f;,. Sin
est tel que p,=sup{j;} et n=sup{n(P)} on a

isN isN

Q"[Tn(xl,...an)<An]§Q”[inf inf [ S log f, (%)~ logjfjldP]<An]

i<N PeV(P) L 1

1 n
<Y Q [— Y logf; (x,)— sup logjfj,dP<A,,],
{<N nZy ' PeV(P,) '

soit d’apres (4.11)

n '1ogQ"[T,<A,]<n 'logN—inf inf{B(4*,B.Q); ¢ '} +&.

isN
Donc

lim n~'log Q"[T,<A,]1< —inf {inf B(4*, R Q); ¢ '} +&.

Pc@

Comme ¢ est arbitraire, le résultat s’ensuit.
Il reste & démontrer (4.11). Par définition, pour n~" et n petits >0 on a

B(An+11,P,Q)>B(A+,P,Q)—§ et aussi A+n+—y(0,PQ). Comme ffdP est
s.c.s. en P, il existe V(P) tel que
sup log(fdP' <log(fdP+n
et donc Pevid)
Q;IEZ]ogf(xi)— sup 10g§fdP’<A]§ [ Zlogf —logj'fdP<A,,+17]
i=1 P'eV(P)

et
2

—inf{B(4,+n. B Q); ¢~} +5§ —inf{B(A*,P.Q);e" '} +e.

Donc pour obtenir (4.11) il suffit de montrer que:
1 n
ntlog0" [ 3 tog f () ~log [faP<, 1)
i=1

< —inf{B(An+n,RQ);s~l}+§. (4.12)
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Nous noterons y, le premier membre de (4.12) et ¥(t) a la place de Y (t, P Q)
dpP d .. .
avec pzd—'u—, qz%, u=P+Q comme en (3.2). Nous allons distinguer trois cas

et appliquer a chacun une inégalité de Chernoff (3.5) sous la forme
7.<t[A4,+n+log|fdP]+log[f~*dQ. t>0. (4.13)

ler Cas: Si A+n< —y(0), pour n assez grand A,+#n<—y(0) et donc B(4,
+7, B Q)=+ 0. Soit t >0 tel que —t(y(0)+A+#)>e~'. La fonction 1,_, est

{g>0
dans IL'(P) et d’apres le lemme 7 il existe f dans F tel que

& &

logjfdPélogjl{bo} dP+4t :‘//(0)4‘@-,

logjf"’dpglogj(1{q>0})—tdg+§:§_
Alors d’apres (4.13)

Vnét(A,,—H]—HogjfdP)—l—logjf"dQgt[An+n+w(0)+%] +Z< —a'1+§.

(4.14)
2éme Cas: Si —y(0)<A+n<y/'(1})—y(l). il en est de méme pour A,+# pour n

assez grand. Alors on peut écrire A+n=ty'(t)—y(t), 0<t<1 et il Sensuit
d’apres (3.7) que B(4,+4. PQ)=<(t— 1)y (t)— ¥ (¢). Soit alors f'dans F telle que

et et
si-n YOtga oy

log [fdP <log (g) dP +

. s
log ]/ " do élogﬁ(g) dQ+e=v )+,

t
ce qui est possible vu le lemme 7. 11 vient d’aprés (4.13) si An§A+8(18_ )
1—t i1
VuE— T4, +n+log|fdP]+log |/ dQ
3
g(l—z)¢'(z)+w(t)+§< —B(4,+n. P Q)+§. (4.15)

3éme Cas: Si ' (1)—y(1)£A4+n, il en va de méme pour A,+# et d’aprés (3.7)
B(A,+n.PQ)= —y(1). Soient alors t, ¥ et C >0 tels que l'on ait pour n=n,

Y=expy(l), (4, +N)<g, log[¥+CT(1—F)SP(l)+g.

D’apres le lemme 7, on peut trouver f dans F tel que

& &

log [fdP<log [[Cl,_o+ 1. 0] dP+8t =
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g
log[f"dQ <log([C 1, _o+ 14 0] dQ+§

<log[¥+ CH{1—¥)] +§g¢(1)+§.
Alors d’apres (4.13)

«<z[A o+ ]w( FES B4, +n RO+, 416)

Les inégalités (4.14), (4.15) et (4.16) entrainent finalement (4.12). W

Les théorémes 6 et 8 montrent donc que sous les hypothéses H3 ou H1 et
H2ona
B(A,0.Q)=inf B(A*,PQ) 4.17)

Pec®

lorsque @ est compact. Nous allons en tirer des conséquences sur existence de
tests L.A.O.

Corollaire 9. Soit {¢,},> , une suite de tests de log-niveau — A et log-erreur en Q
inférieure d — inf B(A™, P.Q). Si

Pe@

inf B(A*, PR Q)=B(4,60.0) (4.18)
Pec&
la suite {¢,},, est L.A.O. en Q de log-erreur — B(4, 0, Q).

En particulier si © est fermé et A est un point de continuité de B(A,0.Q)
(4.18) est satisfaite.

Preuve. D’apreés les hypothéses et (1.4) on aura pour A'> A4

B(4.6.0)=B(4.0.0)= inf B(4*,P0)2B(4', 6,0). (4.19)
Pct

Dongc si © est fermé et B(A, ©, Q) continue en A (4.18) est satisfaite et dans ce
cas B(4, 0, 0)=B(A. ©, Q) ce qui achéve la démonstration. M

Remarques. 1) Sous les hypothéses des théorémes 6 ou 8, des tests ¢, satisfaisant
aux hypothéses du corollaire 9 existeront pour tout A positif. Si @ est fermé, ils
seront donc L.A.O. en Q sauf aux points de discontinuité de B(A.0.0) et (4.19)
montre que dans ce cas ce sont les mémes que ceux de B(4, @. Q).

2) L’hypothéses H1 montre que la statistique T, peut en fait servir pour
tester @ et que les tests définis par (4.3) auront le méme niveau A que pour tester
©; il sensuit que la log-erreur des tests définis par (4.3) est nécessairement
supérieure & — B(4, 0, Q). Si l'on suppose que B(4, ®, Q)=B(4, ©, Q) une con-
dition nécessaire pour que ces tests soient L.A.O. est que B(4, ©,Q)=B(4, 6, Q).
Cette condition de continuité a la frontiére de @ est dailleurs indispensable
pour obtenir (4.18). Uexemple qui suit montre que 'on peut avoir
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B(4,0,0)=B(4,0,0)>B(4.6.0). (4.20)
Dans ce cas les tests donnés par (4.3) ne sont pas L.A.O. en Q.

Supposons E=RR=RuU{cc} muni de sa tribu borélienne. 2 est I'ensemble
des probabilités sur IR et @ Pensemble des lois gaussiennes A (i, ¢2), uelR,
6>0. 2 est muni de la topologie de la convergence étroite de sorte que
H1 et H2 sont satisfaites. Alors @ **@u{é |ueR} ou 0, désigne la mesure de
Dirac en p. Si Q est une probabilité portée par un nombre fini de points, il est
clair que B(4, @, Q)= + o et que B(4, ©, Q)< + o si A4 est suffisamment grand.
Or le test qui rejette @ dés que deux observations sont identiques est L.A.O. en
0, de log-niveau et log-erreur — co, ce qui prouve (4.20).

Par contre si @ ={A"(y, 1 Iue]R} ©=0uU{d_}, pour toute probabilité Q a
support réel on aura B(4, ©.0)=B(A. 0, Q) et les tests définis par (4.3) seront
L.A.O.en tout point de continuité de B(A, 0, Q).

Je tiens a remercier tout particulierement G. Tusnady pour de nombreuses et
trés utiles suggestions et critiques concernant une premicre version de cet article.
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