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In der vorliegenden Arbeit soll die in [11] begonnene Untersuchung rhyth-
mischer Abbildungen fortgesetzt werden. Zunéchst wird eine Charakterisierung
der absolut rhythmischen Abbildungen mit den Mitteln der topologischen Dynamik
gegeben (Satz 2). Sie beruht auf einem allgemeinen Satz der topologischen
Dynamik (Satz 1). Anschlielend werden fastautomorphe Funktionen untersucht.
Sie wurden erst in jingster Zeit von BocHNER [3] definiert und von VeEcH [17]
sehr genau untersucht. Auf die Ergebnisse von VEECH gestiitzt kann ich die
fastautomorphen Funktionen sehr einfach charakterisieren (Satz 3). Sodann
werden einige Beziehungen zwischen der Theorie der rhythmischen und der der
fastautomorphen Funktionen hergestellt. Zuletzt betrachte ich den Spezialfall
der rekurrenten Folgen.

1. Ein Satz aus der topologischen Dynamik

Es sei (X, G, n) eine topologische Transformationsgruppe. Das bedeutet
bekanntlich [12]: X ist ein topologischer Raum, der Phasenraum; G ist eine
topologische Gruppe, Phasengruppe genannt; und 7 ist eine stetige Abbildung von
Gx X auf X, die folgenden Axiomen geniigt:

7 (e, #) = z (e ist das Einheitselement in G)

Jeder topologischen Transformationsgruppe (X, G, #) kann man den Eilis-
schen Abschlul E = Ex(G) zuordnen {7, 8, 9]: Hx(G) ist der im Produktraum
XX gebildete AbschluB der Menge der Funktionen 7 (g, .), g € G. E ist eine Halb-
gruppe unter Komposition, in der ein stetig-homomorphes Bild von & dicht liegt.
In % ist jede Rechtsmultiplikation stetig; ebenso ist die Linksmultiplikation mit
jedem Bild eines Elementes von & stetig.

Von nun an wird vorausgesetzt, dafl X kompakt ist. Dann ist nach dem Satz
von TycHONOFF auch X% und daher Ex(G) kompakt.

Definition 1. Ist z € X, so versteht man unter der Bahnhiille (engl. orbit-
closure) G(x) von x den topologischen Abschluf der Menge {n(g, %)|g € G} (die
Bezeichnung @ (x) entnehmen wir [15]). Aus der Kompaktheit von X folgt leicht:
G(x) = {tx|1 € Ex(()}. G(x) ist kompakt und unter @ invariant.

Definition 2. x € X heilit fastperiodisch, wenn z e G(y) fir jedes y e G(z);
anders gesagt: wenn G'(x) minimal im System der abgeschlossenen nicht leeren
G-invarianten Teilmengen von X ist (vgl. Definition 2 in [8]).

Lemma 1. z ist dann und nur dann fastperiodisch, wenn

(VoeB)(AteB)tox==x.
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Lemma 2. Ist x € X fastperiodisch, v € B, so ist tx fastperiodisch.
Lemma 1 und Lemma 2 folgen unmittelbar aus G(z) = E - 2.

Lemma 3. Ist te Y c X, wobei Y G-invariant ist, so sind folgende Aussagen
gleichbedeutend:
a) doely(®), y=o=x,
b) drelix(6), y=r12.

Denn sowohl a) wie b) sind gleichbedeutend mit y € G (z).

Definition 3. Seien zwei Transformationsgruppen (X, @, =) und (Y, G, p) mit
derselben Phasengruppe gegeben. Dann definieren wir die Produkigruppe
(XxY,d4, 7 X ) durch 7 X Q(g: (@, ) = (=(g, »), Q(g’ ¥))-

Lemma 4. Exxx(G) o~ Ex(G); genauer: jedes 1€ Exxx(G) hat die Gestalt
(2, y) = (0%, ay) mit einem o € Bx(G).

Denn nach Definition von Exyx x (@) ist

T(2,y) = limaXw(gy, (x, y))

fiir ein geeignetes Netz {g,} in G. Also
(2, y) = lim (7 (gy, 2), 7 (g, ¥)) = (lim =z (gy, ), imz(gy, y)) = (6@, oY)

mit
oc=limn(g,, )e Ex(F).

Definition 4. x € X und ye X heillen asymptotisch verbunden?, und wir
schreiben P(z, y), wenn es ein ¢ € Ex(G) mit cx = oy gibt. Ist . € M ¢ X und
gilt P(x,y), y€ M nur fir y = x, so heilt x in M asymptotisch frei. Ist jedes
z in X asymptotisch frei, so heiit die Transformationsgruppe distal.

Satz 1. Sei Y c X abgeschlossen und invariant, seien alle Elemente von Y fast-
periodisch und sei x € Y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. z ist in G (z) asymplotisch frei.

2. x ist i Y asymplotisch frei.

3. Fir alle ye Y ist (x, y) fastperiodisch.

Die Fastperiodizitit in 3. bezieht sich natiirlich auf die Transformationsgruppe
(X x X, G, mxm).

Beweis. Aus 1. folgt 3. Sei 0 € Ex(G). Nach Lemma 1 ist zu zeigen: 3p € Ex (()
mit gox = z und poy = y. (0, 0 € Ex(G) darf man zufolge Lemma 4 schreiben.)
Ich setze R = {r € Ex(@)|voy = y}. Da y fastperiodisch ist, ist R nicht leer.
R ist kompakt, ebenso Ro wegen der Stetigkeit der Rechtsmultiplikation in E.
R o ist eine Halbgruppe (zoy = 9, 7' 0y = ¥y = 107" 0y = y). Nach [7], Lemma 1
enthalt Ro ein Idempotent po. Es gilt popo = g0, also go(pox) = go(x), daher
P(gox, x). Wegen der Voraussetzung 1. mull pox = z sein. Da go in Ro liegt,
ist poy = v.

Aus 3. folgt 2. Sei y € ¥ mit P(x, y); genauer sei gx = oy, ¢ € Ey(G). Nach
Voraussetzung ist (z, y) fastperiodisch; nach Lemma 1 37 € Ey (¢) mit
To(x, y) = (2, y)- Also ¥y = 10y = t(0Y) = T(0%) = TOXT = =.

1 ,,nonseparateds in [12], ,,proximal® in [9].
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Aus 2. folgt 1. Sei o0& = 0y, y € G(2), 0 € Hgyy(G). Nach Lemma 3 37 € By (G)
mit vz = 7y. Da z in Y asymptotisch frei ist, ist x = y.

Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

Die Voraussetzung, dafl ¥ nur aus fastperiodischen Elementen besteht, kann
natiirlich nicht weggelassen werden. Ist beispielsweise X der Raum aller Folgen
mit Werten in [0, 1], versehen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz,
so ist jede konstante Folge « in G (x) asymptotisch frei, denn fiir konstante Folgen
ist @(x) = {x}; in X ist hingegen keine Folge asymptotisch frei, denn z.B. ist
lim (z(r) — y(n)) = O hinreichend fir P(z,y).

o —>00

Man kann Satz 1 als lokale Version von ([7], Theorem 1) deuten, genauer
gesagt jener Teilaussage von Theorem 1, wonach (X, @, ) dann und nur dann
distal ist, wenn jedes Paar (z, y) fastperiodisch ist. Diese Aussage folgt unmittelbar
aus unserem Satz 1. Durch transfinite Induktion kann man aus Satz 1 auch das
volle Theorem 1 von Erris herleiten. Natiirlich beruht Satz 1 seinerseits ganz
wesentlich auf dem fundamentalen Lemma 1 von Erris iiber die Existenz von
Idempotenten.

2, Absolut rhythmische Abbildungen

Von nun an soll die Gruppe G diskret sein. In [11] war zu sehen, dall die Topo-
logie von G zu gewissen Schwierigkeiten fithrt, die, wie mir scheint, mit dem
Wesen der Rhythmik wenig zu tun haben. Im vorliegenden Abschnitt soll aufler-
dem G kommutativ sein. Doch behalten wir die multiplikative Schreibweise bei.

Wir betrachten Abbildungen von @ in einen vollstdndigen uniformen Raum S.
Eine solche Abbildung f: G — 8 moge beschrinki heillen, wenn f(@) total-
beschrankt ist. Sei 4 der Raum aller beschrankten Abbildungen von G in 8 in der
Topologie der punktweisen Konvergenz. Wir definieren eine Transformations-
gruppe (4, @, =) durch

(g, f): (@) =f(xg)(fed,geC, zecl).

G operiert also auf 4 durch Translation. 4 ist zwar im allgemeinen nicht kompakt;
gibt man aber in § eine feste abgeschlossene und totalbeschrinkte, also kompakte
Teilmenge M vor und betrachtet man alle Funktionen aus 4, deren Werte in M
liegen, so hat man eine kompakte invariante Teilmenge von A. Insbesondere ist
in 4 jede Bahnhiille kompakt.

Definition 5. f € 4 heillt rhythmisch, wenn f in (G(f), G, =) fastperiodisch ist.

Ich nehme hier als Definition, was in [1/] unter gewissen Voraussetzungen als
Satz erhalten wurde ([11], Satz 9). Diese Voraussetzungen sind erfillt, wenn G
diskret und § vollstindig ist, wie in der vorliegenden Arbeit angenommen wurde.

Bei diskretem @ fallen auch die Begriffe ,rhythmisch® und ,,gleichmaBig
rhythmisch® zusammen.

Wir erhalten daher aus den Definitionen 1 und 2 sowie den Lemmata 1 und 2
von [1I] Charakterisierungen rhythmischer Abbildungen:

Lemma b. f: G — 8§ ist dann und nur dann rhythmisch, wenn f beschrinkt ist und
eine beliebige der folgenden vier Bedingungen erfillt:

2%



20 P. FroR:

a) zu jeder endlichen Teilmenge K von G und jedem & aus einer Basis der Unifor-
mitit von S (wir schreiben dafiir e € S) gibt es eine relativ dichie Teilmenge T von G
mit (f(x), f(xt)) eecfirallexc K, t e T;

b) wenn fiir jedes endliche K c G, e € S, z € G die Menge aller y € G mit T (2) be-
zeichnet wird, fir welche (f(x2), f (xy?)) € ¢ fiir alle x € K gilt, so ist (bei festem K
und &) das Mengensystem {T (z)|z € G} gleichmifig relativ dicht;

¢) zu jedem ¢ € 8 und jedem endlichen K c G gibt es ein 7: G — Q mit endlicher
Bildmenge und der Eigenschaft:

(f), fey - wy))ee firalle zeK,yeG;

d) 2u jedem & € S und jedem endlichen K c G gibt es ein m: GX G — G mit end-
licher Bildmenge und der Eigenschaft:

(flz2), f(xy - 7(y,2))ee firalle zeK,yc@,ze@G.

(T c @ heiBt relativ dicht, wenn es ein endliches K ¢ G mit KT = TK = @
gibt — in dieser Form ist die Definition auch im nichtkommutativen Fall (§ 3) zu
brauchen — ; ein Mengensystem 2 heilit gleichmdifig relativ dicht, wenn es ein end-
liches K ¢ Gmit KT = @ fiir alle T' e X' gibt.) )

Ehe ich zum eigentlichen Thema des § 2 komme, will ich ein Beispiel fiir die
Vorteile geben, die die Voraussetzung bietet, @ sei diskret.

Korollar 1 (starker Stetigkeitssatz). Ist f: G — 8 rhythmisch, @:f(G) — 8’ stetig
und beschrdnkt, so ist ¢f rhythmisch.

Ist ndmlich ein endliches K c G und ein 5 € 8’ gegeben, so gibt es ein ¢ mit
Ue(f (@) co1 U, (¢f (®)) fir alle x € K. Ist daher xeK, (f(x), f(xt))ce, soist
(pf(x), pf(zt))en. Nun wende man Lemma 5, a) an.

Die Bedeutung des Korollars liegt vor allem darin, daB ¢ weder gleichmé8ig
stetig noch auf dem Abschlufl von f(@&) definiert zu sein braucht. Eine typische
Anwendung des Korollars ergibt etwa: ist T’ der eindimensionale Torus, ist die
Miichtighkeit von G kleiner als 2% und ist f: G — T rhythmisch, so gibt es auf Q eine
reellwertige rhythmische Funktion @ mit f = ¢ mod 1. (Die entsprechende Aussage
fiir fastperiodische Funktionen ist falsch; so ist die Folge {an} fiir jedes reelle
« fastperiodisch modulo Eins; ist « irrational, so gibt es keine zu {«n} mod 1 kon-
gruente reelle fastperiodische Folge.)

Definition 6. f: @ — S heiBt absolut rhythmisch, wenn fiir jedes rhythmische
g: G — 8 das Paar (f, g) rhythmisch ist. Dabei ist §’ ein beliebiger weiterer voll-
stdndiger uniformer Raum.

Satz 1 lehrt nun einerseits, dal es geniigt, alle Funktionen aus G(f) mit f zu
paaren, um zu erkennen, ob f absolut rhythmisch ist, und erlaubt andererseits eine
Charakterisierung der absolut rhythmischen Funktionen durch asymptotische
Eigenschaften. Zur Formulierung dieser Ergebnisse fithren wir noch folgende aus
[3]und [17] stammende Bezeichnung ein: ist & = {u,} ein Netz von Elementen von
Gund ist g {x) = lim f(za,) fir alle x € G, so schreiben wir

g=Saf.

(Man kann sich die Sy als Elemente von Eg ) (&) oder als Elemente der Stone-
Cech-Kompaktifizierung von & denken.)
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Die Anwendung von Satz 1 ergibt nun:

Satz 2. Dafiir, daf} f absolut rhythmisch ist, ist jede der folgenden zwei Bedingungen
notwendig und hinreichend.:

a) fiir jedes g € G(f) ist (f, g) rhythmisch;

b) f ist beschrimkt, und aus Sy Spf = Saof folgt Spf = f.

3. Fastautomorphe Funktionen

In diesem Abschnitt ist G eine beliebige, nicht notwendigerweise kommutative
Gruppe.

Wir zitieren zunédchst einige Definitionen und Sitze aus [17]. Wahrend VEECH
nur komplexwertige Funktionen betrachtet, wollen wir wieder Werte in einem
beliebigen vollstdndigen uniformen Raum 8 zulassen. Die Beweise der uns interes-
sierenden Sitze von VEECH lassen sich wértlich auf den allgemeineren Fall tiber-
tragen.

Definition 1.2.1. Eine Funktion f: G — S heillt rechis-fastautomorph, wenn
jedes Netz in @ ein Teilnetz a = {a,} besitzt, fiir welches die Limites g = Sy f und
h = 8,19 existieren und b = f ist. (! = {o;"1}; ebenso spiter af = {uyfy}.)
Entsprechend werden links-fastautomorphe Funktionen definiert.

Satz 1.2.1 (iv). Jede rechts-fastautomorphe Funktion ist beschrinkt.

Lemma 1.3.1. Ist f rechis-fastautomorph und Sqf = g, so ist bereits Syg = f.

Satz 1.3.1. Jede links-fastautomorphe Funktion ist rechis-fastautomorph und
umgekehrt.

Lemma 2.1.1. Sei f fastautomorph, e € S, N ¢ G endlich. Dann ist die Menge

Ce(N)={re G|(f(s7t),f(st))ce firalle seN,teN}

relativ dicht.

Korollar 2.1.2. Sei | fastautomorph, e € 8, N c G endlich, n eine natiirliche Zahl.
Dann existiert ein 6 € S und ein endliches M c G mit folgender Eigenschaft: sind
11, T2, - .-, Tn € Cs (M), so liegen alle Produkte

9018 ... T (eg=0o0der 1) in C ().

Satz 2.2.1 (zusammen mit Definition 2.1.2). f: G — 8 ist dann und nur dann
fastautomorph, wenn f beschrinkt ist und es zu jedem ¢ € S und jedem endlichen
N c @ ein relativ dichtes B, c Cy(N) gibt, welches den Bedingungen Bg = B,
B2 c C.(N) geniigt.

Ich gebe nun eine einfache Kennzeichnung der fastautomorphen Funktionen
an.

Satz 3. Eine Funktion auf G ist dann und nur dann fastautomorph, wenn sie
beschrinkt und in der Bohr-Topologie von @ stetig ist.

Die Bohr-Topologie ist die von den fastperiodischen Funktionen induzierte
schwache Topologie auf G. Zur Theorie der Bohr-Topologie vgl. [1] und [6].

Ich bezeichne die Bohr-Kompaktifizierung von G mit g: G — @ und setze
G = 0(G). G ist also zu @ homomorph, totalbeschrankt und in @ dicht.
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Sei also f beschrinkt und in der Bohr-Topologie stetig (d. h. f g1 ist wohlde-
finiert — p braucht nicht umkehrbar eindeutig zu sein — und stetig). Ferner sei
ein Netz « in ( gegeben. Nach einem eventuellen Ubergang zu einem Teilnetz kann

man voraussetzen, dall g («) in a konvergiert (64 ist kompakt) und da} Syf = ¢
existiert (f ist beschrankt, also G(f) kompakt). Sei z € G, ¢ € §. Da fp~1 stetig ist,
gibt es eine Einsumgebung U in @ mit (f(z - 071 (u)), f(x)) € ¢ fiir jedes u € U und
jeden Wert von o~1(u). o («) konvergiert in CAT*, ist also ein Cauchy-Netz in @. Insbe-
sondere gibt es ein vy mit o, Yoy) € U fiar g = v, » = »o. Fiir solche y und v ist
folglich (f(xa, '), f (%)) € &. Nimmt man zuerst tiber », dann iiber u den Grenz-
wert, so ergibt sich (S,-18.f (), f(x)) € &. Das gilt fiir jedes ¢ und jedes z € G; da-
her ist S,.8.f = f, also f fastautomorph.

Nun sei angenommen, daB f fastautomorph ist. f ist beschrankt (Satz 1.2.1 (iv)
aus [17]). Es bleibt zu zeigen, dall fp~—1 wohldefiniert und stetig ist. Zun#ichst
skizziere ich den Beweis: auf @ wird eine Topologie 7'y eingefithrt. G ist unter 7'y
eine sowohl rechts- wie links-totalbeschrinkte topologische Gruppe; daraus folgt
bekanntermaBen, dafBl die Rechts- und die Linksuniformitét auf (&, 7's) zusammen-
fallen. Jede solche Topologie auf @ ist nach [I], Theorem 1 schwécher als die Bohr-
Topologie oder stimmt mit dieser tiberein. Wenn noch gezeigt wird, daBl f in Ty
stetig ist, folgt die Stetigkeit von f in der Bohr-Topologie.

T wird dadurch definiert, daB man die Mengen C¢(N), e€ S, N c G, N end-
lich, als Basis des Umgebungssystems der Einbeit betrachtet. Nach ([4], p. 13)
mub eine Filterbasis U in einer Gruppe folgenden Forderungen geniigen, um Basis
des Systems der Einsumgebungen einer topologischen Gruppe zu sein:

1. VOUeU)@VelU)VecU
2. VUe)(3VeU)V-1cU
3. VUeU)(Vae@)(3VeU)VcalUal.

DaB das System {C;(N)} die Forderungen 1.) und 2.) erfullt, folgt aus [17],
Korollar 2.1.2 (mit #n = 2). Was die Forderung 3.) betrifft, so seien N, ¢ und a ge-
geben. Ich setze M = Na1 U aN und behaupte: C¢(M) cals(N)a L. Ist ndm-
lich e Ce(M), se N, te N, so ist f(s-alra-t) = f(prg) mit p=sa~leM,
g = ate M und f(pqg) = f(sa~1lat) = f(st), daher

(fsa~lzal), f(sh)) = (f(pTQ). [(pg)) €c wegen Tel:(M),
also
alraecCy(N).

Somit ist durch T’y eine topologische Gruppe definiert. Da alle C;(N) relativ
dicht sind, ist G unter 7'y totalbeschrankdt.

Es bleibt zu zeigen, daB f unter T’y stetig ist. Es gelte g, — g in 7'y. Bs gibt dann
zu jedem ¢ € Sund zu N = {e, g} ein v (¢) mit g~1g, € Cc(N) fiir v = v (s).

Daraus folgt

(flg-97rgr-e).f(g ) ee,
das ist
(Hgn, f@)ee fir »=v(s).

Alsoist fin Ty stetig, und Satz 3 ist bewiesen.
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In dem Spezialfall @ = Z (die Gruppe der ganzen Zahlen), S diskret sind die
(-stetigen Funktionen genau die Bieruorr-Folgen (s. [10], 6.1). (f ist eine reelle

"
Birkhoff-Folge, wenn f = z A sgn fy, wobei die f; fastperiodische Folgen sind, die
i=1
den Wert Null nicht annehmen, und die 4; Konstante sind.) Satz 3 liefert uns somit,
zusammen mit VEECHs Definition 1.2.1 und Satz 2.2.1, zwei Charakterisierungen
der Birkhoff-Folgen.

Korollar 2. f: G — 8 ist dann und nur dann fastoutomorph, wenn f = gh,

h
G -8 LS, wobei S’ ein im allgemeinen nicht vollstindiger uniformer Rawm, h
fastperiodisch und g stetig und beschrinkt ist.

Denn 4 ist bekanntlich genau dann fastperiodisch, wenn % = A’ ¢ mit einem
gleichmilig stetigen A'. Ist also f = gh = gh'p, so ist f nach Satz 3 fastauto-
morph, da gA' stetig und beschrinkt ist. Umgekehrt ist nach Satz 3 jedes fast-
automorphe f in der Form f = g g zerlegbar, und p ist fastperiodisch.

Ebenso beweist man
Korollar 3. /: G — 8 ist dann und nur dann fastautomorph, wenn = gh,

¢Las S, wobei G eine totalbeschrinkie topologische Gruppe, h ein stetiger
Homomorphismus und g stetig wnd beschrankt ist.

Wiederum ergibt sich eine bekannte Charakterisierung der fastperiodischen
Funktionen, wenn man zusétzlich verlangt, dafi g gleichméBig stetig ist.

Herr Verca hat mich darauf aufmerksam gemacht, daf ein Beweis des ,,nur dann‘“-Teiles
von Satz 3 (genauer gesagt: von Korollar 3) implizit in seiner Arbeit enthalten ist. In [17, § 3.3,
erster Absatz] wird zu einer gegebenen fastautomorphen Funktion f ein Homomorphismus ¢
von @ in eine kompakte Gruppe X konstruiert, und man erkennt leicht, da f sich mit » = ¢
in der Weise zerlegen 1d8t, die im Korollar 3 angegeben ist. (Dabei spielt natiirlich ¢ (&) und
nicht X, die Rolle von &; ein g ist durch f und & = ¢ eindeutig festgelegt.)

4. Fastautomorphie und Rhythmik

Nun sei G wieder kommutativ. In [77, § 3] hat VEEcH eine Transformations-
gruppe (X, ¢, L) eingefiihrt: dabei ist X ein Raum von Funktionen #(s, ¢} auf
GX @, und fir y € G ist Ly, n)(s,f) = n(sy,t). X ist dann G (&), wobei £(s, )
= f(st) ist. Da wir voraussetzen, dall ¢ kommutativ ist, gilt fiir jedes € X:5(s, f)
= 7{t, s) = @(st) fiir eine geeignete Funktion ¢ auf ¢. Wir kénnen dann VEECHS
Raum X mit G (f) und & mit f identifizieren.

Satz 4. Jede fastautomorphe Funlktion ist absolut rhythmisch.

Zum Beweis benéotige ich ein weiteres Resultat von VEEcH, das im Beweis von
[17, Lemma 3.2.2] vorkommt:

ist | fastautomorph und existiert S Sgf, so gilt Sy-15-18x8sf = f.

Sei f fastautomorph. Infolge von Satz 2 wird Satz 4 bewiesen sein, wenn ge-
zeigt ist: aus §,8,f = 8,1 folgt §,f = f. Nach dem zitierten Ergebnis von VEECH
ist zunichst (die Konvergenz 148t sich durch Ubergang zu Teilnetzen aus Kom-
paktheitsgriinden immer erreichen) mit oo = p, § = »:

Su—ly—lsﬂsy’f - f = Sﬂ—lv—l)gﬂf .
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Ferner
(mit o= plyl=9p"1yl, B=p):
Spf =881, 8uf =¥,
wie zu beweisen war.

Die Klasse der fastautomorphen Funktionen umfaft also die Klasse der fast-
periodischen Funktionen und ist in der Klasse der absolut rhythmischen Funk-
tionen enthalten. Dasselbe gilt, wenn man an Stelle der fastautomorphen die
distalen Funktionen [2, 16] betrachtet. Doch stimmen die distalen Funktionen
keineswegs mit den fastautomorphen iiberein; vielmehr gilt

Satz 5. Jede Funktion, die zugleich fastautomorph und distal ist, st fasiperiodisch.

Sei f distal und fastautomorph. Dann ist nach dem eben zitierten Satz von
VEECH
Sp-14-188af = f.

Andrerseits ist nach Definition der Fastautomorphie
Sp-1g-18upf =f.

Nun verwenden wir, daB f distal ist, was man so aussprechen kann: aus 8,8.f
= §y8sf folgt Sy f = Spf. Insbesondere erhalten wir durch ,,Kiirzen* von Sg-1,-::

SpSaf = Bupf = Spaf (da @ kommutativ ist) .

Nach einem Satz von BocHNER [3, Theorem 2], aus dem sich wohl die Theorie
der fastautomorphen Funktionen entwickelt hat, ist Sgof = SpSsf kennzeichnend
fiir Fastperiodizitdt. Damit ist Satz 5 bewiesen.

Die Umkehrung von Satz 5 ist trivial, und wir haben somit wieder eine Kenn-
zeichnung der Fastperiodizitit erhalten. Zugleich ergibt sich, daB die Umkehrung
von Satz 4 nicht zutrifft. Denn es sind Funktionen bekannt, die distal, aber nicht
fastperiodisch sind. Jede solche Funktion ist absolut rhythmisch; nach Satz 5
kann sie nicht fastautomorph sein. Ein Beispiel einer absolut rhythmischen, weder
distalen noch fastautomorphen Funktion gebe ich im SchluBabschnitt an.

Vorher sei noch eine weitere Betrachtung an [17, § 3] angeschlossen. VEECH
definiert dort eine binidre Relation' ~ in G(f):Syf ~ Sgf bedeutet, dafl ein Netz y
mit §,-18,8af = Spf existiert. VEECH beweist, daB ~ eine Aquivalenzrelation
ist.

Satz 6. Ist f fastautomorph, so stimmen auf G (f) die Relationen ~ und P iiberein.

Insbesondere ist in diesem Falle P eine Aquivalenzrelation. (Das trifft ja im
allgemeinen nicht zu: siehe [8] und [9].)

Sei 8uf ~ 8pf, genaver 8,-.8,8yf = Spf. Dann ist

(Sysy-lsw-z) Sg(j = SyS.y—l (Sa-xsgj) = SlySy—lf = f
und
(8y8,-18,-1) Sgf == (89 8,-18,-1) (8,-18y8a) f = S5+ 86f = f

mit §zpp = y5 1yuoy. Also P(Sqf, Spf)-

Sei andrerseits P (Suf, Ssf), genauer 8,8y f = 8,8f. Dann ist

f=18,48,-18y8uf = 8,18,18y8sf ,  Suf = 808,18,-18y8sf = S5-1808f
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mit
Csm' = ;177 ’
also

Sﬁf ~ Socf .

5. Rekurrente Folgen

Abschliefend wenden wir uns jetzt dem speziellen Fall der rekurrenten Folgen
zu — das sind rhythmische Funktionen auf der Gruppe Z der ganzen Zahlen mit
Werten in einem diskreten Raum. Sehr ausfiibrlich ist in der Literatur die rekur-
rente Folge von MorsE studiert worden. Sie kann so definiert werden: ist n = 0,
so sei ¢ (n) die Ziffernsumme der dyadischen Entwicklung von #. Die Morse-Folge
4 ist dann fiir » = 0 durch u(n) = 0 oder 1, u(n) = o(n) (mod 2) definiert. Ist
n > 0, so wird u(—n) = u(n — 1) gesetzt.

Es ist bekannt ([12], Theorem 12.56 (1)), daB es in G'(u) Folgen p’, v und +" mit
der Eigenschaft gibt: die einzigen asymptotischen Verbindungen in G (y) sind die
Bezichungen P(u, p'), P(v,v'), Py, v"), P(y’, ») und die daraus durch Transla-
tion hervorgehenden.

Wie leicht zu zeigen ist, hat fiir jedes rekurrente f die Menge G (f) entweder eine
endliche Méchtigkeit oder die Méchtigkeit 2%, Im Falle f = y sind also von den
2% Folgen aus G{u) nur abzéhlbar viele, ndmlich u, u', », " und ihre Bilder unter
@, nicht absolut rhythmisch.

Satz 7. Kein Element von G (u) ist fastautomorph.

Wie ich schon erwihnt habe, bedeutet das soviel wie: keine Folge aus G (u) ist
eine Birkhoff-Folge.
Ich bezeichne mit & die Folge 24 — 1, also

7(n) = { —-11’ falls p(n) = { ;

Offenbar geniigt es zu zeigen : kein Element von G () ist Birkhoff-Folge.

Lemma 6. Ist f fastperiodisch und f(n) m(n) = O fir alle n, so ist f = 0.

Sei 20 >a =0, f(a) + 0. Sei U die Menge der 2-%-1|f(a)|-Verschiebungs-
zahlen fiir f. Da f fastperiodisch ist, mufl U relativ dicht sein; sei etwa U -
+[0,2¥ —1]1=2Z. Zu jedem keZ existiert also ein fmit 0 <t < 2¥ und
k +te U. Nun moge k die Menge {27|n > N} durchlaufen; fiir jedes solche % sei
20 L t,e U, 0 < t, < 2%, Fiir die unendlich vielen £, stehen nur endlich viele
Werte zur Verfiigung ; also gibt es Zahlen p und ¢ mit ¢ > p > N und ¢, = t,. Nach
Definition von U und £, sind die Zahlen 2¢(2? - t,) und 2%(2¢ - {,), als Summen
@] f(2a)| -Verschiebungszahlen firr f; ihre Summe

20(27 - 24 - 2t,) ist eine |f(a)|-Verschiebungszahl fiir f. Insbesondere ist

sgn f(a) = sgn f(a -+ 20(2? + 1)) = sgn (@ + 25(2¢ + 1))
=sgnf(a+ 20(27 + 22 4 2¢,)) + 0.
Wegen der Voraussetzung f - w = 0, 7z (n) = 21 fiir alle # ist daher
m(@ 4 20(29 + 1)) = (@ + 20(27 + 20 4 2¢,)) .

von je 20 Elementen von U,
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Das Entsprechende gilt fiir u statt 7, also modulo 2 auch fiir ¢. Andrerseits ist
0= a <2, <21, < 2V+t1 < 20 < 29, daher

o(a 42022 +tp)) =o(a) + 1 + o(ty),
ola -+ 20(27 4- 20 - 2¢y)) = o(a) + 2 + o (tp) .

Diese beiden Zahlen unterscheiden sich um Eins und sollen doch modulo 2
iibereinstimmen. Wir sind bei einem Widerspruch angelangt. Die Voraussetzung
f(a) + 0ist also unmoglich, es ist f(a) = 0 fiir jedes @ = 0. Da { fastperiodisch ist,
gilt dasselbe fiir alle @, und das Lemma ist bewiesen.

Wire nun etwa Sy eine Birkhoff-Folge, so miilite es, da =, und somit auch
Sy 7, nur die Werte 4 1 annimmt, eine fastperiodische Folge f mit Sy = sgn f
geben. (8. [10], Lemma 6.1.) 7 ist rhythmisch; also gibt es eine Folge § mit
7= 838 = Sgsgn f; mw(n) = lim sgn f(n + ;) = sgo lim f(n 4 B,), falls die-
ser letzte Wert nicht Null ist. Insbesondere ist 5z (n)Ssf(n) = 0 fir alle #n. Dem
Lemma zufolge ist Sgf = 0. Da f fastperiodisch ist, ist f = S;..85f = 0, wihrend
nach der Annahme f den Wert Null iiberhaupt nicht annimmt. S,f ist also keine
Birkhoff-Folge, d. h. nicht fastautomorph.

Satz 7 zeigt, daB es nicht zu jedem rekurrenten f ein fastautomorphes g in G (f)
gibt. Gibt es in G (f) zumindest immer absolut rthythmische Funktionen ? Ich weif3
es nicht. (Die Frage 146t sich allgemeiner stellen: gibt es in jeder minimalen Trans-
formationsgruppe mit kompaktem Phasenraum ein asymptotisch freies Element ?)

Doch 148t sich eine dhnliche Frage positiv beantworten.

Definition 7 (Spezialfall von [12], Definition 10.21). f und ¢ seien rekurrent.
Wir sagen: f und g sind positiv (negativ) asymplotisch gleich, wenn es ein solches ng
gibt, dab fiir alle n = ng gilt: f(n) = g(n) (f(—n) = g(—n)).

Satz 8. Isi f rekurrent, so gibt es in G(f) eine Folge g mit der Eigenschaft: ist h
rekurrent, b = g, so sind g und h weder positiv noch negativ asymptotisch gleich.

Zum Beweis fithren wir den Hilfsbegriff des Blocks ein. Unter einem Block ver-
stehen wir einen endlichen Vektor B = (by, ..., by); ist f eine Folge, so sagen wir:
der Block B kommt in f vor, wenn es eine Zahl p gibt mit f (p + 1) = b;(¢ = 1,...,n).
Offensichtlich kommt jeder Block, der in irgendeiner Folge aus @ (f) auftritt, auch
in f vor; ist f rekurrent, so gilt auch das Umgekehrte.

Lemma 7. Ist f rekurrent, so gibt es fiir jeden Block B, der in f auftritt, einen
ebenfalls in f vorkommenden Block B’, dem immer, wenn er in f auftritt, B unmittel-
bar folgt. Kurz gesagt: B’ erzwingt die rechie Fortsetzung B.

Beweis des Lemmas. Sei der Block B in f etwa durch den Abschnitt
(f(—p), f(—p + D), ..., f(—1)) vertreten. Wir zerlegen die Folge f in Abschnitte
der Linge p und erhalten so eine Folge

{--.» B, B_1, By, By, B, ...}

mit Bk = (f(kp): f(kp + ]-)’ ces .f(kp + P — 1)) und B—l = B.
Es ist bekannt ([12], Theorem 4.04), daBl die Folge der B; wieder rekurrent ist.
(Das ist gleichbedeutend mit der Feststellung, da f unter der Untergruppe pZ

von Z rekurrent ist.)
Nun betrachten wir die Gesamtheit aller Folgen & € G(f), die der Bedingung:
h(n) = f(n) fir alle » < 0 geniigen. Jede Folge % zerlegen wir, wie oben f, in
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p-Blocke; dabei ergibt sich etwa {... B_s, By, Ho, H1, Hs, ...}. Die Menge aller
H;, die in den % vorkommen, ist endlich, denn jedes H; ist ein p-Block, der in f vor-
kommt. Wir bezeichnen die verschiedenen H; in irgendeiner Reihenfolge mit C;,
Cs, ..., Cs; dabei sei Oy = B_; gewdhlt. (Jedes B; ist ein Hjy, denn f ist ein A, und
wegen der erwahnten Rekurrenz der Folge { B;} kommt B_; unter den B; mit 7 = 0
vor.) Wir bilden rekursiv eine Folge {... B, B_1, Ko, K1, K3, ...}. Sind K,
K, ..., K;—; schon gewibhlt, dann sei K; unter den Cf, die in allen nur moglichen
Fortsetzungen von {... B_s, B_1, Ky, ..., K;—1} unmittelbar anschlieBen, das-
jenige mit dem kleinsten Index. Dadurch ist eine Folge {... B_s, B_1, K¢, K1, ...}
eindeutig festgelegt. Ihr entspricht eine Folge k mit
() bpn ), bpn = p— 1) = [ 3" " =0

B, n<0.

Da jeder rechts abbrechende Abschnitt von % in G(f) fortsetzbar ist, ist k
Limes von Folgen aus G(f) und gehort daher selbst zu G(f). k ist also rekurrent,
nach einer fritheren Bemerkung somit auch {... B_s, B_i, Ky, K1, ...}. Insbe-
sondere tritt C's = B unter den K; auf, da B_; = B ist. Nach Konstruktion der K;
bedeutet das, daf} an der betreffenden Stelle kein anderer p-Block stehen kann; die
rechte Fortsetzung B ist dort erzwungen.

Zwar haben wir bisher nur gesehen, dal B als rechte Fortsetzung von einer
nach links unendlichen Folge erzwungen wird. Aus der Kompaktheit von G(f)
folgt aber, daB eine linke Halbfolge selbst mehrere verschiedene rechte Fortsetzun-
gen der Linge p hat, wenn jedem ihrer endlichen Teilblocke diese Eigenschaft zu-
kommt. Folglich wird B als rechte Fortsetzung schon von einem endlichen Teil-
block der konstruierten nach links unendlichen Folge erzwungen. Damit ist
Lemma 7 bewiesen.

Natiirlich kann man aus Symmetriegriinden in Lemma 7 die Worte ,,folgt*
und ,,rechte Fortsetzung durch ,,vorausgeht und ,linke Fortsetzung* ersetzen.

Nun zum Beweis von Satz 8. Ich beginne mit einem beliebigen endlichen Ab-
schnitt

My,

der in f vorkommt. Sei M_; ein Block, der die rechte Fortsetzung Mg erzwingt,
und M ein Block, der die linke Fortsetzung M .1 Mg erzwingt. Wir haben nun den
Block

M3 MoMy;

die Lage (Indizierung) von M, soll dabei festgehalten werden. Auf den Block
M_; My M; wenden wir nun dasselbe Verfahren neuerlich an. Durch Iteration er-
halten wir eine Folge

g={..Mp.. MooM s MoMiM;y... Mp...}
mit der Eigenschaft:
M_,, erzwingt die rechte Fortsetzung M_p o1 M _pio ... Mo... My1,
My, erzwingt die linke Fortsetzung My M_pyq1 ... Mp_q.

Wie friiher fiir £ beweist man g € G(f). Dieses ¢ hat nun die in Satz 8 postulierte
Eigenschaft: ¢ ist in G(f) durch jede linke Halbfolge und durch jede rechte Halb-
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folge eindeutig festgelegt. Ist A rekurrent, aber nicht in G(f), so kann trivialer-
weise zwischen % und g nicht asymptotische Gleichheit, ja nicht einmal asympto-
tische Verbindung bestehen.

DaB man mit Satz 8 zumindest in die Néhe des Begriffs ,,absolut rhythmisch*
kommt, zeigt folgendes Ergebnis, dessen Beweis durch direkte Konstruktion sehr
leicht ist:

Satz 9. Ist f rekurrent und nicht distal, so gibt es in G (f) zwei Folgen g und b, die
voneinander verschieden, aber positiv asymptotisch gleich sind.

Wesentlich tiefer liegt die Tatsache, dal man hier ,,nicht distal** durch ,,nicht
periodisch* ersetzen kann, weil néimlich jede distale rekurrente Folge periodisch
ist. Dies folgt aus [7, theorem 2]; ein elementarer Beweis wird in der Dissertation
von W. HExuAPL gefithrt (Wien 1966; s. [14], p. 165—166).
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