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In der vorliegenden Arbeit soll die in [11] begonnene Untersuehung rhyth- 
miseher Abbildungen fortgesetzt werden. Zuns wSrd eine Charakterisierung 
der absolut rhythmisehen Abbildungen mit den Mitteln der topologischen Dynamik 
gegeben (Satz 2). Sie beruht auf einem allgemeinen Satz der topologisehen 
Dynamik (Satz 1). AnsehlieBend werden fastautomorphe Funktionen untersueht. 
Sie warden erst in j/ingster Zeit yon BocaNEg [3] definiert und yon VEECg [17] 
sehr genau untersucht. Auf die Ergebnisse yon VEEc~ gest/itzt kann ieh die 
fastautomorphen Funktionen sehr einfaeh charakterisieren (Satz 3). Sodann 
werden einige Beziehungen zwischen der Theorie der rhythmischen und der der 
fastautomorphen Funktionen hergestellt. Zuletzt betrachte ich den Speziaffall 
der rekurrenten Folgen. 

1. Ein Satz aus der topologisehen Dynamik 

Es sei (X, G, ~) eine topologische Transformationsgruppe. Das bedeutet 
bekanntlich [12]: X ist ein topologischer Raum, der Phasenraum; G i s t  eine 
topologische Gruppe, Phasengruppe genannt; und ~ ist eine stetige Abbildtmg yon 
G • X auf X, die folgenden Axiomen genfigt: 

(e, x) = x (e ist das Einheitselement in G) 

zl(g, z~(h, x)) = z~(g h, x) . 

Jeder topologischen Transformationsgruppe (X, G, ~) kann man den Ellis- 
schen AbschluB E = Ex(G) zuordnen [7, 8, 9]: Ex(G) ist der im Produktraum 
X x gebfldete AbschluB der l~enge der Funktionen ~ (g, .), g e G. E ist eine Halb- 
gruppe unter Komposition, in der ein stetig-homomorphes Bild yon G dieht liegt. 
In E ist jede Rechtsmultiplikation stetig; ebenso ist die Linksmultiplikation mit 
jedem Bild eines Elementes yon G stetig. 

Von nun an wird vorausgesetzt, dal~ X kompakt ist. Dann ist nach dem Satz 
yon T~:CHOZ~OFF aueh X x und daher E x  (G) kompakt. 

Definition 1. Ist  x e X, so versteht man unter der Bahnhi21te (engl. orbit. 
closure) G (x) yon x den topologischen Abschlu$ der Menge {~ (g, x) ] g e G} (die 
Bezeichnung G (x) entnehmen wir [15]). Aus der Kompaktheit  von X folgt leieht: 
G(x) = {~x I T e Ex(G)}. G(x) ist kompakt und unter G invariant. 

Definition 2. x e X  heiBt /astperiodisch, wenn x e G(y) f/Jr jedes y e G(x); 
anders gesagt: wenn G(x) minimal im System der abgeschlossenen nicht leeren 
G-invarianten Teilmengen yon X ist (vgl. Definition 2 in [8]). 

Lemma 1. x ist dann und nut  dann ]astperiodisch, wenn 

(VaeE) (3TeE)~ax----  x. 

2 Z. Wahrsehe in l i chke i t s theor i e  verw.  Geb., Bd. 7 
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Lemma 2. Ist x ~ X/astperiodisch,  T e E,  so ist ~x /astperiodisch. 
Lemma 1 und  Lemma 2 folgen unmit te lbar  aus G (x) = E .  x. 

Lemma 3. _[st x E Y r X ,  wobei Y G.invariant ist, so sind /olgende Aussagen 
gleichbedeutend: 

a) 3 a e E y ( G ) ,  y = a x ,  

b) 3~:eEx (G) ,  y = v x .  

Denn sowohl a) wie b) sind gleichbedeutend mit  y e G (x). 

Definition 3. Seien zwei Transformat ionsgruppen (X, G, ~) und  (Y, G, ~) mit  
derselben Phasengruppe gegeben. D a n n  definieren wir die Produktgruppe 
(X X Y, G, ~ • e) dureh ~ • e (g, (x, y)) = (~ (g, x), e (g, Y))- 

Lemma 4. E x x x ( G )  _~_ Ex (G) ;  genauer: ]edes 7: e E x x x ( G )  hat die Gestalt 
~(x, y) = (ax, ay) mit einem a e Ex(G) .  

Denn naeh Definition yon  E x  z x (G) ist 

~(x, y) = lim Jr X 7r(g~, (x, y)) 
Y 

ffir ein geeignetes Netz {g~} in G. Also 

~(x, y) = lim(~(g~, x), ~(g~, y)) = (limit (g~, x), l im~(g~, y)) = (ax,  ay)  

mit  
a = lira 7r (g,, .) ~ E x  (G). 

Definition4. x e X  und y e X  heiBen asymptotisch verbunden 1, und wir 
sehreiben P(x ,  y), wenn es ein a ~ Ex (G)  mit  ax  = ay  gibt. I s t  x e M c X und 
grit P (x, y), y e M nur  fiir y = x, so heiBt x in M asymptotisch /rei. I s t  jedes 
x in X asymptot iseh frei, so heiBt die Transformationsgruppe distal. 

Satz 1. Sei Y c X abgeschlossen und invariant, seien alle Elemente von Y / a s t .  
l~eriodisch und sei x e Y.  Dann sind ]otgende Aussagen i~quivalent: 

1. x ist in G (x) asymlgtotiseh ]rei. 
2. x ist in Y asymptotiseh /rei. 
3. Fi~r aUe y e Y ist (x, y)/astperiodisch. 

Die Fastperiodizi ts  in 3. bezieht sieh natiirlich auf  die Transformationsgruppe 
( X x X ,  G, ~ X ~ ) .  

Beweis. Aus  1./olgt 3. Sei a e Ex(G) .  Nach  Lemma 1 ist zu zeigen : 3~ e Ex(G)  
mit  ~ax  = x und  Oay = y. (0, ~ e Ex (G)  dar f  man  zufolge Lemma 4 sehreiben.) 
Ieh  setze R = {7 6 Ex(G) I  ~ a y  = y}. Da y fastperiodiseh ist, ist R nieht leer. 
R ist kompakt ,  ebenso R ~ wegen der Stetigkeit  der Reehtsmult ipl ikat ion in E. 
R r  eine t Ia lbgruppe  (Tr  = y, ~ ' r  = y --> ~ a r ' r  = y). Naeh [7], Lemma 1 
enth~]t R a ein Idempo ten t  r ~. Es gilt 0 ~ r ~ = r a, also r r (r r  = r ~ (x), daher  
P ( r 1 6 2  x). Wegen der Voraussetzung 1. mul~ r  ~- x sein. Da  ~ in R a  liegt, 
ist r r  = y. 

Aus  3. /olgt  2. Sei y e Y mit  P(x ,  y); genauer sei (rx = ay, a z E y ( G ) .  Nach 
Voraussetzung ist (x, y) fastperiodisch; naeh L e m m a  1 ~ r e E y  (G) mit  
~(~(x, y) = (x, y). Also y = ~(ry = ~((ry) = ~((~x) = v ~ x  = x. 

x ,,nonseparated" in [12], ,,proximal" in [9]. 
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Aus 2./olgt 1. Sei (~x ~- (~y, y ~ G(x), a E Ea(x)(G ). Nach Lemma 3 33 e Ey(G) 
mit ~x ~ Ty. Da x in Y asymptotisch frei ist, ist x ~ y. 

Damit ist Satz 1 vollst~ndig bewiesen. 
Die Voraussetzung, dab Y nur aus fastperiodischen Elementen besteht, kann 

natfirlich nicht weggelassen werden. Ist  beispielsweise X der Raum aller Folgen 
mit Werten in [0, 1], versehen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz, 
so ist jede konstante Folge x in G(x) asymptotisch frei, denn ffir konstante Folgen 
ist G(x) ---- {x}; in X ist hingegen keine Folge asymptotisch frei, denn z.B. ist 
lira (x (n) -- y (n)) : 0 hinreichend ffir P (x, y). 

n ---> o o  

Man kann Satz 1 als lokale Version yon ([7], Theorem 1) deuten, genauer 
gesagt jener Teilaussage yon Theorem 1, wonach (X, G, ~) dann und nur dann 
distal ist, wenn ]ede8 Paar (x, y) fastperiodisch ist. Diese Aussage folgt unmittelbar 
aus unserem Satz 1. Durch transfinite Induktion kann man aus Satz 1 auch das 
volle Theorem 1 yon ELHs herleiten. Natfirlich beruht Satz 1 seinerseits ganz 
wesentlich auf dem fundamentalen Lemma 1 yon ELLIs fiber die Existenz yon 
Idempotenten. 

2. Absolut rhythmisehe Abbildungen 

Von nun an soll die Gruppe G diskret sein. In [11] war zu sehen, dab die Topo- 
logie yon G zu gewissen Schwierigkeiten ffihrt, die, wie mir scheint, mit dem 
Wesen der Rhythmik wenig zu tun haben. Im vorliegenden Abschnitt soll aul3er- 
dem G kommutativ sein. Doch behalten wir die multiplikative Schreibweise bei. 

Wir betrachten Abbildungen yon G in einen vollst/indigen uniformen Raum S. 
Eine solche Abbildung ] : G  ~ S mSge beschriinkt heil~en, wenn /(G) total- 
besehr~nkt ist. Sei A der Raum aller beschr~nkten Abbildungen yon G in S in der 
Topologie der punktweisen Konvergenz. Wir definieren eine Transformations- 
gruppe (A, G, ~) dureh 

(g,/).  (x) = / (x g) (] e A, g e G, x e G). 

G operiert also auf A dutch Translation. A ist zwar im allgemeinen nicht kompakt;  
gibt man aber in Se ine  feste abgeschlossene und totalbesehr~nkte, also kompakte 
Teilmenge M vor und betrachtet man alle Funktionen aus A, deren Werte in M 
liegen, so hat  man eine kompakte invariante Teilmenge yon A. Insbesondere ist 
in A jede Bahnhfille kompakt. 

Definition 5. / ~  A heigt rhythmisch, wenn / in (G(/), G, ~) fastperiodiseh ist. 

Ich nehme hier als Definition, was in [11] unter gewissen Voraussetzungen als 
Satz erhalten wurde ([11], Satz 9). Diese Voraussetzungen sind erffillt, wenn G 
diskret und S vollst/indig ist, wie in der vorliegenden Arbeit angenommen wurde. 

Bei diskretem G fallen aueh die Begriffe ,,rhythmiseh" und ,,gleiehm~l~ig 
rhythmiseh" zusammen. 

Wir erhalten daher aus den Definitionen 1 und 2 sowie den Lemmata 1 und 2 
von [11] Charakterisierungen rhythmischer Abbildungen: 

Lemma 5. [: G --> S ist dann und nur dann rhythmisch, wenn ] beschri~nkt ist und 
eine beliebige der ]olgenden vier Bedingungen er/iillt: 

2 *  
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a) zu ]eder endlichen Teilmenge K yon G und ]edem e aus einer Basis der Uni/or- 
mitgt yon S (wir schreiben da/iZr e e S) gibt es eine relativ dichte Teilmenge T yon G 
mit  (](x), ](xt)) e 8/i~r aUe x e K,  t e T ;  

b) wenn ]i~r ]edes endliche K r G, e e S, $ ~ G die Menge aller y e G mit  T (z) be- 
zeichnet wird, /i~r welche (](xz), / (xyz) )  e e / i i r  alle x e K gilt, so ist (bei ]estem K 
uncl e) das Mengensystem ( T (z) l z e G} gleichmiiflig relativ dieht ; 

e) zu ]edem s e S und ]edem endliehen K c G gibt es ein ~z: G --* G mit endlicher 
Bildmenge und der Eigenscha/t: 

( / ( x ) , / ( x y .  zz(y))) e e ]iZr alle x e K,  y e G; 

d) zu ]edem e e S und ]edem endlichen K c G gibt es ein ~: G • G ---> G mit end- 
licher Bildmenge und der Eigenseha/t: 

( ] ( x z ) , ] ( x y . ~ ( y , z ) ) ) e e  fiZr alle x e g ,  y e G ,  z e G .  

(T c G heigt relativ dicht, wenn es ein endliehes K c G mi t  K T = T K = G 
gibt --  in dieser Form is~ die Definition auch im nichtkommutativen Fall (w 3) zu 
brauchen --  ; ein Mengensystem 2: heigt gleichmii]3ig, relativ dicht, wenn es ein end- 
fiches K c G mit K T -~ G far alle T e X gibt.) 

Ehe ich zum eigentlichen Thema des w 2 komme, will ieh ein Beispiel ffir die 
Vortefle geben, die die Voraussetzung bietet, G sei diskret. 

Korollar 1 (starker Stetigkeitssatz). Ist  ]: G ---> S rhythmisch, q): [ (G) ---> S'  stetig 
und beschri~nkt, so ist c#/ rhythmisch. 

Ist  ngmlieh ein endliches K c G und ein ~2 e S' gegeben, so gibt es ein e m i t  
U~ (/(x)) c~s -1 U, (~/(x)) far  alle x e K .  Ist  daher x e K ,  (/(x), / (xt))ee,  soist  
(q~f(x), qg/(xt))e~ 7. Nun wende man Lemma 5, a) an. 

Die Bedeutung des Korollars liegt vor allem darin, dag ~0 weder gleichmggig 
stetig noch auf dem Abschlug yon ] (G) definiert zu sein braucht. Eine typisehe 
Anwendung des Korollars ergibt etwa: ist T der eindimensionale Torus, ist die 
Miichtigkeit yon G kleiner als 2 u~ und ist /: G ---> T rhythmisch, so gibt es au] G eine 
reellwertige rhythmische Funkt ion q9 mit 1 =- ~o rood 1. (Die entsprechende Aussage 
far fastperiodische Funktionen ist falsch; so ist die Folge (~n} far  ]edes reelle 

fastperiodisch modulo Eins; ist ~ irrational, so gibt es keine zu {~n} mod 1 kon- 
gruente reelle fastperiodisehe Folge.) 

Definition 6. ]: G--> S heig~ absolut rhythmisch, wenn far ]edes rhythmische 
g: G --> S' das Paar (], g) rhythmisch ist. Dabei ist S' ein beliebiger weiterer voll- 
stgndiger uniformer Raum. 

Satz 1 lehrt nun einerseits, dag es genfigt, alle Funktionen aus G (]) mit ] zu 
paaren, um zu erkennen, ob / absolut rhythmisch ist, und erlaubt andererseits eine 
Charakterisierung der absolut rhythmischen Funktionen dureh asymptotische 
Eigensehaften. Zur Formulierung dieser Ergebnisse fiihren wit noch folgende aus 
[3] und [17] stammende Bezeiehnung ein: ist ~ = {~} ein Netz yon Elementen yon 
G and ist g (x) -~ lim ] (x~)  far  alle x e G, so sehreiben wit 

g = S ~ I .  

(Man kann sieh die S~ als glemente yon EG C0 (G) oder als Elemente der Stone- 
~eeh-Kompaktifizierung yon G denken.) 
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Die Anwendung yon Satz 1 ergibt nun: 

Satz 2. Da/i~r, daft / absolut rhythmiseh ist, ist ]ede der /olgenden zwei Bedingungen 
notwendig und hinreichend: 

a)/i~r ]edes g e G (]) ist (/, g) rhythmiseh; 

b) ]ist  beschr~nlct, und aus S~S~] = S~/ /olgt S~/ = /. 

3. Fastautomorphe Funktionen 

In diesem Abschnitt ist G eine beliebige, nicht notwendigerweise kommutative 
Gruppe. 

Wir zitieren zun~chs~ einige Definitionen und Si~tze aus [17]. W~hrend V ~ c ~  
nur komplexwertige Yunktionen betrachtet,  wollen wir wieder Werte in einem 
beliebigen vollstandigen uniformen Raum S zulassen. Die Beweise der uns interes- 
sierenden S~tze von Vw~c~ lassen sich wSrtlich auf den allgemeineren Fall iiber- 
tragen. 

Definition 1.2.1. Eine Funktion /: G - ~  S heil3~ rechts.]astautomorph, wenn 
jedes Netz in G ein Teilnetz :r = {~} besitzt, ffir welches die Limites g --  S~/und  
h = S~-lg existieren und h = ] ist. (~-1 ~-- {~1} ;  ebenso sparer ~fl ----- (~fl~}.) 
Entsprechend werden links-fastautomorphe Funktionen definiert. 

Satz 1.2.1 (iv). Jede rechts-/astautomorphe zVun~tion ist beschr~inkt. 

Lemma 1.3.1. Ist ] rechts-/astautomorph und S~/ = g, so ist bereits S~-lg = ]. 

Satz 1.3.1. Jede links-/astautomorphe Funlction ist rechts-]astautomorph und 
umgekehrt. 

Lemma 2,1.1. Sei //astautomorph, s e S, N c G endlich. Dann ist die Menge 

C~(N) -~ {~: e G] (/(s~t),/(st)) e s  /i~r alle s e N ,  t e N }  

relativ dicht. 

Korollar 2.1.2. Sei ] ]astautomorph, s e S, N c G endlich, neine natiirliche Zahl. 
Dann existiert ein (5 e S und ein endliches M c G mit /olgender Eigenscha]t: sind 
~;1, T~ . . . .  , Tne C~ (M), so liegen alle Produkte 

el ~2 ~i ~2 -.. ~"(el----Ooder • in O~(N). 

Satz 2.2.1 (zusammen mit De/inition 2.1.2). /: G --> S ist dann und nur dann 
/astautomorph, wenn / besehr~in]ct ist und es zu ]edem e e S und ]edem endtiehen 
N ~ G ein relativ diehtes B~ oCt (N)  gibt, welches den Bedingungen B~ -~ B~ -~, 
~B~ ~ c C~ (N) geni~gt. 

Ich gebe nun eine elnfaehe Kennzeichnung der fastautomorphen Funktionen 
a n .  

Satz 3. Eine Funktion au/ Gis t  dann und nut dann /astautomorph, wenn sie 
beschrSn~t und in der Bohr. Topologie yon G stetig ist. 

Die Bohr-Topologie ist die yon den fastperiodisehen Funktionen induzierte 
schwaehe Topologie auf G. Zur Theorie der Bohr-Topologie vgl. [1] und [6]. 

Ieh bezeichne die Bohr-Kompaktifizierung yon G mit ~ : G - ~  G und setze 

= ~ (G). Gist  also zu G homomorph, totalbeschrankt und in G dieht. 
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Sei also [ besehrgnkt und in der Bohr-Topologie stetig (d. h. /~)-1 ist wohlde- 
finiert -- 0 brauch~ nieht umkehrbar eindeutig zu sein -- und stetig). Ferner sei 
ein Netz ~ in G gegeben. Naeh einem eventuellen l~bergang zu einem Teilnetz kann 

man voraussetzen, dab 0 (~) in G konvergiert (G ist kompakt) und dab S ~ / =  g 
existiert (1 ist besehri~nkt, also G (/) kompakt). Sei x e G, e e S. D a /0  - i  stetig ist, 

gibt es eine Einsumgebung U in G mit ([(x.  0-i(u)) , / (x))  ~ e ffir jedes u e U und 

]eden Wert  yon 0 - i  (u). 0 (e) konvergiert in G, ist also ein Cauchy-Netz in G. Insbe- 
sondere gibt es ein v0 mit 0(e~le~) e U fiir ~u ~ v0, v >= v0. Ftir solche/~ und v ist 
folglieh ( / ( x e T i ~  ), ] (x)) ~ s. Nimmt man zuerst fiber v, dann f iber / t  den Grenz- 
weft, so ergibt sieh (S~- IS~ / (x ) , / ( x ) )  ~ e. Das gilt fiir jedes s und jedes x E G; da- 
her ist S~-IS~] ---- [, also ] fastautomorph. 

Nun sei angenommen, dab / fastautomorph ist. / ist besehr~inkt (Satz 1.2.1 (iv) 
aus [17]). Es bleibt zu zeigen, dab /0-1 wohldefiniert und stetig ist. Zun~ehst 
skizziere ieh den Beweis : auf G wird eine Topologie T/eingeffihrt.  Gis t  unter Tf  
eine sowohl reehts- wie links-totalbesehrinkte topologisehe Gruppe; daraus folgt 
bekanntermaBen, dab die Reehts- und die Linksuniformitit  auf (G, T/) zusammen- 
fallen. Jede solche Topologie auf Gist  naeh [1], Theorem 1 sehwiieher als die Bohr- 
Topologie oder stimmt mit dieser fiberein. Wenn noeh gezeigt wird, dab / in T s 
stetig ist, folgt die Stetigkeit v o n /  in der Bohr-Topologie. 

T / w i r d  dadureh definiert, dab man die Mengen Ct (N), e e $ , /V c G, N end- 
lieh, als Basis des Umgebungssystems der Einheit betraehtet. Naeh ([4], p. 13) 
mug eine Fflterbasis U in einer Gruppe folgenden Forderungen genfigen, um Basis 
des Systems der Einsumgebungen einer topologisehen Gruppe zu sein: 

1. ( V U ~ U ) ( 3 V e U ) V 2 c U  

2. ( V U e U ) ( 3 V ~ U ) V - ~ c U  

3. ( V U E U ) ( Y a ~ G ) ( 3 V ~ U ) V c a U a  - i .  

DaB das System {C~(N)} die Forderungen 1.) und 2.) erffillt, folgt aus [17], 
Korollar 2.1.2 (mit n = 2). Was die Forderung 3.) betrifft, so seien N, e und a ge- 
geben. Ich setze M ---- N a  - i  ~J a N  und behaupte: C , ( M )  c a C , (N)a -1 .  Ist  n~im- 
lich ~ e C~(M), s ~ N, t e N, so ist / ( s .  a - l ~ a  �9 t) = / ( p v q )  m i t  19 = sa  -1 e M ,  
q = at  e M und / (pq)  = / ( s a - i a t )  = / ( s t ) ,  daher 

( / ( s a - l T a t ) , / ( s t ) )  = ([(TTfq),/(pq)) e e wegen �9 e C~(M) ,  

also 
a - l  ?;a E Ce(N)  . 

Somit ist durch Tf  eine topologisehe Gruppe definiert. Da alle C , ( N )  relativ 
dicht sind, ist G unter T~ totalbeschrinkt.  

Es bleibt zu zeigen, da]~ [ unter T~ stetig ist. Es gelte gv --> g in T I. Es gibt dann 
zu jedem e e S und zu N = (e, g} ein v (e) mit g-lg~ e C~ (N) ffir v ~ v (e). 

Daraus folgt 
( / (g .  g - lg~ ,  e ) , / ( g ,  e)) e e ,  

das is~ 
(/(g~),/(g))as ffir v ~ v ( S ) .  

Also ist / in Tf  stetig, und Satz 3 is~ bewiesen. 
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I n  dem Spezialfall G = Z (die Gruppe  der ganzen Zahlen), S diskret  sind die 

G-stetigen Funk t ionen  genau die B~KHOFF-Folgen (s. [10], 6.1). ( / i s t  eine reelle 

Birkhoff-Folge,  wenn / = ~ ~t sgn/~, wobei  d ie / i  fastperiodische Folgen sind, die 
i = l  

den Wer t  Null nicht  annehmen,  und die ~i Kons t an t e  sind.) Satz 3 liefert uns somit ,  
zusammen  mi t  VEEC~S Definition 1.2.1 und  Satz 2.2.1, zwei Charakter is ierungen 
der Birkhoff-Folgen.  

Korol lar  2. /: G---> S ist dann und nut dann ]astautomorph, wenn ] = g h ,  

G ~ S '  g S' -* S, wobei ein im allgemeinen nicht vollst~ndiger uni/ormer Raum, h 
/astperiodisch und g stetig und beschrgnkt ist. 

Denn h ist  bekannt l ieh  genau dann  fastperiodisch,  wenn h = h'Q mi t  e inem 
gle ichmi~ig  stet igen h' .  I s t  also / :  gh ~-gh'  ~, so ist / naeh Satz 3 fas tauto-  
morph ,  da gh' stet ig und  besehr~nkt  ist. Umgekehr t  ist  nach Satz 3 jedes fast-  
au tomorphe  / in der F o r m  / = g ff zerlegbar,  und  Q ist fastperiodiseh. 

Ebenso  beweist  m a n  

Korollar 3. /:  G-->S ist dann und nur dann /astautomorph, wenn ] ~-gh, 

G h~ G ' -~  S, wobei G' eine totalbeschrdnkte topologisehe Gruppe, h ein stetiger 
Homomorphismus und g stetig und beschr~inlct ist. 

Wiederum ergibt  sieh eine bekann te  Charakter is ierung der fastperiodischen 
Funkt ionen ,  wenn m a n  zus~tzlich ver langt ,  dal~ g gleichm~13ig stet ig ist. 

Herr VEECH hat reich darauf aufmerksam gemacht, dab ein Beweis des ,,nur dann"-Teiles 
yon Satz 3 (genauer gesagt: von Korollar 3) implizit in seiner Arbeit enth~lten ist. In [17, w 3.3, 
erster Absatz] wird zu einer gegebenen fastautomorphen Funktion / ein Homomorphismus q~ 
yon G in eine kompakte Gruppe Xo konstruiert, und m~n erkennt leicht, dab / sieh mit h ~ 
in der Weise zerlegen l~Bt, die im Koroll~r 3 angegeben ist. (Dabei spieR natiirlieh q~(G) und 
nicht X0 die Rolle von G'; ein gist dureh ] und h ~ ~ eindeutig festgelegt.) 

4. Fastautomorphie und Rhythmik 

N u n  sei G wieder k o m m u t a t i v .  I n  [17, w 3] ha t  V~wc~ eine Transformat ions-  
gruppe (X, G, L) eingeffihrt:  dabei  ist  X ein R a u m  yon Funk t ionen  U (s, t) au f  
G • G, und  ffir y e G i s t  L (y, 9) (s, t) = ~ (s y, t). X ist dann  G (~), wobei  ~ (s, t) 
= / (s t) ist. Da  wir voraussetzen,  dab  G k o m m u t a t i v  ist, grit ffir jedes ~ e X:  U (s, t) 
= ~ (t, s) = ~ (st) fiir eine geeignete Funk t ion  ~ auf  G. Wir  k6nnen dann  VEwCHs 
R a u m  X mi t  G (/) und  ~ mi t  / identifizieren. 

Satz 4. Jede [astautomorphe Funktion ist absolut rhythmisch. 

Z u m  Beweis benStige ieh ein weiteres Resu l t a t  von  VW~CH, das im Beweis yon 
[17, L e m m a  3.2.2] v o r k o m m t :  

ist [ [astautomorph und existiert S~S~[, so gilt S~-1~-1S~S~/ = /. 

Sei / f a s t au tomorph .  Infolge yon Satz 2 wird Satz 4 bewiesen sein, wenn ge- 
zeigt ist:  aus S~S~/-~  S~/ fo lg t  S ~ / =  ]. Nach dem zit ier ten Ergebnis  yon V~wc~ 
ist zuni~ehst (die Konvergenz  l~Bt sich durch l~bergang zu Teflnetzen aus K o m -  
pakthei t sgr i inden immer  erreiehen) m i t e  = / ~ ,  fi -~ v: 
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Ferner 
(mit ~ = # - l v - l : v - l # - l ,  f l = / t ) :  

S,.l = S~S~-,,,-~S.~/= 1, 
wie zu beweisen war. 

Die Klasse der fastautomorphen Funktionen umfaBt also die Klasse der fast- 
periodisehen Funktionen und ist in der Klasse der absolut rhythmischen Funk- 
tionen enthalten. Dasselbe gilt, wenn man an Stelle der fastautomorphen die 
distalen Funktionen [2, 16] betraehtet. Doch stimmen die distalen Funktionen 
keineswegs mit den fastautomorphen iiberein; vielmehr gilt 

Satz 5. Jede Eunl~tion, die zugleich /astautomorph und distal ist, ist ]astperiodisch. 
Sei ] distal und fastautomorph. Dann ist naeh dem eben zitierten Satz yon 

VEEC~ 
s~_~_~&&t = / .  

Andrerseits ist nach Definition der Fastautomorphie 

Nun verwenden wit, dai~ I distal ist, was man so aussprechen kann: aus SvS~ ~ 
-= S~,S~] folgt S~f S~.  Insbesondere erhalten wir dureh ,,Ku zen yon 

S~Saf = Sa~] = S~a] (da G kommutativ ist). 

Naeh einem Satz yon Bocn~E~ [3, Theorem 2], aus dem sich wohl die Theorie 
der fastautomorphen Funktionen entwiekelt hat, ist S~af =- S~S~] kennzeiehnend 
fiir Fast periodizit~t. Damit ist Satz 5 bewiesen. 

Die Umkehrung yon  Satz 5 ist trivial, und ~_r haben somit wieder eine Kenn- 
zeichnung der F~stperiodizit~t erhalten. Zugleieh ergibt sich, dal~ die Umkehrung 
yon Satz 4 nieht zutrifft. Denn es sind Funktionen bekannt, die distal, aber nieht 
fastperiodisch sin& Jede solehe Funktion ist absolut rhythmiseh; nach Satz 5 
kann sic nicht fastautomorph sein. Ein Beispiel einer absolut rhythmisehen, weder 
distalen noch fastautomorphen Funktion gebe ieh im Schlul3abschnitt an. 

Vorher sei noeh eine weitere Betrachtung an [17, w 3] angeschlossen. V~Ec~ 
definiert dort eine bin~re Relation' ~ in G (/):S~] N S~/bedeutet,  dab ein Netz 
mit 2v-~SvScr ] = S~/ existiert. VE~c~ beweist, dab ~ eine ~qnivalenzrelation 
ist. 

Satz 6. Is$ ~ ]astautomorph, so stimmen au/ G (/) die Relatlonen ..~ und P i~berein. 
Insbesondere ist in diesem Falle P eine ~qnivalenzrelation. (Das trifft ja im 

allgemeinen nieht zu: siehe [8] und [9].) 
Sei S ~  ~ S~/, genauer S~-~SvSc J = S~.  Dann ist 

und 

mit ~ = 7 i - ~ 7 ~ .  Also P(S~/, SM). 
Sei andrerseits P(S~/,  S~]), genauer SvS~] ---- SvS~/. ]:)ann ist 



Rhy~hmische Abbildungen abelscher Gruppen II 25 

mit 

also 

5. Rekurrente Folgen 

AbsehlieBend wenden wir uns jetzt  dem speziellen Fall der rekurrenten Folgen 
zu -- das sind rhythmische Funktionen auf der Gruppe Z der ganzen Zahlen mit 
Werten in einem diskreten Raum. Sehr ausffihrlieh ist in der Literatur die rekur- 
rente Folge yon Mo~s]~ studiert worden. Sie kann so definiert werden: ist n > 0, 
so sei a (n) die Ziffernsumme der dyadisehen Entwicklung yon n. Die Mo~sE-Folge 
# ist dann fiir n > 0 durch ~t (n) = 0 oder 1,/~ (n) - (r (n) (rood 2) definiert. Ist  
n > 0, so wird ~t ( - -n)  ---= ~t (n -- 1) gesetzt. 

Es ist bekannt ([12], Theorem 12.56 (1)), dal~ es in G(#) Folgen #',  v und v' mit 
der Eigenschaft gibt: die einzigen asymptotischen Verbindungen in G (#) sind die 
Beziehungen P (~t, /~'), P (v, v'), P (~t, v'), P (/z', v) und die daraus durch Transla- 
tion hervorgehenden. 

Wie leieht zu zeigen ist, hat  ffir jedes rekurrente / die Menge G (/) entweder eine 
endliche M/~chtigkeit oder die M/~ehtigkeit 2 s~ Im Falle / ~ ~t sind also yon den 
2 ~~ Folgen aus G(#) nut  abz/ihlbar viele, n/~mlich/~, ~t', v, v' und ihre Bflder unter 
G, nieht absolut rhythmiseh. 

Satz 7. Kein  Element yon G (~t) ist /astautomorph. 

Wie ich schon erw/~hnt habe, bedeutet das soviel wie: keine Folge aus G (#) ist 
eine Birkhoff-Folge. 

Ich bezelchne mit ~ die Folge 2/x --  1, also 

~ ( n ) = {  1 { 1  
1' falls # (n) ---= 0" 

Offenbar genfigt es zu zeigen: kein Element yon G (z) ist Birkhoff-Folge. 

Lemma 6. Ist  / fastperiodisch und f (n) ~ (n) >= 0/i~r alle n, so ist / = O. 

Sei 2b > a _-->0, /(a) * 0. Sei U die Menge der 2-b-ll/(a)]-Verschiebungs- 
zahlen ffir ]. Da / fastperiodiseh ist, mull U relativ dicht sein; sei etwa U + 
+ [0,2 N -  1] = Z. Zu jedem k e Z existier~ also ein tm i t  0 < t < 2 ~v und 
k + t e U. Nun mSge k die 1Vfenge {2n I n > N} durehlaufen; ffir jedes solche n sei 
2 ~ + tn~  U, 0 < tn < 2 "v. Ffir die unendlieh vielen tn stehen nur endlieh viele 
Wer~e zur Verffigung; also gibt es Zahlen p und q mit q > p > N und t~ = tq. Naeh 
Definition von U und t ,  sind die Zahlen 2b (2~ +4- t~) und 2b (2q + tq), als Summen 

yon je 2b Elementen yon U, I/(a)l -Versehiebungszahlen ffir ]; ihre Summe 
2 

2 b (2~ + 2q + 2tv) ist eine ] ](a) I'Versehiebungszahl ffir ]. Insbesondere ist 

sgn/(a) = sgn ](a + 2b(2P + tv) ) -~ sgn ](a + 2b(2q + tv) ) 

---- sgn/ (a  + 2b(2p + 2q + 2tp)) # 0 .  

Wegen der Voraussetzung/ .  ~ > 0, ~ (n) = • 1 ffir al len ist daher 

g (a  + 2b(2P + tV)) ---- 7t(a + 2b(2~ + 2q + 2t~)). 
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Das Entspreehende gilt fiir # s tar t  ~, also modulo 2 auch fiir a. Andrerseits ist 
0 ~ a < 2 b, t~ ~ 2t~ < 2 lv+1 ~ 2~ < 2q, daher  

a (a  -k 2b(2 ~ -k t~)) : a(a) q- 1 + a( t~) ,  

a (a  -k 2b(2 ~ + 2q + 2t~)) : (r(a) -k 2 + a( t~) .  

Diese beiden Zahlen unterseheiden sieh um Eins und  sollen doch modulo 2 
tibereinstimmen. Wir sind bei einem Widerspruch angelangt. Die Voraussetzung 
] (a) , 0 ist also unmSglich, es ist / (a) : 0 fiir jedes a ~ 0. Da / fastperiodiseh ist, 
gilt dasselbe f/Jr alle a, und  das Lemma ist bewiesen. 

W/~re nun etwa S~ 7~ eine Birkhoff-Folge, so mfiBte es, da n, und  somit auch 
S~ ~, nur  die Wer te  =k 1 annimmt,  eine fastperiodische Folge f m i t  S~ ~ = sgn f 
geben. (S. [10], Lemma 6.1.) z~ ist rhythmisch;  also gibt es eine Folge fl mit  

= S~S~Tr ---- S # s g n / ;  ~(n) = lim sgn ](n q- fl~) = sgn l i m / ( n  q- fl~), fulls die- 
ser letzte Wer t  nicht  Null ist. Insbesondere ist 7r(n)S#/(n) >= 0 fiir a ] l en .  Dem 
Lemma zufolge ist S#[ = 0. Da ] fastperiodisch ist, ist [ = S#-ISt~[ ~- O, wiihrend 
nach der Annahme ] den Wer t  Null f iberhaupt  nicht  annimmt.  Sa[ ist also keine 
Birkhoff-Folge, d. h. nicht  fas tautomorph.  

Satz 7 zeigt, daB es nicht  zu jedem rekurrenten  [ ein fas tautomorphes  g in G (/) 
gibt. Gibt es in G (/) zumindest  immer  absolut rhythmische  Funkt ionen  ? Ich weig 
es nieht. (Die Frage l~Bt sich allgemeiner stellen : gibt es in jeder minimalen Trans- 
formationsgruppe mit  kompak tem Phasenraum ein asymptot isch freies Element  ?) 

Doch li~Bt sich eine ~hnliche Frage posit iv beantworten.  

Definition 7 (Spezialfall yon [12], Definition 10.21). [ und  g seien rekurrent .  
Wir  sagen: ] und g sind positiv (negativ) asymptotisch gleich, wenn es ein solches no 
gibt, dub fiir a l l en  ~ no gilt: ] (n) = g (n) ([ ( - -n )  = g ( - -n)) .  

Satz 8. Ist / rekurrent, so gibt es in G (/) eine Folge g mit der Eigenscha/t: ist h 
rekurrent, h ~= g, so sind g und h weder positiv noch negativ asymlgtotisch gleich. 

Zum Beweis fiihren wit den ttflfsbegriff des Blocks ein. Unter  einem Block ver- 
stehen ~ einen endliehen Vektor  B = (bl . . . . .  bn) ; ist ] eine Folge, so sagen wir : 
der Block B kommt in ] vor, wenn es eine Zahl p gibt mit  / (p -k i) = bi (i = 1 . . . .  , n). 
Offensiehtlich kommt  jeder Block, der in irgendeiner Folge aus G (]) auftr i t t ,  auch 
in ] vor;  ist ] rekurrent ,  so gilt auch das Umgekehrte .  

Lemma 7. Ist / rekurrent, so gibt es ]i~r ]eden Block B, der in [ au/tritt, einen 
eben/alls in ] vorkommenden Block B', dem immer, wenn er in / au/tritt, B unmittel- 
bar/olgt. Kurz gesagt : B' erzwingt die rechte Fortsetzung B. 

Beweis des Lemmas. Sei der Block B in ] etwa durch den Abschni t t  
(1 (-- p), / (-- p q- 1) . . . .  , / ( - -  1)) vertreten.  Wir  zerlegen die Folge / in Abschnit te  
der Ls p und  erhalten so eine Folge 

{ . . . .  B-2, B-l ,  Bo, B1, B~, . . . }  

mit Bk = (/(kp), [(kp + 1) . . . . .  / (kp  + p -- 1)) und  B-1 = B. 
Es ist bekannt  ([12], Theorem 4.04), dab die Folge der B~ wieder rekurrent  ist. 

(])as ist gleichbedeutend mit  der Feststellung, dab ] unter  der Untergruppe pZ 
yon Z rekurrent  ist.) 

Nun  bet rachten  wir die Gesamthei t  aller Folgen h E G (1), die der Bedingung:  
h (n) = ] (n) ffir a l l e n  < 0 genfigen. Jede  Folge h zerlegen wir, wie oben ], in 
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p-B16cke; dabei ergibt sich etwa {... B-z, B-l, Ho, H1, H2 . . . .  }. Die Menge aller 
Hi, die in den h vorkommen, ist endlich, denn jcdes Hi ist ein p-Block, der in / vor- 
kommt. Wir bezeichnen die verschiedenen Hi in irgendeiner Reihenfolge mit C1, 
C2 . . . . .  Cs ; dabei sei Cs = B-1 gew~hlt. (Jedcs B/ i s t  ein H~, denn / ist ein h, nnd 
wegen der erw~hnten Rekurrenz der Folge {Bi} kommt B-1 unter den Bi mit i ~ 0 
vor.) Wir bilden rekursiv eine Folge {... B-2, B-l, Ko, K1, K2 . . . .  }. Sind Ko, 
K1 . . . . .  K~-I schon gewi~hlt, dann sei Kl unter den C~, die in allen nut m6glichen 
Fortsetzungen yon {... B-2, B-l, Ko, ..., Kt-1} unmittelbar anschlieBen, das- 
]enige mit dem kleinsten Index. Dadureh ist eine Folge {... B-z, B-l,  Ko, K1, ...} 
eindeutig festgelegt. Ihr entspricht eine Folge k mit 

{ K ~  n ~ 0 
(k(pn),k(pn-~ l ) , . . . , k ( p n - ~ - p - - 1 ) ) =  Bn n <O.  

Da jeder rechts abbrechende Abschnitt yon k in G(/) fortsetzbar ist, ist k 
Limes yon Folgen aus G (/) und geh6rt daher selbst zu G (/). ]c ist also rekurrent, 
nach einer frfiheren Bemerknng somit anch {... B-s, B-l,  K0, K1 . . . .  }. Insbe- 
sondere tri t t  Cs = ~ unter den Ki auf, da B-1 ---- B ist. Nach Konstruktion der Ki 
bedentet das, dab an der betreffenden Stel]e kein anderer p-Block stehen kann; die 
rechte Fortsetzung B ist dort erzwungen. 

Zwar haben wir bisher nur gesehen, dab B als rechte Fortsetzung yon einer 
nach links nnendlichen Folge erzwungen wird. Aus der Kompaktheit  yon G ([) 
folgt aber, dab eine linke tIalbfolge selbst mehrere verschiedene rechte Fortsetzun- 
gender  L~nge p hat, wenn jedem ihrer endlichen Teflbl6cke diese Eigenschaft zu- 
kommt. Folglich wird B als rechte Fortsetzung schon yon einem endiichen Tefl- 
block der konstrnierten nach links nnendlichen Folge erzwnngen. Damit ist 
Lemma 7 bewiesen. 

Natfirlich kann man aus Symmetriegr/inden in Lemma 7 die Worte ,,folgt" 
und ,,rechte Fortsetzung" durch ,,vorausgeht" und ,,linke l%rtsetzung" ersetzen. 

Nun zum Beweis yon Satz 8. Ich beginne mit einem be]iebigen endlichen Ab- 
schnitt 

J]//0, 

der in ] vorkommt. Sei M-1 ein Block, der die rechte Fortsetzung M0 erzwJngt, 
und M1 ein Block, der die linke Fortsetzung M-1 M0 erzwingt. Wir haben nun den 
Block 

M-1 M0 M1; 

die Lage (Indizierung) yon M0 soll dabei festgehalten werden. Anf den Block 
M-1MoM1 wenden wir nun dasselbe Verfahren neuerlich an. Durch Iteration er- 
halten wir eine Folge 

g = {... M-n . . .  M-2M-1MoM1M2.. .  Mn. . . }  

mit der Eigenschaft: 

M-n erzwingt die rechte Fortsetzung M-n+l M-n+2 ... Mo ... Mn-1, 

Mn erzwingt die linlce Hortsetzung M-n M-n+1 ... Mn-1. 

Wie frfiher ffir ]c beweist man g ~ G (/). Dieses g hat nun die in Satz 8 postulierte 
Eigenschaft: g ist in G (/) durch jede linke I{albfolge und dutch jede rechte Halb- 
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folge eindeutig festgelegt. I s t  h rekurrent ,  aber nicht  in G (]), so kann  trivialer- 
weise zwisehen h und  g nieht  asymptot ische Gleiehheit, ja nieht  einmal asympto-  
tisehe Verbindung bestehen. 

DaB man  mit  Satz 8 zumindest  in die N~he des Begriffs , ,absolut rhy thmisch"  
kommt ,  zeigt folgendes Ergebnis,  dessen Beweis dureh direkte Kons t ruk t ion  sehr 
leieht ist:  

Satz 9. Ist ] rekurrent und nicht distal, so gibt es in G(]) zwei Folgen g und h, die 
voneinander verschieden, aber 1~ositiv asymt~totisch gleich sind. 

Wesentlieh tiefer liegt die Tatsaehe, dab man  bier ,,nicht distal" dureh ,,nieht 
periodiseh" ersetzen kann,  weft ns jede distale rekurrente Folge periodiseh 
ist. Dies folgt aus [7, theorem 2] ; ein elementarer Beweis wird in der Dissertation 
yon  W. H w ~ A P L  gefiihrt (Wien 1966; s. [14], p. 165-- 166). 
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