
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie 2, 90--97 (1963) 

~ber die Ergodizit~it und r-Ergodizit~t station~irer 
Wahrscheinlichkeitsmafle 

Von 

JI~i N~DOMA 

Bei Untersuchungen von Eigenschaften der periodischen Informationsquellen 
und Ubertragungskan~le der diskreten Informationstheorie braucht man die Re- 
lation zwischen zuf~lligen Folgen, die in bezug auf die Verschiebungstransforma- 
tion T, und Folgen, die in bezug auf die ,,iterierte" Verschiebungstransforma- 
tion T r station/ir und ergodisch sind. 

In  diesem Artikel sind einige Resultate, die diese Relation betreffen, enthalten. 
Das I tauptresul ta t  ist im Satz 1 formuliert. 
Ich danke Herrn JAco~s und Herrn MANDL, welche die Arbeit durehgelesen 

und zu ihrer Verbesserung beigetragen haben. 
Wir beginnen mit  notwendigen Definitionen und Beziehungen. 
I m  ganzen Artikel bedeutet (X, II)  einen fest gegebenen mel]baren Raum, 

d. h. : X ist eine nichtleere Menge und I I  ein Borelk5rper von Untermengen yon X. 
Die Menge aller ganzen Zahlen werden wir mit  I bezeichnen, N sell die Menge 
aller positiven Zahlen bedeuten. Weiter sei T eine ein-eindeutige saint ihrer In- 
versen meBbare Abbildung yon X auf sich. Ffir jedes n e N ist T n die n-mal 
iterierte Transformation T, also T n ( x ) =  T n - I ( T ( x ) )  ffir jedes x ~ X .  T o ist 
die identische Abbildung: T0(x) = x. Endlieh sei T -n = (Tn) -1, also T -n die 
zu T n inverse Abbildung. 

In  dem ganzen Artikel werden wir fiber Wahrscheinlichkeitsmal~e, die auf dem 
BorelkSrper I I  definiert sind, sprechen, d .h .  wir werden immer voraussetzen, 
dal~ die Menge X das Mal~ eins hat. Sei also ein Ma~ # auf dem BorelkSrper I I  
gegeben. Wir werden sagen, dab # periodiseh ist, wenn eine Zahl r ~ N  existiert, 
so dal~ # (E) = / z  (T r (E)) f/Jr jedes E ~ I I  gilt. Die Zahl r heil]t dann eine Periode 
yon /z. Offensichtlieh sind dann auch die Zahlen nr, n ~ N Perioden desselben 
periodisehen Mal3es /z. Is t  r = 1, so spreehen wir aueh yon einem station~ren 
Ma~ #. 

Die Menge E e I I  heist  r-invariant, wenn E --~ T r (E) gilt. Wir werden sagen, 
dal~ die Menge E ~ I I  (r,/~)-unzerlegbar ist, wenn E EII ,  tt (E) ~ 0, E ---- T r (E), 
und wenn ffir jede r-invariante me8bare Untermenge F c E gilt, daI~ aus # (F) ~ 0 
folgt # (F) = # (E). Offensiehtlich ist jede r-invariante Menge positiven MaBes, 
welehe eine Untermenge einer (r,/u)-unzerlegbaren Menge ist, auch (r, #)-unzerleg- 
bar. Das Mal~ ~u ist r-ergodiseh, wenn es periodisch mit  der Periode r ist, und wenn 
die Menge X (r, #)-unzerlegbar ist. Wenn r -~ 1, werden wit kurz yon invarianten 
Mengen, #-unzerlegbaren Mengen und ergodischen Mal~en spreehen. 

Wenn # ein periodisches Ma~ mit  der Periode r ist, setzen wir 
1 ~--1 

# T~, 
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das hei6t : 
r - -1  

Offenbar ist das MaB #It] stations Weiter ist #It] ergodiseh, wenn # ein r-ergo- 
disehes MaB ist (diese Behauptung kann man ebenso beweisen wie Theorem 7.1., 
Seite 732 der Arbeit [3]). 

Jedem r-ergodischen MaB # kSnnen wir also natiirlieherweise das ergodisehe 
Mai~ #[r] zuordnen. Es entsteht die Frage, ob umgekehrt zu jedem ergodisehen 
Ma8 # ffir jades r ~ N ein r-ergodisehes MaB = aufYI existiert derart, da6 #--~ =It] 
gilt. Die Antwort ist positiv, und wir werden sie im Satz 1 formulieren und be- 
weisen. Zuerst aber werden ~ zwei Hilfslemmata beweisen. 

Lemma 1. Es sei # stationi~r, und es gelte /iir eine Menge E ~ I I  und ein 1 ~ N 
die Beziehung # (E) =- ~t (E (~ Tt (E) ). Dann  ist [i~r jedes Ic ~ 1V 

k 

(1) #(( '~T~I(E)  ) ---- # ( E ) .  
i = 0  

Beweis. Wenn Ei < II,  i z 1, 2, 3 ; E1 c Es ,  E2 c Ea und # (El) --~/~ (E2) ~ /~  (Es) 
ist, dann ist auch # (El (~ E2) ~ ~t (E3). Je tz t  kann man das Lemma durch voll- 
sts Induktion beweisen: (1) gilt ffir k = 1, und aus der Voraussetzung, 
daB (1) ftir ein k E N gilt, bekommt man~ dab as aueh ffir k ~ 1 gilt, indem 

k k+l k 

man El ---- ('~ T iz (E), Ez = (~ T it (E), Es z ('~ Ti~ (E) setzt. Dabei muB man 
i = O  i = 1  i = l  

die Stationariti~t yon # benfitzen. 
Lemma 2. Es sei # ein ergodisches Marl und r ~ N .  Dann existiert eine Zahl s ~ N,  

welche r teilt, und eine solche Menge G ~ II,  daft 

(a) Ts(G) = G, 

(b) G ist (r, #)-unzerlegbar, 

(e) Ti(G)(~  T~(G) = O ]i~r 0 <=i < j  < s, 

(d) ~(G) = 1/s. 

B e m e r k u n g .  l m  ~eweis werden wir zeigen, daft (e) auch gilt, wenn i ~: j (mods). 
Beweis. Wenn das ergodische MaB zugleich r-ergodiseh ist, dann gilt die Be- 

hauptung ffir s = 1 und G = X. Es sei also die 5{enge X nicht (r, #)-unzerlegbar. 
Das bedeutet, dab die Menge 

J = { E : E e I I ,  T r ( E ) : E ,  O</~(E)<I} 

nichtleer ist. Sie ist gegen finite Durchschnittsbildung abgeschlossen und enths 

mit E auch T (E). Ffir E e J ist (..J T t (E) gegeniiber der Transformation T eine 
i - - 0  

r - -1  

invariante Mange, ftir welche/~ (~J Ti (E)) ~ # (E) > 0 gilt, und aus der Ergodi- 
i = O  

r - 1  

zit~t des MaSes # folgt also #((..J T ~ ( E ) ) =  1. Da # ( E ) =  #(Ti (E) ) ,  so gilt 
i 0 

r - 1  r - 1  

~ (T~ (E))  = r ~ (E) >__ ~ ([_) T~ (E))  = 1, also 
i - - O  i - - O  

(2) # ( E ) ~  1 ffir E ~ J .  
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Es existiert  eine Menge F ~ J ,  so daB 

(3) / t (F)  < 1 _~_ i n f # ( E ) .  
r E~J 

Eine solche Menge F ist (r,/~)-unzerlegbar. Nehmen  wir ns an, es exi- 
st ierte eine Menge E c F derart ,  dab Tr (E) = E,  0 < / ~  (E) < # (F). D a n n  w/~re 
E ~ J  und  F - -  E ~ J .  Da re(E) >= i n f t t ( E  ) und  nach (2) # ( F  - -  E)  >= l / r ,  w/~re 

E E J  

also # ( F )  : / ~ ( E )  ~ - /~ (E  - -  F)  ~ i n f # ( E )  @ 1It, was ein Widerspruch zu (3) ist. 
E e J  

N u n  werden wir beweisen, dab 

(4) ~ (F c~ T (F)) = 0 

gilt. 
W~re tt (F (~ T (F)) > 0, dann  folgte aus der (r, #)-Unzer legbarkei t  der Menge F,  

dab # (F • T (F))  = r (F) und  nach L e m m a  1 also # (~'~ T / (F)) = # (F). Die 
i = 0  

Menge ( '~ T i (F) ist eine invar iante  Menge, und  daher  folgte aus der Ergodizit/~t 
i = 0  

des MaBes #, dab # ( ( , JT~  ( F ) ) =  1. Abe t  dies ist ein Widerspruch zu F ~ J ,  
i = 0  

da hieraus # ((~1 Ti (F)) < # (F) < 1 folgte. Also gilt (4). 
i=o 

Bis zum Ende  des Beweises so l l s  eine nat/irliche Zahl bezeiehnen, ffir welche 
gilt: 

(5) # ( F n T J ( F ) ) = O  ffir j = l , 2 , . . . , s - - 1 ,  

(6) # (F (~ T s (F) ) = # (F) . 

Aus (4) folgt, daS es eine derart ige Zahl s > 1 gibt:  Man whhle s derart ,  dab 
zum ersten Male # (F(~ T s (F))  > 0 gilt und  beachte,  dab die Gleiehung (6) aus 
der r - Invar ianz  der Menge F n T is (F) fiir i ~ N und  aus der (r, #)-Unzerlegbar-  
keit  der Menge F folgt. Aus der r - Invar ianz  der Menge F folgt, dag s ~ r. 

Setzen wir nun  H = ( ~  T is (F). Dann  ist H c F.  Wenn  wir nun das L e m m a  1 
i = 0  

und die Beziehung (6) anwenden,  erhal ten wir sogleieh, dag /t (H) = # (F) > 0. 
Aus der r - Invar ianz  der Menge 2' folgt f/Jr v ~ i die vs - Invar ianz  der Menge H,  
d .h .  T vs ( H ) =  H.  Daher  erhal ten wir dann  

(7) T vs+~ (H) = T i ( T  vs (H) ) = Ti  (H) .  

Wir  bezeichnen jetzt  das K o m p l e m e n t  der Menge H mi t  dem Symbol  H ' ,  also 
H '  = X - -  H,  und  setzen 

s - - 1  s 1 

G = H - -  ~.J T l (H) = H n ( '~ T~ (H ' ) .  
l = l  1 - -1  

Dann  ist G e I I .  Wir  werden beweisen, dab die Menge G die Beziehungen (a) 
bis (d) mi t  unserem s erfiillt. Den Beweis, dal3 s das r teilt, verschieben wir bis 
zum SehluB. 
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Es gilt (a): Aus (7) folgt unmittelbar ffir jede ganze Zahl i 

T v s + i ( G ) = T i ( G )  ffir 0 ~ i < s .  

Wenn wi rv  = 1, i = 0 setzen, erhalten wit (a). 
Es gilt (b): Wenn wit welter in der letzten Gleiehheit v = r/,% i = 0 setzen, 

erhalten wit Tr(G) = G, also ist G eine r-invariante Menge. 
Welter ist, da H' ~ F' ,  

s- -1  s - -1  

(s) a ~  H c~ 0 T~(F')  = H - -  H n u T~(~). 
l ~ l  l ~ 1  

s - -1  s - -1  

Da H n U Tt (F) c U F (~ T t ( f ) ,  erhalten wir nach (5) 
/ = 1  l = l  

s--I s--I 

~(Hn u T~(F)) S 7~(F n T~(F)) = O, 
l = l  / = 1  

so dag wit aus (8) die Beziehungen # ( G ) =  # ( H ) =  # ( F ) >  0 bekommen. 
Also ist G eine r-invariante Menge mit positivem MaB, G c F. Da f ( r ,  #)- 

unzerlegbar ist, mug aueh G(r,/~)-unzerlegbar sein, und (b) gilt. 
Es gilt (c): Ffir die ganzen Zahlen i und j gelte i 4=j (mocl s). Es ist 

s 1 s - -1  

(9) T: ( G) c TJ'( n T~ (H') ) = ('~ Ti+I (H') . 
/ = 1  1 = i  

Da i 4=j (rood s), existieren Zahlen u und v, so dag 

l < - - u < _ s - - 1 ,  j + u = i + v s .  

Naeh (9) ist 

T~ ( G) c T~+u (H') . 

Andererscits gilt nach (7) 

T~ (G) c T i (H) = T i+v8 (tt) = TJ TM (H).  

Also hut man ffir i 4=j (rood s) 

(10) T~(G) n TJ(G) c T]+u(H) n TJ+u(H ') = O. 

Fiir 0 =< i < j < s folgt unmittelbar (c). 
Es gilt (d): Da G nach (a) 8-invariant ist, erhalten wit 

s--1 8--1 

T ( U  TJ(G) ) = U TJ(G). 
j=o j=o 

8--1 

Folglich ist die Menge U TJ(G) invariant. 
] = 0  

Aus (c) und der Stationaritit  des Mages/z folgt: 

s- -1  s - -1  

(11) ~ ( U  T J ( a ) )  = ~ ~(T;(C)) = 8~(G). 
]=o i=0 

8--1 

Wie wit gezeigt haben, ist/z(G) > 0, also .[,..JT](G) eine invariante Menge posi- 
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s--1 

riven Maftes; aus der Ergodizitgt des Maftes # folgt, daft ([..J TY(G)) ---- 1. Durch 
i = 0  

Vergleich mit  (11) erhalten wit s~t(G) = 1, so daft (d) gilt. 
Es bleibt noch fibrig zu beweisen, daft s das r teilt. Wenn dies nicht so w~re, 

dann wfirde r # 0 (rood s) gelten, und durch Anwendung yon (10) wiirden wir 
erhalten 

G = Tr(G) I-~G = O, 

also # (G) = 0, was im Widersprueh zu (d) ist. Damit  ist der Beweis des Lemma 
beendet. 

Nun wollen wit den Satz 1 formulieren. 
Satz 1. Es sei r eine natiirliche Zahl, r ~ 1. Es sei # ein ergodisches Marl. Dann 

existiert ein r-ergodisches Marl 7c, so daft # ---- ~[r] gilt . 
Beweis. Wenn # ein ergodisches Maft ist, welches gleichzeitig r-ergodisch ist, 

dann genfigt es, z~ = / t  zu setzen. Sei also # ein ergodisches Maft, welches nicht 
r-ergodisch ist. Dann existiert naeh Lemma 2 eine Zahl s, welche die Zahl r teilt, 
und eine 1V[enge G derart, dab die Beziehungen (a) bis (d) erffillt sind. Wit  setzen 

(12) s ( E )  = s # ( E  (~G) ffir jedes E e I I .  

Aus der Beziehung (d) folgt, daft 7~(X) ---- 1, so daft ~ ein Wahrscheinlichkeits- 
maft ist. 

Da # und G r-invariant sind, erhalten wir 

z (  Tr (E) ) ~- s ~t( Tr (E (~ G) ) =- s /~(E (~ G) : 7~(E) , 

so daft ~ r-stationer ist. 
Wir beweisen, daft 7~ ein r-ergodisches Maft ist. Wenn E eine r-invariante 

1Y[enge mit  ~(E) > 0 ist, dann folgt aus der Beziehung ~(E) ---- s # ( E  (~ G), daft 
# (E (~ G) > 0. Daher ist E (~ G eine r-invariante Untermenge yon G mit posi- 
t ivem Mai~, so daft nach (b)/~ (E n G) = 1/s und somit 7~ (E) ---- s (l/s) = 1 gilt, wo- 
mit  die r-Ergodizitht des Maftes ~ bewiesen ist. 

Iqun werden wir die Gleichheit ~[r] = # beweisen. Fiir jede Menge E s I I  gilt 

s--i s--I 

(13) E ---- [E(~ ((.J s w [E(~ (( ,J(T/(G)))] .  
i = 0  i = 0  

Wenn wit (c) und (d) anwenden, erh~lten wir 

s--I s--I 

~ ( [ J  T~(G)) = ~ ~(T~(G)) = 1, 
i = 0  i = 0  

#--1 
so daft /~[((..J T~(G))'] = 0. Also hat  das erste Glied auf der rechten Seite yon 

i = 0  

(13) vermSge/z das Maft Null; das zweite Glied ist eine Vereinigung yon disjunkten 
Mengen (laut (c)) und fiir jedes E e I I  is~ 

8--1 

(14) #(E)  ---- ~ #(Ti (G)  (~E).  
i ~ 0  

Wenn wir r ~ ks  setzen, dann bekommen wir dureh Anwendung der s-Invarianz 
der Menge G und der Stationariti~t des Maftes # aus dem Ausdruck (14): 
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8 s - - 1  8 s--1 

At(E) 7 ~ k # ( T ~ ( G ) n ( E )  ~- o 
i = 0  = " =  

s E ~ ( T I ( G l n E  ) r E ~  (T-~(G)nE)  
r i~ 

1 r - - 1  l r - - 1  

- -  r i=~:At (G n T~(E)) = 7 ~ 7~ T~ ( E ) i : 0  = :~[r] (E) " 

Also geniigt das MaB z ,  das du tch  die Beziehung (12) definiert wnrde,  der Be- 
hanp tung  des Satzes, welcher dami t  bewiesen ist. 

Die Behaup tung  des Satzes 1 k6nnen wh" noch ein wenig verst/~rken, wie wit  
im weiteren zeigen werden. 

Wir  definieren ffir jedes r ~ N eine ~quiva lenz  in der Menge aller r-ergodischen 
MaBe dadnrch,  dab wir zwei ergodisehe Mage At und  :~ dann  nnd  nur  dann  r-i~qui- 
va len t  nennen,  wenn ffir ein i c N die Beziehung 7~ = At T~ gilt. 

Die )~qniva]enz yon r-ergodischen 1V[aBen werden wir mi t  dem Symbol  ~ r 
bezeichnen. Ftir jedes r ~ N bezeiehne Or die dutch  

0 r (At) = At~d 

gegebene Abbfldung der Menge aller r-ergodischen MaBe in die Menge aller ergo- 
disehen Mage. Naeh  Satz 1 ist Or eine Trans fo rmat ion  der r-ergodisehen Mage 
au[ die Menge der ergodischen Mage. Diese Trans format ion  Or ist nun  - -  his auf  
~quiva lenz  ~ r - -  eine ein-eindeutige Transformat ion ,  wie wit  im ns Satz 
beweisen werden. 

Satz 2. Sei r �9 N, und seien At und 7~ r-ergodisehe Marie. Dann gilt 

(15) Or(At) = Or(:~) wenn # ~ r~  ist, 

und 

(16) Or(At) * Or(7~) wenn At ,,~ rTc nicht gilt. 

Beweis. Die GMehhei t  (15) folgt unmi t t e lba r  aus der r -Sta t ionar i t s  der peri- 
odisehen Mage At und  :~ und aus der Definition yon At[d und  ~[r]. 

Wi t  mfissen (]6) beweisen. Sei At nicht  r -s  zum periodischen MaB m 
Wir  werden das bekannte  F a k t u m  ben6tzen,  dal3 zwei verschiedene ergodisehe 
Mage Atl und  At2 zueinander  singular sind, d. h. : es exist iert  eine solehe Menge 
E ~ I-I, dab Atz (E) = 1 und  At2 (E) = 0. Das  gilt offensiehtlieh aueh fiir die r-ergo- 
disehen MaBe. Da  das ergodisehe Mag # dem periodisehen MaB z nieht  r-gqui- 
va len t  ist, unterseheidet  sieh das periodisehe lVfaB At von alien periodisehen 
MaBen zT~,  i = 0, . . . ,  r - -  1, und  es exist ieren also solehe Mengen Ei ,  dab 

# ( E  d = l ,  :~T i (E  d = 0 ,  i = 0  . . . . .  r - - 1 .  
r - - 1  

Wenn wit E : ( '~ Ei setzen, dann ergibt sich 
i = 0  

A t ( E ) = I ,  : ~ T i ( E ) : : ~ ( T i ( E ) ) = O ,  i =  l , . . . , r - - 1 .  

Daraus  folgt 0 = 7e [~] (E) < At[d (E), so daB, wenn die periodischen MaBe At und  
nicht  r -~quivalent  shad, die Mage At[r] und  :~[r] nicht  einander  gleich sind, wo- 

mi t  die Beziehung (16) bewiesen ist. Wh- werden fo]gende Bezeichnung anffihren. 
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Wenn r e N und A ein Alphabet ist, dann sei 
3r (A) die Klasse aller r-ergodisehen MaBe zum Alphabet A; insbesondere ist also 

ffir r =  1, 
~1 (A) die Klasse aller ergodisehen MaRe zum Alphabet A; 
-~r(A) sei die Klasse aller MaRe #["], f/it welehe ,u + 3r(A) gilt. 

Auf Grund des Satzes 1 gilt also die Gleiehheit 

S~ (A) = ~r(A).  

I)iese Relation k6nnen wir noch ein wenig verallgemeinern. Sei n/imlich - r  3r~ (A) 
die Menge aller Quellen, welehe aus Quellen der Menge ~r~ (A) dadureh entstehen, 

l r - - 1  
dab wit die Quelle r ~ o  # . =  T i~ bflden. I)ann gilt 

(17) ~(A) -"  = 3~k (A). 

Diese Beziehung k6nnen wit ~hnlieh wie die Relation ~1 (A) = ~r(A) beweisen 
oder die Tatsache benfitzen, dab man dutch eine Transformation tier Quellen- 
alphabete die MaRe aus der Klasse ~k(A) ein-eindeutig in die MaRe zum Alpha- 
bet A ~ fiberffihren kann; dabei geht die Transformation T~ des Raumes A I in 
die Transformation T' des Raumes (A~) r fiber. Unter diesen Voraussetzungen 
sind die (ffir die Transformation T) r-ergodischen Quellen im Alphabet A auf die 
(ffir die Transformation T') ergodischen Quellen im Alphabet A k abgebildet. 
I)ann ist ~ (A) = ~r~ (A) mit 81 (A~) = ~r  (A/c) /iquivalent. 

Es ist beim Untersuchen der Eigenschaften der periodischen Informations- 
quellen und Kan/~le manchmal zweckm~ig,  die Ergodizit/~t yon periodischen 
Quellen auch anders zu definieren. Wir werden sagen, dab das Mag (d. h. das 
Wahrscheinlichkeitsmag) # schwach r-ergodisch ist, wenn # ein periodisehes Mag 
mit der Periode r und #[~] ein ergodisches MaR ist. In diesem Sinne wurde die 
Ergodizit/it periodischer Mal3e in [1], Seite 236, definiert. 

Wir setzen jetzt voraus, dab man das Mal3/~ in folgender Weise ausdrficken 
k o ~ n n  : 

r - 1  r - 1  

(is) ~=V~,~T~, s,>__0, ~ , = 1 ,  
i = 0  i = 1  

wo ~ ein r-ergodisches NaB ist. 
Dann haben wir 

1 r--l~ ~'--1 r - - 1  r r - - 1  r - - 1  

= Lz0(;  = = = = = j = o  2 = 0  i = 0  

also ist ~u [~'1 ergodisch, d. h. das MaB # ist sehwaeh r-ergodiseh. 
Also ist jedes MaB/~, das eine lineare Kombination eines r-ergodisehen MaBes 

und seiner Transformierten ~ T* ist, schwaeh r-ergodisch. 
Man kann nun unter bestimmten Bedingungen die umgekehrte Behauptung 

beweisen. Es gilt folgender 
Satz 3. Es seien ein meribarer Raum (X, II) und eine ein-eindeutige Abbildung T 

von X in sieh gegeben, /i~r welche die/olgende Behauptung gilt: Zu jedem r-ergodi.schen 
Marl ~ gibt es eine Menge E (~) ~ II so, daft ~z (E (~) ) ~ 1 und ~ (E (~) ) ~ O /iir 
alle r-ergodisehe Marie ~ + 7~, die au/ II definiert sind, gilt. 
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E8 sei # ein schwach r-ergodisches Marl. Dann existieren ein r-ergodisches Marl 7~ 
und r Zahlen ~ so, daft (18) gilt. 

B e m e r k u n g :  Wie m a n  aus dem Beweis yon  Satz 4.6.1 in [2] S. 86ff. leicht 
entnimmt,  ist die in der Voraussetzung enthaltene Behauptung  stets erffillt, 
wenn # perfekt und  I I  abzi~hlbar erzeugt ist. 

Beweis. Da #[r] ein ergodisehes MaB ist, gibt  es nach Satz 1 ein r-ergodisches 
Ma~ 7~, ffir welches 7~ [r] = #[r] gilt. Der Voraussetzung naeh existieren also solehe 
Mengen E (z T ~) ~ l-I, da[3 ~ T i (E (z T*) ) = 1 und  )~ (E (z T i) ) ~- 0 ffir alle ~ =~ ~ T i, 

r - - 1  

i --~ 0, 1 . . . . .  r ist. Wenn  wir .~J E (~ T *) mit  E (~[~])bezeichnen, dann  haben wir 
* = 0  

also #[~](E(~[~']))--~ ~[r](E(z[r]))--~ 1, woraus # ( E ( ~ [ ~ ] ) ) =  1 folgt. 
Da  aber # ein periodisches MaB ist, kann  man  

/ -  

schreiben, wobei E e I I  ist, F die Menge aller r-ergodisehen Mal~e bezeiehnet, 
und  v ein bestflnmtes, zu # gehSriges Mal~ ist. v ist auf  einem BorelkSrper yon  
Untermengen y o n / "  definiert. Wir  haben also 

F {/~T'; i = 0 . . . . .  r - - l }  F - - { # T ' ; i = O  . . . . .  r - - l }  

=-~1 dr ~- yOdv ~-- v ( { # T i ; i  ~-- 0 . . . . .  r}). 
(/~ Ti ;  i - -  0 . . . . .  r - - l }  F - - { # T i ; i = O  . . . . .  r - - l }  

Setzen wir jetzt  ~.i = v ({# Ti}), dann  bekommen wir 

r - - 1  

# (E) = ~ ~ (E) dv = ~ ~ (# Ti) (E) 
/" i - 0  

was fiir jedes E ~ I I  gilt, w . z . b . w .  
Dieser letzte Satz ermSglicht es uns, unter  den oben formulierten Voraus- 

setzungen die S t ruktur  der schwach r-ergodischen Wahrscheinlichkeitsmal~e mi t  
Hilfe yon  r-ergodischen MaBen auszudriicken. 
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