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Uber die Ergodizitit und r- Ergodizitiit stationiirer
Wahrscheinlichkeitsmafe
VYon
JIki NEpOMA

Bei Untersuchungen von Eigenschaften der periodischen Informationsquellen
und Ubertragungskanile der diskreten Informationstheorie braucht man die Re-
lation zwischen zufélligen Folgen, die in bezug auf die Verschiebungstransforma-
tion 7', und Folgen, die in bezug auf die ,,iterierte’ Verschiebungstransforma-
tion 7' stationdr und ergodisch sind.

In diesem Artikel sind einige Resultate, die diese Relation betreffen, enthalten.

Das Hauptresultat ist im Satz 1 formuliert.

Ich danke Herrn Jacos und Herrn ManpL, welche die Arbeit durchgelesen
und zu ihrer Verbesserung beigetragen haben.

Wir beginnen mit notwendigen Definitionen und Beziehungen.

Im ganzen Artikel bedeutet (X,II) einen fest gegebenen meBbaren Raum,
d. h.: X ist eine nichtleere Menge und IT ein Borelkérper von Untermengen von X.
Die Menge aller ganzen Zahlen werden wir mit I bezeichnen, N soll die Menge
aller positiven Zahlen bedeuten. Weiter sei T eine ein-eindeutige samt ihrer In-
versen mefibare Abbildung von X auf sich. Fiir jedes ne NV ist 7 die n-mal
iterierte Transformation 7T, also T%(z) = T7»-1(T(x)) fir jedes ze X. T0 ist
die identische Abbildung: 7'0(x) = 2. Endlich sei 77 = (IT'»)-1, also T2 die
zu T* inverse Abbildung.

In dem ganzen Artikel werden wir iiber WahrscheinlichkeitsmaBe, die auf dem
Borelkorper II definiert sind, sprechen, d.h. wir werden immer voraussetzen,
daB die Menge X das Mal eins hat. Sei also ein MaB 4 auf dem Borelkorper IL
gegeben. Wir werden sagen, daB y periodisch ist, wenn eine Zahl reN existiert,
so dal u(B) = u (T (E)) fir jedes B eIl gilt. Die Zahl r heilt dann eine Periode
von p. Offensichtlich sind dann auch die Zahlen nr, n € N Perioden desselben
periodischen Mafles . Ist r = 1, so sprechen wir auch von einem stationdren
MaB u.

Die Menge E € II heilt r-invariant, wenn B = T (X)) gilt. Wir werden sagen,
daB die Menge E €I (r, u)-unzerlegbar ist, wenn E<lIlI, u(&) > 0, E=TT(E),
und wenn fiir jede r-invariante mefbare Untermenge F c & gilt, dall aus g (F) > 0
folgt u(F) = u(E). Offensichtlich ist jede r-invariante Menge positiven MaBes,
welche eine Untermenge einer (r, u)-unzerlegbaren Menge ist, auch (r, u)-unzerleg-
bar. Das MaB y ist r-ergodisch, wenn es periodisch mit der Periode 7 ist, und wenn
die Menge X (r, u)-unzerlegbar ist. Wenn » == 1, werden wir kurz von invarianten
Mengen, u-unzerlegbaren Mengen und ergodischen Maflen sprechen.

Wenn u ein periodisches MaB3 mit der Periode r ist, setzen wir

bt = lyil uTi,
TS0
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das heilit:
p(B) = - z u(TH(E)) fir jedes Eell.

Offenbar ist das MaB ul"! stationdr. Weiter ist !l ergodisch, wenn yu ein r-ergo-
disches MaB} ist (diese Behauptung kann man ebenso beweisen wie Theorem 7.1,
Seite 732 der Arbeit {3]).

Jedem r-ergodischen Mall u kénnen wir also natiirlicherweise das ergodische
MaB u!"! zuordnen. Es entsteht die Frage, ob umgekehrt zu jedem ergodischen
MaB p fiir jedes r € N ein r-ergodisches MaB 7 auf II existiert derart, daB y = nlr]
gilt. Die Antwort ist positiv, und wir werden sie im Satz 1 formulieren und be-
weisen. Zuerst aber werden wir zwei Hilfslemmata beweisen.

Lemma 1. Es sei y stationdr, und es gelte fiir eine Menge E c Il und ein le N
die Beziehung u(E) = p(E N THE)). Dann ist fir jedes ke N

k
) PO\ 1) = ().

Beweis. Wenn E;cIl, i =1,2,3; E1CEs, Eac Esund u(Bq) = p(fs) = p(Es)
ist, dann ist auch p(£1NEs) = p(L3). Jetzt kann man das Lemma durch voll-
stdndige Induktion beweisen: (1) gilt fir 2 = 1, und aus der Voraussetzung,

daB (1) fir ein kEeN gﬂt bekommt man, dal es auch fir & + 1 gilt, indem
B+1 k
man E; = ﬂ TiV(E ﬂ Til(E), By = (") T@(E) setzt. Dabei muB man
=0 =1
die Stationaritit von u benutzen
Lemma 2. s sei y ein ergodisches Maf und r € N. Dann existiert eine Zahls € N,

welche r teilt, und eine solche Menge G €I, daf

(a) T5(G) =

(b) G ist (r, p)-unzerlegbar,

(© THUONTIG) =0 fir 0 =i <j<s,

@ (G =1s.

Bemerkung. I'm Beweis werden wir zeigen, daf (¢) auch gilt, wenn t + j (mod s).

Beweis. Wenn das ergodische MaB zugleich 7-ergodisch ist, dann gilt die Be-
hauptung fiir s = 1 und G = X. Es sei also die Menge X nicht (r, u)-unzerlegbar.
Das bedeutet, dal die Menge

J={E:Ecll, T"(E)=E, 0 < u(E) <1}

nichtleer ist. Sie ist gegen finite Durchschnittsbildung abgeschlossen und enthilt

r—1
mit £ auch 7'(K). Fir B eJ ist |_) T%(E) gegeniiber der Transformation 7' eine
=0

r—1
invariante Menge, fiir welche u(\_) T%(E)) = u(E) > 0 gilt, und aus der Ergodi-
i=0
r—1

zitdt des Mafles u folgt also u U THE)) =1, Da p(#) = u(T"(E)), so gilt

ﬂ(Tl( ) =ruE)=pu UTZ )) =1, also
0

i=0

T J\MT

pB) = fir Hed.



92 Ji NEDOMA:

Es existiert eine Menge F e J, so dafl
(3) M(F)< + inf u (E).

Eed
Eine solche Menge F ist (r, u)-unzerlegbar. Nehmen wir ndmlich an, es exi-
stierte eine Menge £ c F derart, daB 77 (E) = E, 0 < u(E) < u(F). Dann wiire
EecdJ und F — EeJ. Da p(E) =z inf 4 (E) und nach (2) u(F — E) = 1jr, wire
EeJ

also u(¥) = p(B) + p(B — F) = inf p(E) -+ 1)r, was ein Widerspruch zu (3) ist.
Eed
Nun werden wir beweisen, daB
(@) w(FATEF) =0

gilt.
Ware u (FNT(F)) >0, dann folgte aus der (#, u)-Unzerlegbarkeit der Menge F,

r—1
dafl p(FNT(F)) = u(¥) und nach Lemma 1 also ,u(ﬂ Ti(F)) = p(I"). Die
i=0

r—1
Menge n Ti(F) ist eine invariante Menge, und daher folgte aus der Ergodizitat

=0
r—1

des Malles u, dall u LJTZ = 1. Aber dies ist ein Widerspruch zu FeJ,

7= 1
da hieraus u( (Fy < 1 folgte. Also gilt (4).
74

:0
Bis zum Ende des Beweises soll s eine natiirliche Zahl bezeichnen, fiir welche
gilt:
(5) pENTIF) =0 fir j=1,2,...,5—1,
(6) w(FATs(F)) = p(F).

Aus (4) folgt, daB} es eine derartige Zahl s > 1 gibt: Man wihle s derart, daB
zum ersten Male p (FNTs(F)) > 0 gilt und beachte, dal die Gleichung (6) aus
der r-Invarianz der Menge F T (F) fir ¢ € N und aus der (r, u)-Unzerlegbar-

keit der Menge F folgt. Aus der r-Invarianz der Menge F folgt, dafl s < r.
r—-1
Setzen wir nun H = (") 7% (F). Dann ist H c F. Wenn wir nun das Lemma 1
i=0
und die Beziehung (6) anwenden, erhalten wir sogleich, dafi u(H) = u(¥) > 0.
Aus der r-Invarianz der Menge F folgt fiir v € I die vs-Invarianz der Menge H,

d.h. Tvs(H) = H. Daher erhalten wir dann
) Toski (H) = T4(T7 (H)) = T/ (H).

‘Wir bezeichnen jetzt das Komplement der Menge H mit dem Symbol H’, also
H = X — H, und setzen

§-1 s—1
G=H-—-\JT1H) =HnM\T"H
=1 =1
Dann ist G eIl. Wir werden beweisen, dal die Menge G die Beziehungen (a)
bis (d) mit unserem s erfiillt. Den Beweis, dal s das r teilt, verschieben wir bis
zum Schluf.
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Es gilt (a): Aus (7) folgt unmittelbar fiir jede ganze Zahl ¢
Tosti(@) = TH(6) fir 0=<14<s.

Wenn wir » = 1, 7 = 0 setzen, erhalten wir (a).

Es gilt (b): Wenn wir weiter in der letzten Gleichheit v = #/s, 4 = 0 setzen,
erhalten wir 77 () = @, also ist G eine r-invariante Menge.

Weiter ist, da H'> F',

s—1 s~1
(8) GoHATUF) = H — HlJ TH(F)
=1 =1
s—1 -1
Da HnlJ TH(F U N T(F), erhalten wir nach (5)
=1
s—1 s—1
pHAJTUT)) = 2 p(FNTHE)) =0,
=1 =1

so daBl wir aus (8) die Beziehungen u(G) = u(H)= u(F) > 0 bekommen.
Also ist @ eine r-invariante Menge mit positivem Mal, G c F. Da F(r, p)-
unzerlegbar ist, muBl auch G (r, u)-unzerlegbar sein, und (b) gilt.
Es gilt (c): Fir die ganzen Zahlen ¢ und j gelte ¢ =+ j (mod s). Es ist

9) Ti(G)c T (sthl (H')) = ﬁlwﬂ(ﬂ
=1 I=1i

Da ¢ +j (mod s), existieren Zahlen % und v, so daB
Ifsu<s—1, jt+u=i+vs.
Nach (9) ist
Ti(@)cTitw(H').
Andererseits gilt nach (7)
THG)y c TH{H) = Titvs(H) = Titv (H).
Also hat man fiir 7 +j (mod s)
(10) THOHNTHG) cTivw(Hyn 17w (H'Y = @.

Fir 0 <14 <j < s folgt unmittelbar (c).
Fs gilt (d): Da @ nach (a) s-invariant ist, erhalten wir

s—1 3—1
1 71(6) = 7(6).
3= 7=

Folglich ist die Menge |_J 77(@) invariant.
i=0

Aus (c) und der Stationaritit des MaBes u folgt:

HCH

(11) M(

7

)—EM (T9(@)) = s p(G).
j=0
s—1
Wie wir gezeigt haben, ist x4 (G) > 0, also U T7 (@) eine invariante Menge posi-
i=0
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s—1
tiven MaBes; aus der Ergodizitét des MaBes u folgt, daB ({_) 77(G)) = 1. Durch
i=0
Vergleich mit (11) erhalten wir sy (G) = 1, so dall (d) gilt.
Es bleibt noch iibrig zu beweisen, dall s das r teilt. Wenn dies nicht so wire,
dann wiirde 7 +0 (mod s) gelten, und durch Anwendung von (10) wiirden wir
erhalten

G=T(HNG=0,

also u(@) = 0, was im Widerspruch zu (d) ist. Damit ist der Beweis des Lemma
beendet.

Nun wollen wir den Satz 1 formulieren.

Satz 1. Es sei v eine natiirliche Zahl, r = 1. Es sei u ein ergodisches Maf3. Dann
existiert ein r-ergodisches Maf m, so dafi u = s gilt .

Beweis. Wenu p ein ergodisches MaB ist, welches gleichzeitig r-ergodisch ist,
dann geniigh es, 7 = yu zu setzen. Sei also u ein ergodisches MaB, welches nicht
r-ergodisch ist. Dann existiert nach Lemma 2 eine Zahl s, welche die Zahl » teilt,
und eine Menge ¢ derart, dafl die Beziechungen (a) bis (d) erfiillt sind. Wir setzen

(12) w(B)=su(ENG) furjedes Eell.

Aus der Bezichung (d) folgt, daB 7 (X) = 1, so daB 7 ein Wahrscheinlichkeits-
maf} ist.
Da p und @ r-invariant sind, erhalten wir

(17 (B)) = su(T" (BN @) = s (BN &) = m(B),

so dal s r-stationdr ist.

Wir beweisen, dall z ein r-ergodisches MalB ist. Wenn K eine r-invariante
Menge mit 7z(E) > 0 ist, dann folgt aus der Beziehung 7 (E) = su (& N ), daB
u(E N Gy > 0. Daher ist B N G eine r-invariante Untermenge von &' mit posi-
tivem MaB, so daB nach (b) u(E N @) = 1/s und somit # (E) = s (1/s) = 1 gilt, wo-
mit die 7-Ergodizitit des Mafles 7 bewiesen ist.

Nun werden wir die Gleichheit 7zlr] = y beweisen. Fiir jede Menge & € II gilt

8

s—1 —1
(13) B = [Eﬁ(_L;JOT"(G))’]U[Eﬂ(.zo(T"(G)))]-

K

Wenn wir (c) und (d) anwenden, erhalten wir

s—1 s—1
M(QOTi(G)) =,:ZOM(T"(G)) =1,

8

~1

so daB u[(l ) T%(6))'] = 0. Also hat das erste Glied auf der rechten Seite von
i=0

(18) vermoge u das MaB Null; das zweite Glied ist eine Vereinigung von disjunkten

Mengen (laut (c)) und fir jedes £ eIl ist
s—1
(14) p(B) =3 u(T(@) ).

Wenn wir r = ks setzen, dann bekommen wir durch Anwendung der s-Invarianz
der Menge G und der Stationaritit des MaBles y aus dem Ausdruck (14):
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s—~1 s s—1 k&
pil) =7 Skp(TH(@OE) =T 3 5 p(T91(@) N E)

t= i1=0j=
87-1 ¢ 1= 1

= _OM(Ti(G)nE):? Z#(T—w( FNE)
1 7—1 17‘ 1

= > su(GNTHE)) = = > aTH(E) = al?) (E)
1= =0

Also geniigt das MaB} #, das durch die Beziehung (12) definiert wurde, der Be-
hauptung des Satzes, welcher damit bewiesen ist.

Die Behauptung des Satzes 1 kénnen wir noch ein wenig verstérken, wie wir
im weiteren zeigen werden.

Wir definieren fiir jedes r € N eine Aquivalenz in der Menge aller r-ergodischen
Mafle dadurch, dafl wir zwei ergodische Malle x und 7 dann und nur dann r-aqui-
valent nennen, wenn fir ein ¢ € N die Beziehung = = u 717 gilt.

Die Aquivalenz von r-ergodischen Mafen werden wir mit dem Symbol ~ r
bezeichnen. Fir jedes r € N bezeichne @r die durch

Or(u) = pl

gegebene Abbildung der Menge aller r-ergodischen Malle in die Menge aller ergo-
dischen MaBe. Nach Satz 1 ist @r eine Transformation der r-ergodischen Mafe
auf die Menge der ergodischen Malle. Diese Transformation @r ist nun — bis auf
Aquivalenz ~ 7 — eine ein-eindeutige Transformation, wie wir im niichsten Satz
beweisen werden.

Satz 2. Sei » € N, und seien y und v r-ergodische Mafle. Dann gili

(15) Or(u) = Or(n) wewn pu~rs ist,
und
(16) Or(u) + Or{x) wewn p~rxm nicht gilt.

Beweis. Die Gleichheit (15) folgt unmittelbar aus der r-Stationaritét der peri-
odischen MaBe 4 und o und aus der Definition von u!) und !,

Wir miissen (16) beweisen. Sei y nicht r-d4quivalent zum periodischen Mal} .
Wir werden das bekannte Faktum beniitzen, daf zwei verschiedene ergodische
MaBe g und po zueinander singuldr sind, d. h.: es existiert eine solche Menge
EeIl, da p1(F) = 1 und ps(E) = 0. Das ¢ilt offensichtlich auch fiir die r-ergo-
dischen Mafle. Da das ergodische Ma8 y dem periodischen Mal 7z nicht r-dqui-
valent ist, unterscheidet sich das periodische Mall x von allen periodischen

MaBen 17 ¢+ =0, ...,r — 1, und es existieren also solche Mengen E;, daB
ully) =1, ali(B)=0, i=0,...,r—1.
r—1
Wenn wir B = m By setzen, dann ergibt sich
i=0

wB)=1, nTiE)=n(TiE)=0, i=1,...,r—1.

Daraus folgt 0 = #l"1(E) < pl"1(£), so daB, wenn die periodischen MaBe u und
v nicht r-dquivalent sind, die MaBe ulr3 und #lr] nicht einander gleich sind, wo-
mit die Beziehung (16) bewiesen ist. Wir werden folgende Bezeichnung anfiithren.
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Wenn € N und 4 ein Alphabet ist, dann sei
Br(A4) die Klasse aller r-ergodischen Mafle zum Alphabet 4 ; insbesondere ist also
fiir r =1,
31(d4) die Klasse aller ergodischen Mafle zum Alphabet 4;
Br(4) sei die Klasse aller MaBe ul"), fiir welche u e 3,(4) gilt.
Auf Grund des Satzes 1 gilt also die Gleichheit

31(d) = 3(4).

Diese Relation kénnen wir noch ein wenig verallgemeinern. Sei namlich 37, (4)
die Menge aller Quellen, welche aus Quellen der Menge 8, (4) dadurch entstehen,

r—1
daB wir die Quelle %Z w T Dbilden. Dann gilt
i=0

(17) Br(4) = B (4).

Diese Beziehung kénnen wir dhnlich wie die Relation B;(4) = 3,(4) beweisen
oder die Tatsache beniitzen, dafl man durch eine Transformation der Quellen-
alphabete die MaBe aus der Klasse 8;(4) ein-eindeutig in die Malie zum Alpha-
bet A% tiberfithren kann; dabei geht die Transformation T% des Raumes A7 in
die Transformation 7" des Raumes (4%)! iiber. Unter diesen Voraussetzungen
sind die (fur die Transformation 7') r-ergodischen Quellen im Alphabet 4 auf die
(fir die Transformation 7") ergodischen Quellen im Alphabet A% abgebildet.
Dann ist 3z (4) = By (4) mit B1(4%) = 3, (A*) dquivalent.

Es ist beim Untersuchen der Eigenschaften der periodischen Informations-
quellen und Kandle manchmal zweckmaBig, die Ergodizitét von periodischen
Quellen auch anders zu definieren. Wir werden sagen, dafl das MaB (d. h. das
Wahrscheinlichkeitsmal3) 4 schwach r-ergodisch ist, wenn y ein periodisches Mal}
mit der Periode » und ul"} ein ergodisches MaB ist. In diesem Sinne wurde die
Ergodizitdt periodischer MaBe in [7], Seite 236, definiert.

Wir setzen jetzt voraus, daf man das Mall x in folgender Weise ausdriicken
kann:

r—1 r—1
(18) p=ualt, «=0, >a=1,
i=0 i=1

wo 7 ein r-ergodisches Maf} ist.
Dann haben wir

r—1#¢—1
Iu[r] 1 zamT’ )TV = z“l ZnT;)Tz ZO‘ Al = 7l
7 =0¢= 1=
also ist ul"l ergodisch, d. h. das Maf y ist schwach r-ergodisch.
Also ist jedes MaB yu, das eine lineare Kombination eines r-ergodischen MafBes =
und seiner Transformierten s 7" ist, schwach r-ergodisch.
Man kann nun unter bestimmten Bedingungen die umgekehrte Behauptung
beweisen. Es gilt folgender
Satz 3. Es seien ein mefBbarer Raum (X, II) und eine ein-eindeutige Abbildung T
von X in sich gegeben, fiir welche die folgende Behauptunyg gilt: Zu jedem r-ergodischen
Map 7 gibt es eine Menge E () €Il so, dafp w(E(n)) = 1 und A(E (7)) = 0 fir
alle r-ergodische Mafe A =z, die auf II definiert sind, gilt.
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Es sei y ein schwach r-ergodisches Maf. Dann existieren ein r-ergodisches Mafi @
und r Zahlen o; so, daff (18) gils.

Bemerkung: Wie man aus dem Beweis von Satz 4.6.1 in [2] S. 861f. leicht
entnimmt, ist die in der Voraussetzung enthaltene Behauptung stets erfiillt,
wenn u perfekt und IT abzahlbar erzeugt ist.

Beweis. Da pl"! ein ergodisches MaB ist, gibt es nach Satz 1 ein r-ergodisches
MaB 7, fiir welches 7] = ul") gilt. Der Voraussetzung nach existieren also solche
Mengen E(xT?) eI, daB #T%(E (nT?)) = l und A(E(zT%)) = O fir alle 1 = n 1",

r—1
1=20,1,...,rist. Wenn wir UE(n T?) mit E (7)) bezeichnen, dann haben wir
i=0
also ul"l(B (7)) = all(B (al")) = 1, woraus u(E(=l"l)) =1 folgt.
Da aber p ein periodisches Maf ist, kann man

M(E):Li(E)dv

schreiben, wobei E €Il ist, I' die Menge aller r-ergodischen MaBe bezeichnet,
und » ein bestimmtes, zu y gehoriges Mafl ist. » ist auf einem Borelkdrper von
Untermengen von I definiert. Wir haben also
p(E@) =1=[AE @) dy = [ LB @) dv + [ 2(B (=) dy
r Tt i=0,...,7—1} F—{uTi;i=0,..., r—1}
:J'ldv—l—J'Odv: r{{uThi=0,...,r}).
uTi;i=0,...,7—1} I'—{uTi;i=0,...,r~1}

Setzen wir jetzt oy = » ({u T7}), dann bekommen wir

r—1
p(B) = [2(EB)dv = 3 o (uT) ()
r i=0
was fir jedes K eIl gilt, w.z.b.w.
Dieser letzte Satz erméglicht es uns, unter den oben formulierten Voraus-
setzungen die Struktur der schwach r-ergodischen Wahrscheinlichkeitsmafle mit
Hilfe von r-ergodischen Mablen auszudriicken.

Literatur

[7] Jacoss, K.: Uber die Durchlafkapazitit periodischer und fast periodischer Kanile.
Transactions of the Second Prague Conference on Information Theory, Statistical
Decision Functions and Random Processes, Prag 1960.

[2] — Neuere Methoden und Ergebnisse der Ergodentheorie. Berlin-Géttingen-Heidelberg:
Springer 1960.

[3] WixkeLBAUER, K.: Communication channels with finite past history. Transactions of
the Second Prague Conference on Information Theory, Statistical Decision Functions
and Random Processes, Prag 1960.

Institut fiir Informationstheorie und Automation
VySehradskd 49, Prag 2

{ Eingegangen am 20. Dezember 1962)



