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~ber  die Grenzverteilung von Summen Ylarkowscher 
Ketten auf endlichen Gruppen. II 

Von 

JOHANN CIGLER 

Einleitung 

In  der vorliegenden Arbeit wird das Problem der Grenzverteilung yon Summen 
Markowscher Ket ten  auf endliehen Gruppen, das in [5], [4] und [3] auf die Be- 
handlung der Markow-Kette ~ *  der Paare x,~ (s~) zuriiekgeffihrt worden war, unter 
Verwendung eines Matrix-wertigen Gruppenringes und der Fouriertransformation 
behandelt. Die Rolle der Klasseneinteilung v o n |  fibernimmt dabei der Begriff 
des Tr/igers einer Matrix-wertigen Wahrseheinlichkeitsverteilung. Die bier ver- 
wendeten Methoden lassen den Zusammenhang mit  den entsprechenden Resulta- 
ten im Falle yon Summen unabh/ingiger Zufallsvariablen besonders klar siehtbar 
werden und scheinen auch eher auf den Fall kompakter  topologischer Gruppen 
fibertragbar zu sein. AuBerdem gestatten sie uns, einige S/~tze zu beweisen, ffir 
welche die frtiher verwendeten Methoden nicht ausreichen. 

w 1. Matrix-wertige Wahrseheinlichkeitsverteilungen 

Sei G eine endliche, nieht notwendig kommutat ive,  Gruppe der Ordnung ]c. 
Unter  einer Wahrscheinlichkeitsverteflung p auf  G versteht man bekanntlich ein 
k-tupel p = (pg) mit  Pa ~ 0 (g ~ G) nnd ~.pg = 1. Da im Falle einer endlichen 

geG 

Gruppe jedes Mag p ---- (pg) totalstetig bezfiglieh des Haarsehen MaBes ist, kann 
man jedem Mag p = (pg) das Element P = ~,pgg des Gruppenringes R(G) um- 

g e q  

kehrbar eindeutig zuordnen. Die Zweckm/~Bigkeit dieser Zuordnung ist z. B. in 
[1] klar ersichtheh. 

Ffir unsere Zweeke erweist es sieh als besonders giinstig, einen Gruppenring 
zu betrachten, dessen Elemente Matrizen sind. Wir bezeiehnen mit  Rz(G) die 
Menge aller Elemente der Gestalt A = X Agg, wobei die Ag ---- (a[j)/-zeilige qua- 

geG 
dratische Matrizen sind (1 ~ 1 ganz; im Falle 1 = 1 s t immt Rt(G) mit R(G) 
fiberein). Wir definieren Addition und Multiplikation (Faltung) ffir Elemente A 
.= ~ Agg und B =  ~ Bgg dureh 

A + B = ~ (Ag + Bg) g 

bzw. A , B -= ~ ( ~ Ag Ba~) g. 
g~ G glg2=g 

* Fiir die Fragestellung und die verwendeten Bezeichnungen und Definitionen sei auf den 
ersten Teil [3] dieser Arbeit verwiesen. 
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Dieser Matrix-wertige Gruppenring wird offenbar zu einer Banachalgebra, 
wenn man die Norm von A duroh ]] A ]] ---- ~ I[ Ag II definiert. Dabei sei I! Ag ]l 

g s G  

irgend eine multiplikative Matrixnorm (][ A B  II ~ II A ][ [] B II ). Die Dreiecksunglei- 
chung ffir die Elemente aus Rl (G) folgt unmittelbar aus der Dreieeksungleiehung 
ffir die Matrizen. Ffir das Produkt  folg~ die Ungleichung ]1A * B I] G ][ AII II B II 
folgendermal~en: 

]IA*B[] = ] I ~  ( ~  Agl Bg2)gII = ~ ]1 ~ Agl Ba~II ~ ~, ~]lAgl Bgell 
g glg~=g g glge=g g glg~=g 

~ ~]lAal][ l[Bae[I = ]IA][ llBlI. 
g gtg~.=g 

Wir wollen nun insbesondere die Menge R~-(G) aller Elemente A e Rl(G) 
untersuchen, ffir die A a ~ 0 (d. h. alle Elemente a~] ~ 0) sind und ~ A  a = S(A) 

g e G  

-~ P ist, wobei P eine stochastische Matrix ist (d. h. P = (Pij) mit P~i ~ 0 und 
l 

~ P / j  = 1, i = 1, 2 . . . .  , l). Ein solches Element A nennen wir eine Matrix- 

wertige Wahrseheinliehkeitsverteilung (MWV), genauer eine zu S ( A ) =  P ge- 
hSrige MWV (P-MWV). Man sieht sofort, dab die Menge R + bezfiglich der Multi- 
plikation eine Halbgruppe bildet. Von wesentlieher Bedeutung ffir die Struktur 
dieser Halbgruppe sind die Idempotente, d.h. die Elemente A e R + mit A , A  = A. 
Die genauere Kenntnis gewisser Idempotente wird uns auch die Bestimmung der 
Grenzwahrseheinliehkeiten yon Summen Markowseher Ket ten erm6glichen. 

Um nun in die Struktur der Idempotente etwas eindringen zu k6nnen, be- 
nStigen wir noch einige Hilfsfiberlegungen. 

Ist  die Gruppe G kommutat iv und Z (g) ein Charakter yon G, dann ist durch 
Z (A) = ~, Ag g (g) ein Itomomorphismus yon R~ (G) in den Ring aller l • l-Matrizen 

g e G  

gegeben. Denn 

)~(A + B) = Z ( ~  (Aa -~ Za)g ) = ~ (A a ~- Bg) z(g ) = z(A) -~ z(B) 
und a e 

g glg2~g g glg~=g 

Insbesondere gilt ffir Z--I:z(A)-~S(A)~--~Aa" Es ist daher aueh S ( A . B )  
g e G  

S(A)S(B). Ist  G nicht kommutat iv und U(g) eine irreduzible unit~re Dar- 
stellung yon G vom Grad m, dann definieren wir U (A) durch U (A) -- ( ~  a~j U (g)), 

g s G  

d. h. U (A) ist eine ml • ml-Matrix, die man auch auffassen kann als 1 • 
deren E]emente selbst wieder m • m-Matrizen sind. Offenbar ]iefert U(A) eben- 
falls einen ttomomorphismus yon Rt(G), und zwar in den Ring aller ml • ml- 
Matrizen. Wit kSnnen U (A) auch in der Gestalt U (A) -- ~ Ag U (g) schreiben. 

g ~ G  

Dabei ist zu beachten, dab bei der Multiplikation zweier Matrizen U (A) und U (B) 
nur die Ag und Bg und ebenso die U (g) untereinander multipliziert werden und 
dag Aa mit U (g) vertauschbar ist (auch im Falle, dab alle vorkommenden Matrizen 
dieselbe Ordnung besitzen). Aus dem Satz yon Peter-Weyl ergibt sich nun un- 
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mittelbar, dab ein Element A E Rz(G) eindeutig best immt ist durch die Menge 
aller Matrizen U (A), wobei U alle irreduziblen unit~ren Darstellung yon G durch- 
l~uft. (Wir wollen im folgenden diese Menge mit  1I bezeiehnen.) Daraus ergibt 
sich nun unmittelbar:  Notwendig und hinreichend ffir die Idempotenz von A ist, 
dab ffir jedes U e 11 die Matrix U(A) idempotent ist. 

Notwendig ist also insbesondere, dab S ( A ) z  p eine idempotente stocha- 
stisehe Matrix ist. Wir wo]len im folgenden stets S(A) z p vorgeben und naeh 
allen idempotenten P-MWVen fragen. Eine Klasse yon Idempotenten ist natfir- 
lieh stets vorhanden: Sei P eine idempotente Matrix und H eine Untergruppe 
yon G der Ordnung a. Ffir h e H sei Ah ~ P/a, sonst Ag ~ 0. Dann ist, wie man 
sofort sieht, A ,  A --~ A. 

I m  Falle 1 ~-- 1, d .h .  im Falle gewShnlieher Wahrscheinliehkeitsverteilungen 
ist damit  die Klasse aller Idempotente  erschSpft. Hier reduzieren sich n~mlich 
alle Matrizen A a auf  reelle Zahlen pz und P ~ 1. Die oben definierte Wahrschein- 
lichkeitsverteilung A ist bier gegeben dureh: 

Ah----1/a ffir h ~ H ,  Ag-~O sonst. 

Das ist aber genau das t taarsche MaB auf der Untergruppe H. 
Andererseits weiB man, dab jedes idempotente MaB das Haarsche MaB auf 

einer geeigneten Untergruppe ist (vgl. [6]). 
I m  Falle l ~ 2 sind damit  jedoch keineswegs alle Idempotente  yon R + (G) er- 

sehSpft. Denn sei z. B. G die zyklische Gruppe der Ordnung 2 mit  den Elemen- 
ten e, g. Dann existieren sehon in R + (G) andere Idempotente,  z. B. 

a i r  ~ + / ~ = 1 ,  d a s z u  S ( A ) = P =  (I  00)geh6rt. 

Ffir die Bestimmung der idempotenten Wahrseheinliehkeitsverteilungen in 
R (G) spielt der Begriff des Tr/i, gers einer Wahrseheinliehkeitsverteilung eine ent- 
seheidende P~olle. Ein analoger Begriff kann aueh hier eingeffihrt werden: Wit 
bezeiehnen mit  E~j die l •  ftir die a~j = 1 gilt und alle Elemente a~,y 

- i !  "P~ mit ( ,3 ) 4: (i,j) gleieh Null sind. Is t  A = ~ A g g ,  so verstehen wit unter dem 
Tr~ger yon A (Tr A) die Menge aller Elemente E~jg E R~(G), ftir die afj 4= 0 ist. 
Aul3erdem reehnen wir stets das Nullelement yon R1 (G) zum Tr~ger einer Matrix- 
wertigen Wahrseheinliehkeitsverteilung A hinzu (im Falle 1 => 2). I m  Falle 1 = I 
verstehen wit Me fiblieh unter Tr p die Menge aller Gruppenelemente g ffir die 
i% 4:0 ist. 

Man kann dann A in der Gestalt sehreiben: A ~ - ~  a~jEijg, wobei fiber alle 
Ei3" g ~ Tr A summiert  wird. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar,  dab Tr A ,  B = Tr A .  Tr  B gilt, 
= E ' wobei Tr A �9 Tr B die Menge aller Elemente der Gestalt E~iEi,j,gg' dji" ij'gg 

mit Eijg ~ Tr A und E~,j,g'c Tr B bedeutet. I s t  nun A ein Idempotent ,  A ,  A 
= A, dann ergibt sich Tr  A .  Tr  A = Tr A, d .h .  Tr A ist eine I talbgruppe.  
(Unter einer Halbgruppe wollen wir im folgenden immer eine Menge Z r mit  
N 2 ~ 2V verstehen.) 
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Wie das bereits angeffihrte Beispiel zeigt, kann es bei gegebener idempotenter 
Matrix P unendlich viele Idempotente geben, die denselben Trigger besitzen. Ffir 
die Italbgruppen die als Trigger einer idempotenten MWV auftreten, welche als 
Grenzverteilung yon Summen Markowscher Ket ten darstellbar ist, zeigen wir im 
folgenden Abschnitt, dab es hier genau ein Idempotent  mit den angegebenen 
Eigenschaften gibt. 

Wir zeigen nun den folgenden 

Satz 1. Sei A eine Matrix-wertige Wahrscheinlichkeitsverteilung. Dann existiert 
stets 

1 
lim -~  ~ A n = B . 

N--+r n <~N 

(Yberdies gilt A B  = B A  = B und B 2 = B. 
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dal3 fiir jedes U e 12 lira 1 / N ~  U ( A )  n = U ( B )  

n<=N 

existiert. Die iibrigen Relationen sind dann klar. 
Da U ( A ) d i e  Gestalt U ( A ) =  ( ~ a ~ j U ( g ) ) b e s i t z t ,  wobei ~.~la~j l  ~ 1 gilt 

g J g 
und alle Potenzen yon U (A) yon derselben Gestalt sind, ist die Folge 1/N ~ U (A) n 

n ~ _ N  

relativ kompakt.  Sei U (B) ein H~ufungswert dieser Folge. Man zeigt dann genau 
so wie in [2], Satz 3, dal3 U ( B )  sogar der Grenzwert lim 1 / N ~  U ( A )  n ist. 

n ~ _ N  

Wir wollen nun aus der Konvergenz dieser Folgen einige Folgerungen ziehen. 
Es existiert eine nichtsingul~re Matrix T, so dall D = T -1 U(A)  T die kanonische 
Gestalt der Matrix U (A) ist. D hat dann die Gestalt 

�9 K 1  0 

K2 

D = 

0 Kr  

wobei die K~ die Jordanschen K~stchen bedeuten sollen, d. h. 

[2~ 1 0 . . . 0 ]  
/ o  1 . . .  o /  

o �9 �9 �9 o / .  

L o o o ", ",', " ij 

Dabei k6nnen versehiedene Kl auch iibereinstimmen. In der Hauptdiagonale der 
K~stchen stehen die Eigenwerte 2 /yon  U (A), die natiirlich auch iibereinstimmen 
k6nnen. Wir ben6tigen nun das folgende 

Lemma 1. Sei D = T -1 U(A)  T die kanonische Gestalt der Matr ix  U(A).  Dann 
gilt [i~r jeden Eigenwert ~, daft I <-- 1. Ist  l ~ l = 1 dann reguziert sich das zu- 
geh6rige Kdstchen au/ die 1 • 1-Matrix 2. 



Uber die Grenzverteilung yon Summen Markowscher Ketten. II 425 

Beweis. Wegen l I N e D  n : T-Z ( 1 / N ~  U(A)n)T muB die Folge 1 / N ~ D n  

konvergieren. Nun hat  D n die Gestalt 

D n 

~ 

K~ 
An (~)  ~ n - - 1  I n \  n - - 2  

~ i  ~2 ) h i  �9 �9 �9 

o 27 

mit K~---- 

(~,) ~ ? - 1 . . .  

V 
W/ire l~[ > 1, dann w/~re die Folge 1 / N ~  2 n nicht konvergent. Daher k6nnte 

n _ ~ N  

auch die Folge 1/N ~ Dn nicht konvergieren, im Widerspruch zur Voraussetzung. 
n~_N 

Es ist also 121 --<_ 1. Sei nun ]21 = 1. Angenommen, D bes/~l~e ein K/istchen der 
Gestalt 

2 1 0 . . . 0 "  
2 1 . . . 0  

K =- mit k Zeilen, k > 2. 

0 

Da die Folge 1IN ~ K n konvergiert, mfissen auch die einzelnen Elemente dieser 
n < S r  

Matrix konvergieren, also insbesondere auch die Folge 1/57 ~ n2 n-1. Das ist aber 
n ~ 2 Y  

ffir I~l -- 1 unm6glich, wie eine einfaehe Reehnung zeigt. Aus der eben bewiese- 
hen speziellen Gestalt der Matrix D ergibt sich nun unmittelbar das 

Lemma 2. Notwendig und hinreichend ]iir die Konvergenz der Folge U (A) n ist, 
daft/iir jegen Eigenwert ~ von U (A) entweger [2[ < 1 oger 2 -~ 1 gilt. 

Beweis. Ist  die Folge U(A) n konvergent und [21 ~ 1, dann bestehen die zu- 
geh6rigen K/~stchen nur aus der Zahl 2 n. Die Folge A n ist jedoch nur ffir 2 ~ 1 
konvergent. Sei umgekehrt die Bedingung des Satzes erffillt. Is t  2---- l, dann 
ist die Folge ~n trivialerweise konvergent. Sei also 121 < 1 und 

K =  

ein zugeh6riges Jordankitstchen. 

" 2 1 0 . . . 0  ~ 
2 1 . . . 0  
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Dann ist das allgemeine Element a (..n) yon K n gegeben dureh 

a!~ ) = 0  f/ir i > j  

= - ( j n i )  2n-'+' far i ~ j .  

Far  n --> ~ gilt also in jedem Fall lim a!~ ) = 0. 
F/it  sp/~tere Anwendungen ben6tigen wir das 

Lemma 3. Es sei jeder Eigenwert 2 von U (A) veto Betrag 1 eine Einheitswurzel. 
Dann ist notwendig und hinreichend [iir die Konvergenz yon U (A ) n, daft alle Grenz- 
werte lira 1/N ~ U (A ) In iibereinstimmen (l = 1, 2, 3, ...). 

2r co n<=2r 

Beweis. Wir branchen nur die K~stchen von D zu untersuchen. I s t  I ~] < 1, 
dann konvergiert  das zugeh6rige K~stehen K n -> 0. I s t  I ~l = 1 und ~ eine Ein- 
heitswurzel, dann sind alle Grenzwerte lim 1 / N ~ n t  nur dann gieich, wenn 

n~<N 

2 = 1 ist, denn sonst miiBte 1 / N ~ 2  n -->0 streben und 1 /N~ ,~  TM --> 1 far  eine 
n _ N  n<~r  

geeignete Potenz I. 

w 2. Grenzverteilungen yon Summen Markowscher Ketten 

Sei {Xn} eine station/~re Markow-Kette mit  Werten aus der Gruppe G. In  [3] 

< ) b e "  haben wir die Markow-Kette | n/iher untersueht, die aus allen Paaren Sn 

steht, wobei Sn = SoX1X2 ... Xn  bedeuten sell und haben aus der Grenzvertei- 
lung dieser Markow-Kette auf  die Grenzverteilung der Summen Sn gesehlossen. 
Wit  wollen nun diese Resultate unter  Verwendung Matrix-wertiger Wahrsehein- 
liehkeitsverteilungen beweisen. 

Sei go = e, gl,  ge . . . . .  ge-1 eine beliebige Durehnumerierung der Elemente 
von G. Sei P ~ (Pgigj) die Matrix der l)bergangswahrseheinliehkeiten. Wit  k6n- 
nen o.B.d.A,  annehmen, dag G auger einer einzigen irreduziblen Klasse nut  noeh 
transiente Elemente enth/ilt. Der Fall mehrerer irreduzibler Klassen 1/~gt sieh ohne 
wesentliehe Sehwierigkeiten auf  den obigen Fall zurfiekffihren. 

Wir betraehten nun das folgende Element A ~ R~ (G) (wobei /c die Ordnung 
der Gruppe G bedeutet):  

A ~ A g g  mit  Ag a g = = ( ~ , g j ) ,  
g e G  

wobei 

Das Element a g ist dann niehts anderes als die Ubergangswahrscheinliehkeit 
glgi 

\ \  s~§ ] = 

(Diese h~ngt natfirlich nicht yon s ab und wegen der Station~rit~t yon {Xn} aueh 
nicht yon 1.) Sei nun A n die n-re Potenz yon A i m  Sinne der Faltung. 
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Wirsetzen 
An=~,A(g n) g mit A 0 0 = ( a  g'n 

gigi/" 
g e G  

])ann ist 

\ \  S~+n s " 

Denn ~st diese Relation ffir ein n ~ 1 schon bewiesen, so ergibt sie sich fiir n + 1 
folgendermaBen : 

- -  ~ A a ( 1  )Ag(:), d . h .  A(~ n+l) - Z (n) 
g(1)g(2) = g  

g(1)g(2~=ff h~ Cr g(1)g(2)=g h~ G 

P o \\ s~+~+~ ] - \ ,g(~)g(2) ] 

Unser Hauptproblem besteht in der Bestimmung des Grenzwertes 

1 Xn 

der nach unseren allgemeinen ~Tberlegungen stets existiert. 
Wir wollen diesen Grenzwert kurz mit 

bezeiehnen. (Offenbar besitzen fiir jedes s und l alle Ausdrfieke der Gestalt 

tin und denselben Wert.) Setzt man 

lim 1 ~ A n =  B mit B =  ~ Bag, 
N 2r ov n K dr g e G 

B a : (b~ia~), so ist also 

Wir haben also unser Problem zuriickgefiihr~ auf die Bestimmung des Grenz- 
wertes lira 1 / N ~ A  n, wobei A ein Element yon R~(G) ist, das eine besonders 

einfache Gestalt besitzt. 
Wir wollen nun einen Einblick in die Struktur von Tr B gewinnen. Wir ver- 

wenden dabei aus den Ergebnissen yon [4], dab die Menge @ eine Markow-Kette 

bildet, derenwesentlicheElemente(gs) genaudiejenigensind, f i irdiegwesent-  
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fiches Element der Markow-Kette {Xn} ist. Offenbar ist Ea~a~g genau dann in TrB, 

wenn gJ wesentlieh ist und ( g ~ ) ~  ( ~ ' ) g i l t "  Sei ( g e ) e  ein wesentliehes Element 

und H die zugeh6rige Invarianzgruppe, deren Ordnung wir m i t a  bezeiehnen 

wollen. Danngeht(ge) ingenauaElementederGes ta l t (gh) f iber ,  n~mliehfiir 

jedes h e H. Daraus folgt sofort, da$ bei festem wesentlichem Element gl und 
jedem gi genau a Werte g existieren, ffir die Ea~g ~ g e Tr  B gilt. Ist  g1 transient, 
dann liegt Ea,ai g ffir kein gl und kein g in Tr  B. Welters bemerken wir noch, 

/ \ 

dab falls ( ~ ) w e s e n t l i e h  ist, mit Egla~ . g e T r  B auch Eaja, g - l ~ T r B  gilt. Ffir 
\ / 

jedes wesentliche g i s t  Eg a e e Tr  B. 
Wir wollen die ttalbgruppen, die als Tr/~ger einer Grenzverteilung B yon Sum- 

men Markowscher Ketten, B = lim 1/N ~ An, auftreten, invariante Halbgruppen 
N--+co n < N 

nennen. Nach den obigen Bemerkungen ist die Bestimmung einer invarianten 
Halbgruppe /~quivalent mit der Bestimmnng der Klassen, in die @ zerf/~llt. 

Sei nun K eine invariante Halbgruppe und Q eine idempotente stochastische 
Matrix, Q ~ (qa~)- Wir definieren dann eine matrixwertige Wahrseheinliehkeits- 
verteilung E K ,  deren Tr/~ger K ist, durch 

E K = ~ C g g ,  wobei C g =  (c~aj) mit 
1 

ca - - - -qa j  wenn Ea~a~geK g ~ a i -  a 

= 0 sonst. 

Dann gilt der folgende Satz: 
Satz 2. Fiir jede Q-MWV D mit Tr D C= K gilt D * E K ~- EK $ D = E K .  Ins- 

besondere ist EK * EK = EK, also EK ein Idempotent. 
Beweis. Sei D = ~Dgg.  Dann gilt naeh Voraussetzung daa~aj ~= 0, nur wenn 

c a =~ 0 gilt. Wir mfissen nun folgendes beweisen: gig~ 

Cg Dh = ~ Dg Ca = C~. 
g h = k  g h = k  

Wir beweisen den ersten Teil, der zweite geht ganz analog. Es ist zu zeigen, da$ 
f/Jr jedes feste gi, g2, k gilt 

g g '  

Wenn Eglgk ~ K, dann kann aueh nicht gleichzeitig E g j g  und Eg,g~g-lk in K 
liegen, denn sonst ws Eg,g, gEa,g~g-1 k = Ea~a. ~ k e K, was unserer Annahme wider- 
sprieht. In diesem Falle sind also beide Seiten gleieh Null. Sei also Ealak e K. 
Dann ist die reehte Seite von Null verschieden. Die linke Seite ist ebenfalls un- 
gleieh Null. Denn nach Voraussetzung ist Ea~a~ k e K. Es ist daher g2 wesenthch. 
Und daraus folgt, da$ Ea~ae ~ K ist. Daher sind mindestens im Produkt  Ealak 

Element g' genau a Werte g, so dab ~ ~ d .h .  aber dab ffir g k ' 
diese Werte g sowohl Ea~a,g als auch Ea,a~g-lk in K liegen. 
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Wir bekommen also: 

= = dg'a~ - -  a qa~ o 

Setzt man hier speziell D = EK so ergibt sieh die Idempotenz yon EK. 
Satz 2 erm6glicht uns nun den Beweis des folgenden Satzes, der die ausgezeich- 

nete Stellung der invarianten ttMbgruppen K und der Matrix-wertigen Wahr- 
seheinlichkeitsverteilungen EK zum Ausdruck bringt. 

Satz 3. Sei K eine invariante Halbgruppe und Q eine idempotente stochastisehe 
Matr ix  der Gestalt Q = (qa~). Dann  existiert au] K genau eine Q-MWV,  niimlich 
EK, die K als Trgger besitzt. 

Beweis. DaB EK diese Eigensehaften erffillt, ergibt sich unmittelbar aus Satz 2. 
Wir miissen noch zeigen, dug E~; das einzige derartige Idempotent ist. Sei R e i n  
weiteres Idempotent mit S (R) = Q und Tr R = K. Dann existiert eine Zahl e > 0, 
so dal] fiir jedes g e G die Matrizen R a - -  eC a ~ 0 sind. Sei co die gr6gte Zahl c 
mit dieser Eigensehaft. Offenbar ist dann auch 

( R  - -  coEK) ( R  - -  eoEK) = R - -  c ' E K  ( e ' -  2c0  - -  Co ~ ~ co) 

nicht negativ. Aus der Definition yon Co folgt daher co = c ' =  2 c 0 -  Co 2. Wegen 
co > 0 ist daher co ~ 1. Ffir jedes g i s t  daher Rg - -  C a ~ O. Andererseits ist 
S ( R  a - - C a ) =  0. Daraus ergibt sieh unmittelbar R g -  C a = 0, d .h .  R = EK 
und das war zu beweisen*. Aus diesem Satz ergibt sieh sofort der 

Satz 4. Sei l im 1 /N ~ A n = B.  Dann  ist B = ETr B. M i t a .  W.  
n~_2~ 

eine Einheitswurzel.  

t 
Dabei ist Q = l im 1 /N ~ pn ,  p = S ( A ) .  

n~_N 

Wir ncnnen die invariante ttMbgruppe Tr B die yon Tr A erzeugte invariante 
Halbgruppe und schreiben Tr B = [Tr A]. 

Wir bezeichnen nun mit (Tr A) W die Menge aller Elemente Eg~gjg e Tr  A ,  ffir 
die gj wesentlich ist. Dann gilt Tr B ~ (Tr A)  W. Denn ist gj wesentlich und 
Eg~jg e Tr A, dann ist Eg~je ~ Tr B u n d  daher Eg~g~g = Eg~g~g. Egjgje ~ Tr A • 
• Tr B = Tr B. Aus der Definition des Tr~gers ergibt sich weiter sofort, dab 
Tr B die kleinste invariante ttalbgruppe ist, die (Tr A)  W umfagt. 

Wir beweisen nun das folgende 
Lemma 4. Sei  P = (p~j) eine stochastische Matr ix  und seien U1, U2 . . . . .  Un 

n unitSre Matrizen einer Ordnung m ~ l ,  derart daft jedes endliche Produkt  Uq • 
• Ui2 . . . . .  Ut~ dieser Matr izen nur Einheitswurzeln als Eigenwerte besitzt. Dann  
ist jeder Eigenwert ~ vom Betrag 1 der Matr ix  

P ( U )  = 

[ Pnl  U1 Pn2 U2 �9 �9 �9 Pnn Un J 

* Zum Beweis vergleiche man [1]. 
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Beweis. Sei 2 ein Eigenwert  der Matrix P ( U )  mit  
wenn die xj Vektoren eines Rm bezeiehnen, 

 u/[i ] = 2  

I ~ O n l  U 1  �9 �9 �9 P n l t  UnJ n 

121 gleieh 1. Dann  gilt, 

F/ ihr t  man  die iibliche euklidisch-unitgre Norm ein, dann  gilt wegen der Uni- 
tarit t v II v.pJ = Ifxll. 

Sei a = max  1[ xi I[ und  xj ein Element  maximaler  Norm. 
Dann  gilt nach Voraussetzung 

1 9 1 1 U l x l @ " ' + p j n U n x n = 2 x  i mit  12] = 1 .  

Geht man  zu den Normen fiber, so bekommt  man  also 

" = I[ xj I[ ----< :Oil [I V .  x .  l] + " "  + PJn/I fn Xn [J = p~. [[ x .  I1 + " "  + PJ" r/Xn I] ----< a .  

Das  ist nur  mSglieh, wenn alle py~, ffir die I[ ~ ][ < a grit, gleich Null sind. 
Sei nun L die Menge aller j ,  so daft ][ xy ]l = a erffillt ist. Dann  bflden die p,y mi t  

i, j ~ L eine stochastische Teilmatrix yon  P .  
Wir  beweisen nun  unsere Behaup tung  mit  Induk t ion  nach n. Ffir n = 1 

reduziert  sich die Behaup tung  auf  die Voraussetzung, dab ngmlich jeder Eigenwert  
vom Bet rag  1 einer Matrix Ui eine Einheitswurzel ist. Sei nun n > 1. Exist iert  eine 
stoehastisehe Teilmatrix,  dann  ist naeh Indukt ionsvorausse tzung sehon alles be- 
wiesen. Wir  k rnnen  also voraussetzen, dab keine stochastische Teilmatrix existiert. 
Dann  ist ffir jedes i ][ xi 11 = a. Welters kSnnen wir o.B.d.A, annehmen,  dab a = i i s t .  

Da keine stochastische Teilmatrix existiert, gibt  es einen Zyklus (il ,  i2 . . . . .  in), 
so dab _pgii+ , ~= 0 ist. 

Wir  bet raehten nun  die ij-te Zeile unserer Gleichung: 

p~il Uzxl  @ "'" + Piji]+l Utj+lxtj+l + "'" + 19i]n U n x n  = ~Xi]" 

Diese Gleichung kann  nur  dann  erffillt sein, wenn alle Ulxi mi~ io i j , .  0 fiberein- 
st immen. Denn sonst folgt aus der Dreiecksungleichung, dag 

I[p jl UlZl  + . . .  + p jn Unx,, II < 1 = / I  

gilt. Dann  reduziert  sich unsere GMchung  aber auf  U % 1 x % l  = 2xij. Daraus  
ergibt sich dann  unmit telbar ,  dag U~ 1 Uie .. .  U~nxfn = 2nx~n gelten muB. Nach  
Voraussetzung mug  abet  2 ne ine  Einheitswurzel sein und  daher mug  aueh 2 selbst 
eine Einheitswurzel sein. Dami t  ist Lemma 4 bewiesen. 

Wir  sind nun in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen, der uns einigen Auf- 
schluB darfiber gibt, warm die Folgen A n konvergieren. 

Satz 5. Notwendig und hinreichend /iir die Konvergenz der Eolge A n ist, daft/i~r 
jedes 1 = 1, 2, 3 . . . .  

[Tr A~] = [Tr A] 
gilt. 
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Sei U (g) eine irreduzible unit~re Darstellung von G. Dann  ist jeder Eigenwert  
yon  U (g) eine Einheitswurzel. Denn sei U (g)x ---- ~x. Dann  gilt, wenn k die Ord- 
hung der Gruppe bezeichnet, U (g k) ~- U (g) ~ ~ E ,  d.h.  U ( g ) k x =  X~x - -  x. Es ist 
also 2 eine Eh~heitswurzel. 

2qotwendig und  hinreichend fiir die Konvergenz yon  A n ist, dab ffir jedes 
U e 1I die Folge U ( A )  n konvergiert .  Naeh Lemma 3 ist es aber gleichbedeutend 
damit,  dab fiir jedes l --~ 1, 2, 3, die Grenzwerte lira 1 I N  ~ U ( A )  In iiberein- 

n_~/v 

stimmen. Nun  ist dieser Grenzwert abet  nach Satz 4 gleich E[TrA~ ] . Daraus ergibt 
sich die Behauptung  unseres Satzes. 

I m  Spezialfall, wo die X n  unabhs sind, ist die Matrix der Ubergangswahr-  
scheinlichkeiten P : (Paiaj) unabhs yon  g~, d . h .  P ~ (Pe]). Tr A besteht  
dann  aus allen Elementen Eeig]g J fiir alle g~ und  alle gj mit  Pa~" ~= 0. Man kann  
daher Tr A mit  der Menge aller gj identifizieren, ffir die Pei ~= 0 ist. [Tr A] ist dann  
die kleinste Untergruppe  yon  G, die Tr A umfaBt. Wir  zeigen, dab Satz 5 in 
diesem Falle i~quivalent ist mit  dem bekannten 

Korollar. Seien die X n  unabhiingig. D a n n  lconvergiert die Folge A n genau dann,  

wenn  es keinen Normaltei ler  K der lnvar ianzgruppe  H : [Tr A] gibt, so daft Tr A 
ganz in  einer Restklasse nach K liegt. 

Bewe i s :  Wenn  Tr A ganz in einer Restklasse naeh K liegt, d. h. Tr  A C= a K ,  

dann sei 1 eine Potenz  so, dab a z = e gilt. Dann  ist aber (Tr A ) l  C a ~ K  = K .  Es ist 
also [Tr At] :~ [Tr A]. Die Folge A n kann daher nieht konvergieren. 

Sei nun umgekehr t  A n nicht konvergent.  Dann  gibt es naeh Satz 5 eine Zahl l, 
so dab [Tr A Z] c [Tr A] gilt. 

Wit  bezeiehnen ( ~  [Tr A l] ~ K. Sei A z eine Potenz yon A, so dab [Tr A z] C K 
l ~ l  

gilt und  iiberdies e ~ [Tr A 1] erffillt ist. 
Diese Bedingungen sind offenbar stets erfiillbar. Wegen e ~ Tr A l gilt dann  

ffir jedes n Tr A zn ~= Tr Az(n-1). Es gibt daher, well die Gruppe endlich ist, eine 
Potenz  lk ,  so dab Tr  AZ(k+l) = Tr A l~ gilt. Tr  A l~ ist dann  eine Untergruppe,  
die natfirlich mit  K fibereinstimmen mug.  

Wir  setzen nun zur Abkfirzung Tr A = M. Dann  haben wir gezeigt : Ffir eine 
geeignete Potenz,  wir wollen sie wieder mit  l bezeiehnen, gilt M ~ = K. Daraus  
fo]gt nun  unmit telbar ,  dab M z+l = M K  = K M  gilt und  fiir jedes m analog 
( K M ) m  = M m K  = K M m  ist. Angenommen,  M K  bestiinde aus mehr  als einer 
l~estklasse naeh K, z. B. seien a K  und b K  in M K  enthalten. Dann  mfiBte ffir 
jedes x ~ M t-1 gelten: x a K  ~ K und x b K  = K ,  a K  und b K  wi~ren also nicht  
versehieden. Das ist ein Widersprueh. Genau so zeigt man,  dab M K  = K M  aueh 
nur  aus einer Linksrestklasse nach K besteht. Es existiert also ein a mit  a K  

= K a  = M K .  Nun ist H die kleinste Untergruppe,  die M und  damit  auch 
K M  = a K  umfaBt. Andererseits ]ehrt ein bekannter  SehluB, dab die Menge aller 
x ~ H mit  x K  = K x  eine Untergruppe  von H ist, die a K  umfaBt. Sie muB also 
mit  H iibereinstimmen. Das heiBt aber, dab K Normalteiler in H i s t .  Und  dami t  
ist alles bewiesen. 

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie, Bd. 1 30  
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