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Uber die Grenzverteilung yon Summen Markowscher 
Ketten auf endlichen Gruppen. I 

Von 

JOHANN CIGLER 

Sei { X n }  (n = 1, 2, 3 . . . .  ) ein diskreter stoehastischer ProzeB mit  Wer ten  aus 
einer endlichen, nicht  notwendig kommuta t iven  Gruppe G der Ordnung /c. Sei 
P ( X n  ~--g) die Wahrscheinliehkeit,  mit  der die Zufallsvariable Xn den Wer t  
g ~ G annimmt.  Sei ferner al]gemein P ( X n + I  ~-- gl,  Xn+2 = g2 . . . . .  Xn+i = gi) 
die Wahrseheinliehkeit,  dab gleichzeitig Xn+l  = gl ,  Xn+2 ~ g2 . . . . .  Xn+~ = g~ 
(n = 1, 2, 3 . . . .  ; i = 1, 2, 3 . . . .  )gilt .  Mit P ( X I X 2  = g) bezeiehnen wit die Wahr-  
scheinliehkeit, dab X1 = gl und  X2 = g2 gilt, wobei gig2 = g erfiillt ist. Offenbar 
ist 

P ( X I X 2  = g) = ~ ~ P ( X 1  = g l ,  X2  = ge). 
g~eG g. aG 

glg2-g  

Analog ergibt sich 

P ( X I X 2  . . .  X n  = g) = ~ . . . .  ~ P ( X 1  = ~]1 . . . . .  X n  = ~]n). 
gl~G gnEG 

gIg~...gn g 

Unser Ziel ist die Untersuchung des Grenzverhaltens der Wahrscheinlichkeiten 
P (X1 X2 . . . . .  X n  = g) fiir n --> co. 

I m  allgemeinen Fall eines beliebigen stochastischen Prozesses sind keinerlei 
Ergebnisse bekannt .  Ffir den Fall, dab der Prozeg { X n }  stationi~r ist und die Zu- 
fallsvariablen X n  unabMngig  sind, ist das Ergebnis wohlbekannt  (vg]. [2]): Die 
Wahrseheinlichkeitsverteilung der , , S u m m e n "  X 1 X 2  . . .  X n  (bzw. das arith- 
metisehe Mittel dieser Wahrscheinliehkeitsverteilung) strebt  dann  gegen das 
Haarsehe Mag einer Untergruppe  H yon  G. Ffir den Fall, dab { X n }  eine station~re 
Markow-Ket te  bildet und  G zykliseh ist, wurden einige Resul tate  von Z. KO~TSK~ 
[3] gewonnen. Diese Untersuehungen wurden dann  ffir beliebige endliche Gruppen 
in [1] fortgefiihrt. Die vorliegende Arbeit  setzt es sieh zum Ziel, die allgemeine 
Gestalt  der Grenzverteilungen der Summen X 1 X 2  . . .  X n  zu best immen und  
Kriterien ffir die asymptot isehe Gleiehverteilung aufzustellen. 

Sei { X n }  eine station/~re Markow-Kette ,  deren ,,Zust/~nde" die Elemente der 
Gruppe G sind. Die Matrix der Ubergangswahrseheinhehkeiten sei P = (Pai gj). 
Dabei  seien die Elemente gf E G in einer beliebigen, aber fiir das Folgende festen 
Reihenfolge durchnumerier t  und  go = e das Einheitselement der Gruppe G. Dann  
gilt Pgigj = > 0 und  ~ P g i g i  = 1. Die Elemente yon  p n  seien mit  ~gi~(n)gi bezeiehnet. 

gie G 
Wir nennen ein Element  g] von g~ aus in n Schrit ten erreichbar, falls P(~)aj ~ 0 ist. 

(n) Wir schreiben dann  gi (~ gl. Gibt es stets ein n, so dab g~ ,-., gi, so nennen wir gl 
von gf aus erreichbar, gi ~ gi. Folgt  aus g / ~  gJ auch stets g1 ~ g~, dann heiBt 
g/wesentlich. I s t  g~ wesentlich, dann  auch jedes yon  gi erreichbare Element  gj. Wir  
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bezeichnen die Menge aller gj, die von einem wesentliehen Element gi aus erreieh- 
bar sind, Ms irreduzible Klasse. Man bekommt somit eine Zerlegung der wesent- 
lichen Elemente yon G in irreduzible Klassen. I s t  der Zustand g~ nicht wesentlieh, 
so nennen wir ihn transient. 

Wit  wollen uns auf  den Fall besehr/~nken, dab G selbst eine irreduzible Klasse 
ist. Dies bedentet  keine wesentliche Einsehrgnkung der Allgemeinheit, wie aus den 
Resultaten in [1] ersiehtlieh ist. Sei also G irreduzibel. Dann existiert stets 

1 
lim -~- ~ p n  = Q = (qgigj). 

N - - +  oo n ~ N  

Dabei ist gaiaj = gel unabh~ngig von gi und positiv. Bekanntlieh bilden die 
Summen Sn = XIX2 ... Xn selbst keine einfache Markow-Kette,  wohl aber die 

() Paare snXn (vgl. [3], [1]). Sei daher | die Menge aller Paare s ' g, s e G. Ffir die 

1)bergangswahrseheinliehkeiten P(g~/(g'~ yon einem Zustand ( gt~ in einen Zustand 
~st/ \si/ \ 8i / 

= 0 sonst. 

(;) Wit bezeiehnen mit  Cs die Menge aller Zust/~nde e 6 ,  die yon aus 
8 '  

erreiehbar sind. Wegen der Irreduzibilit/tt yon G enth/~lt Cs fiir jedes g e G minde- 

stenseinElementderGestalt(gs,)miteinempassendens'eG. ZweiKlassenCs o 

und Csl sind entweder identiseh oder fremd; Cso = Csl ist genau dann der Fall, 

( e ) in ( e ) fibergehen kann. Offenbar sinS alle Zust/~nde einer wenn man yon 80 81 

Klasse Cs wesentlieh (vgl. z. B. [1]). Wir haben also eine Zerlegung yon | in 
irreduzible Klassen Cs gewonnen. Es existiert nun eine eindeutig best immte 
Untergruppe H yon G, so dab Cs = Cs~ genau ffir jedes h e H gilt. Wir nennen H 
die Invarianzgruppe (vgl. [1]). Sei ngmlieh H die Menge aller Elemente h mit  

( : ) ' ~ ( h ) "  I s t  dann h~H,  h '~H,  dann auch hh'~H, wie aus der Relation 
k / k ~  

h ~ h h' ersiehtlieh ist. Die Menge H ist also eine Gruppe. Geh6ren 

g' 
( g ) u n d ( g s : )  de rse lbenKlassean ,  s o s c h r e i b e n w i r k u r z  ( : ) ~ ( s , ) . S e i a d i e  

Ordnung der Invarianzgruppe H. Dann zerf/fllt | in genau k/a irreduzible Klassen, 
die alle dieselbe Anzahl ka  yon Elementen besitzen. 

Sei h0 = e, hi . . . . .  ha-1 eine beliebige Anordnung der Elemente von H. Wit  
zerlegen nun die Zust~nde aus Ce in a Klassen Dho, Dhl . . . . .  Dha-1. Zur Klasse 

Dh0 m6ge e geh6ren, sowie k - - 1  weitere Elemente der Gestalt (gl I, (g2 t . . . .  \81/ \82/ ' 

<   m  goeigoo oo    o o zom o 
Sk--l] 81 

f/Jr h e H  
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D a =  h ' h s l  . . . . .  \hsg-1]J" 

Offenbar sind alle Da verschieden und  ihre Vereinigung ist Ce. 
I s t  nun  Cs 4- Ce, dann setze m a n  

D s a =  sh  ' sh s l  . . . .  ' \ s h s x - 1  " 

Es gilt dann  

Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist also fiir jede Klasse Cs dieselbe 
wie die ffir Ce. Es geniigt daher, die Klasse Ce zu betrachten.  I n  Ce gilt 

P(~g'~vo, , ,,.,,o~(~g~l =- Pgigi wenn hmsj : h~s~g i 
(1) 

= 0 sonst. 

Diese Wahrscheinlichkeit  h/ingt also bei festem g~, gj nur  vom Wer t  h l  1 �9 hm ab. 
Daraus  ergibt sich unmit telbar ,  dag die Matrix der l~bergangswahrscheinlich- 

keiten ffir die Zust/~nde aus Ce gegeben ist durch 

/ A h  o Ahl . . . Ah,_~ ~ 

R __ ( A h ; l  ho A,~l hl ... A , ~  ,,_~ ) 

~Ah-~ h Ah-1 h ... Ah-x h / \ a--1 0 a--1 1 a--1 a--1 / 

Dabei ist Ah~-~h,, die/~x/c-Matrix mit  den Elementen in (1), d. h. Aar~h ~ ist die 
Matrix der l~bergangswahrscheinlichkeiten aus einem Zustand aus Dh~ in einen 
Zustand aus Dhm. Aus (1) ergibt sich unmit telbar ,  dab ~ Ah ---- P. 

hell 
Da Ce eine irreduzible Klasse ist, besitzt die Matrix R die Zahl 1 als einfachen 

Eigenwert.  Es gibt daher  genau eine stochastische Matrix S mit  R S  = S R  ~ S 
und  S 2 = S. Nun  gilt ffir die Matrix 

N--+ e~ n <N 

die Gleichung P Q = Q P = Q und QZ • Q. Daher  folgt, dab die Matrix 

-~ Q...-~ Q 

s =  

Q...~- Q 

eine (und daher die eindeutig bestimmte) L6sung der Gleiehungen R S  = S R  ~ S 
und S 2 = S ist. I)as ergibt sieh n/~mlieh unmit te lbar  aus den Relat ionen 

29* 
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1 1 ~ A a a l  Q__al ( ~ A h )  Q = a P Q = a  Q 
h e l l  h e l l  

1 1 QAh = a Q ( ~ A ~ )  
h ~ H  h e H  

Aus dem Obigen folgt nun, dab 

(2) 

1 1 
= - - Q P = - Q .  a a 

1 
lim ~ ~ R n = S gilt, d. h. also, dab 

n _ ~ N  

n _~N 8 '  

Nachtr~glich fiberzeugt man sich sehr leicht davon, dab die obigen Uberlegungen 
und insbesondere Formel (2) auch in dem Fall richtig bleiben, dab G auger einer 
Klasse wesentlicher Elemente auch noch transiente Elemente enth~lt. Is t  g 
transient, dann gilt natfirlich qg ~ 0 und umgekehrt. (Falls e transient sein sollte, 
muB man die obigen ]~berlegungen, die mit H und der Klasseneinteilung Cs, D~ 
zusammenh~ngen, in naheHegender Weise modifizieren. An den Resultaten ~ndert 
sich nichts.) 

Wir bekommen somit den 
Satz 1. Die Gruppe G bestehe aus einer irreduziblen Klasse und einer (eventuell 
leeren) Klasse transienter Elemente. Dann gilt, wenn a die Ordnung der Invarianz- 
gruppe H bezeichnet und g' und g wesentlich sind, 

(3) iim ~-  ~. P ("~ (gs 1 qg, wenn ( g' 

= 0 sonst. 

Damit ist -- wenn man die Klasseneinteilung yon | als bekannt voraussetzt --  
die Frage naeh der Grenzverteilung der Summen X 1 X ~ . . .  Xn vollst~ndig be- 
antwortet.  Bezeiehnet man nS~mlieh mit {pg} die Anfangswahrseheinliehkeiten der 
Markow-Kette, dann ergibt sieh ftir die Wahrseheinliehkeiten P (X1X~ ... X~ = s) : 

1 1 
l~m -~ Z P ( X I X 2  ... X ,  = ~) = ~ Z ZPg,  qgJ" 

N-->c~ n g N  g ~ G g i e G  
g~gi = s 

{gq ~ {g~l 
\gi] \s  ] 

Von besonderem Interesse ist jedoch die Wahrscheinlichkeit 

N.-* oo N z..., 8 t n ~ N  [ 

Aus Satz 1 ergibt sich nun unmittelbar der 
Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz I gilt 

(4) P = :-  ~ qg. 
8 r 

g~G 
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Wir wollen nun ffir ein wesentliches Element g e G die bedingten Wahrschein- 

lichkeiten(MaBe) P(S(ge))genaueruntersnchen. SeiHgdieMengeallerElemen$e 

h'mit(ge),.~(~,).OannistHgeinezuHkonjugierteGruppe, dieIavarianzgruppe 

wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen der wichbige Spezialfall ein- 

Itaarsche Ma$ auf Hg ist. Das wird durch den folgenden Satz geklart : 

Satz 3. Die Gruppe G bestehe aus einer irreduziblen Klasse und einer (eventuell 

dann das Haarsche Marl au/ der Invarianzgruppe Hg, wenn ]i~r jedes wesentliche g~ 
Pgigj > 0 nur /i~r Elemente gj ~ Hg gilt. 

Beweis: Sei Hg die Invarianzgruppe bezfiglich g. Fiir jedes h' e Hg gilt 

0 < P h' ~ a " Nun is$ P s genau dann das ttaarsche Ma$ auf Hg, 

weanffirjedesh'EHggiltP(h' (ge)) -~ --'al Nach Satz 2is t  aber daffirno~wendig 

undhinreichend, dal3ffirjedesh'eHaundjedesgimitqgi>O(ge) ~ (hg{) gilt. 

fes~emgjauraElementederGestalt(~)enthalt, gil$also(ge)^/v(~)ffirsCHa. 

Ware nun p a i a j > 0  ffir ein gjCHa, dana wfirde gelten (hg~,)~ [\hgjJgi ~ mit 

h'g i r H a. Das ist aber unmSglich. Es isb also Pain1 = 0 fiir jedes gj r H a . 

Seiumgekehrbpa~aj=O ffir giCHa. Daanis~ (ge)~(gh{) anrffir h '~H a 
m6glieh. Da aber H a die Invarianzgruppe bezfiglich g i s t ,  is$ ffir jedes h'~ H a 

Eine unmittelbare Folgerung dieses Satzes ist der 

Korollar 1. IstGirreduzibel, dannistP(s (ge))genaudanndasHaarscheMa[3 
au] einer Untergruppe yon G, wenn die Invarianzgruppe mit G i~bereinstimmt. 

1 ) (s (ge))ist dann das Haarsche Marl au] G. 
Wir wollen nun noch die wichtige Frage untersuchen, warm 

limP(Sn=S](ge) ) existiert. ])as ist offenbar genau dann der Fall, wean die 
~ ---> o o  

Klasse C a nicht zyklisch ist. 
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Einen Einblick in diesen Fall gibt der Satz 4. 

Satz 4. Die Klasse Cg ist genau dann zyklisch, wenn es einen Normalteiler Kg 

er/i~llt ist. Kg heiflt dann die Periodengruppe beziiglich g. 

Beweis: Die Existenz einer Untergruppe Kg mit  den angegebenen Eigen- 
schaften wurde schon in [1] bewiesen. Wir brauchen nur noch zu zeigen, dal~ Kg 
sogar ein Normaltefler ist. 

Sei C a zyklisch, K a die Periodengruppe, I die Periode. Dann sind die Klassen Z~ 
t \ 

derElemente, dievon(ge) inSchri t tenderL~ngenl-~ i ( n :  1 ,2 ,3  . . . .  ) erreicht 

werden kSnnen, fremd und enth~lten alle die gleiche Anzahl yon Elementen. Grit 

(ge) (n~i)(gs)' dann auch (~)(nl,-~+i)(:s)ffir jedes lc ~ Kg. Andererseits geht (gs)in 

n/  Schritten i n ( f / c ) i i b e r .  I)aher liegen sowoh l l c sa l sauchsk inZ l f f i r j edes  

/c e Ka,  d. h. es gilt Kgs ~ sKg und zwar ffir jedes s e H. Dami~ ist gezeig~, dal3 
Kg ein Normalteiler in H i s t .  
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