Z. Wahrscheinlichkeitstheorie 1, 415—420 (1963)

Uber die Grenzverteilung von Summen Markowscher
Ketten auf endlichen Gruppen. I

Von

JorraNN CIGLER

Sei {X,} (n=1,2,3,...) ein diskreter stochastischer Prozel mit Werten aus
einer endlichen, nicht notwendig kommutativen Gruppe G der Ordnung k. Sei
P(X, = g) die Wahrscheinlichkeit, mit der die Zufallsvariable X, den Wert
g € @ annimmt. Sei ferner allgemein P (X411 = g1, Xneo =92, ..., Xngi = g4)
die Wahrscheinlichkeit, daB3 gleichzeitig Xp41 = g1, Xpr2 =92, ..., Xy = ¢
n=12,3,..;i=1,2,3,..) gilt. Mit P(X;Xs = g) bezeichnen wir die Wahr-
scheinlichkeit, daB X1 = g1 und X = g9 gilt, wobei g1 g2 = ¢ erfiillt ist. Offenbar
ist

P(X1Xs=g)= > > P(X1=g1, X2=gs).

916G g, @
9192=9

Analog ergibt sich
P(Xleang) = z ZP(Xl ={q1, .- ,Xn :gn)

0:€G@  gnc@
g19z-9n=9

Unser Ziel ist die Untersuchung des Grenzverhaltens der Wahrscheinlichkeiten
P(Xng. cer s Xn = g) fiir » — oo.

Im allgemeinen Fall eines beliebigen stochastischen Prozesses sind keinerlei
Ergebnisse bekannt. Fiir den Fall, daB der ProzeB {X,} stationir ist und die Zu-
fallsvariablen X, unabhingig sind, ist das Ergebnis wohlbekannt (vgl. [2]): Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der ,,Summen® X1X»...X, (bzw. das arith-
metische Mittel dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung) strebt dann gegen das
Haarsche MaB einer Untergruppe H von G. Fiir den Fall, dafl {X,} eine stationére
Markow-Kette bildet und G zyklisch ist, wurden einige Resultate von Z. KouTsgy
[3] gewonnen. Diese Untersuchungen wurden dann fiir beliehige endliche Gruppen
in [1] fortgefiihrt. Die vorliegende Arbeit setzt es sich zum Ziel, die allgemeine
Gestalt der Grenzverteilungen der Summen X;X,...X, zu bestimmen und
Kriterien fiir die asymptotische Gleichverteilung aufzustellen.

Sei {X,} eine stationidre Markow-Kette, deren , Zusténde die Hlemente der
Gruppe @ sind. Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten sei P = (pg,q;).
Dabei seien die Elemente g; € G in einer beliebigen, aber fiir das Folgende festen
Reihenfolge durchnumeriert und go = e das Einheitselement der Gruppe G. Dann

gilt pg;g; = 0 und > Pgig; = 1. Die Elemente von P# seien mit Py bezeichnet.
gic @

‘Wir nennen ein Element g; von g; aus in n Schritten erreichbar, falls p!(]l?;j > 0 ist.

Wir schreiben dann g; % g;. Gibt es stets ein n, so daB ¢; " g;, so nennen wir g;

von g; aus erreichbar, g; ~¢;. Folgt aus g; ~ g; auch stets g; ~g;, dann heilit

g: wesentlich. Ist g; wesentlich, dann auch jedes von g; erreichbare Element g;. Wir
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bezeichnen die Menge aller g;, die von einem wesentlichen Element ¢; aus erreich-
bar sind, als irreduzible Klasse. Man bekommt somit eine Zerlegung der wesent-
lichen Elemente von @ in irreduzible Klassen. Ist der Zustand g; nicht wesentlich,
80 nennen wir ihn transient.

Wir wollen uns auf den Fall beschrinken, daBl G selbst eine irreduzible Klasse
ist. Dies bedeutet keine wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit, wie aus den
Resultaten in [7] ersichtlich ist. Sei also G irreduzibel. Dann existiert stets

. 1
lim — ZP” = @ = (9g:9;)-
N—co n=N
Dabei ist g¢g;9; = qg; unabhingig von g; und positiv. Bekanntlich bilden die
Summen 8, = X1X5... X, selbst keine einfache Markow-Kette, wohl aber die

\

X

Paare < g n) (vgl. [3], [I]). Sei daher & die Menge aller Paare (‘Z ), g,s € Q. Fir die
n

gi

[

Ubergangswahrscheinlichkeiten p(gi.) (W) von einem Zustand (

) in einen Zustand
8
(gj > gilt dann:

85

8¢

p(g,-) (gf> = pgigj wenn s; = 8;¢;
85/ \85

=0 sonst.

Wir bezeichnen mit C; die Menge aller Zustinde (g;) € &, die von <§> aus
erreichbar sind. Wegen der Irreduzibilitit von G enthilt C; fiir jedes ¢ € G minde-
stens ein Element der Gestalt (g,) mit einem passenden s’ € . Zwei Klassen Cy,
und O, sind entweder identisch oder fremd; Cy, = Cs; ist genau dann der Fall,
wenn man von :0> in (:1> iibergehen kann. Offenbar sind alle Zusténde einer

Klasse Cs wesentlich (vgl. z. B. [1]). Wir haben also eine Zerlegung von & in
irreduzible Klassen Cs; gewonnen. Es existiert nun eine eindeutig bestimmte
Untergruppe H von @, so daBl Cs = Cyp, genau fiir jedes h € H gilt. Wir nennen H
die Invarianzgruppe (vgl. [Z]). Sei ndmlich H die Menge aller Elemente A mit

(2)0‘(2)' Ist dann e H, b’ € H, dann auch k%' e H, wie aus der Relation

(Z) ~ (Z) ~ ( k;,) ersichtlich ist. Die Menge H ist also eine Gruppe. Gehoéren
(Z) und (g,) derselben Klasse an, so schreiben wir kurz (g) ~ (Z, ) Sei a die

Ordnung der Invarianzgruppe H. Dann zerféllt & in genau k/a irreduzible Klassen,
die alle dieselbe Anzahl ka von Elementen besitzen.

Sei kg = e, hi, ..., hg—1 eine beliebige Anordnung der Elemente von H. Wir
zerlegen nun die Zustdnde aus C, in a Klassen Dy, Dy, ..., Dy, . Zur Klasse

Dy, moge (:) gehoren, sowie &k — 1 weitere Elemente der Gestalt (‘Zi ), <Z: >, cees

(gk_1> mit geeigneten s;, so dall (Zl & C,. Ist Dy, bereits gewihlt, so setze man
k-1 i

firhe H
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mu={(). (2. ()

Offenbar sind alle Dy, verschieden und ihre Vereinigung ist C,.
Ist nun Cs % C,, dann setze man

pa={(4) (s ()

p(hlz];s) (hg»isi) - p(szfsi) (87{}73;3;‘) .

Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist also fiir jede Klasse C's dieselbe
wie die fiir C,. Bs geniigt daher, die Klasse C, zu betrachten. In O, gilt

Es gilt dann

Pt ()~ Poior e s = et
=0 sonst.

1)

Diese Wahrscheinlichkeit hiingt also bei festem g;, g; nur vom Wert k7 - hy ab.
Daraus ergibt sich unmittelbar, daB die Matrix der Ubergangswahrscheinlich-
keiten fiir die Zustinde aus C, gegeben ist durch

Aho Ahl Aha—l

Ahfl by Ahfl hy A’h o
R ey

AhZ—ll kg A"Z-ll hy e AhZ—11 Ry

Dabei ist Ap;iy, die kx k-Matrix mit den Elementen in (1), d. h. Apip,, ist die
Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten aus einem Zustand aus Dy, in einen

Zustand aus Dy, . Aus (1) ergibt sich unmittelbar, daf} Z Ap = P.
heH
Da C, eine irreduzible Klasse ist, besitzt die Matrix R die Zahl 1 als einfachen

Eigenwert. Es gibt daher genau eine stochastische Matrix § mit RS = SE = 8§
und 82 = §. Nun gilt fir die Matrix

@ =lim = Spn
—>00 n=N

die Gleichung P @ = QP = @ und @2 = . Daher folgt, dall die Matrix

eine (und daher die eindeutig bestimmte) Losung der Gleichungen RS = SR =8
und 82 = 8 ist. Das ergibt sich ndmlich unmittelbar aus den Relationen

29%*
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St @=r(34NQ=4PQ=10Q

helH helH
1 1 1 1
hEE:H;QAh:’JQ(hEHAh) Swer=ae

Aus dem Obigen folgt nun, dall

@) lim o > Bn — § gilt, . b. also, daB

n=N

. 1 ! 1
n=N $ §

Nachtriglich tiberzeugt man sich sehr leicht davon, daB die obigen Uberlegungen
und ingbesondere Formel (2) auch in dem Fall richtig bleiben, dall G auller einer
Klasse wesentlicher Elemente auch noch transiente Elemente enthdlt. Ist ¢
transient, dann gilt natiirlich g, = 0 und umgekehrt. (Falls e transient sein sollte,
muB man die obigen Uberlegungen, die mit A und der Klasseneinteilung Cs, Dy,
zusammenhingen, in naheliegender Weise modifizieren. An den Resultaten dndert
gich nichts.)
Wir bekommen somit den

Satz 1. Die Gruppe G bestehe aus einer irreduziblen Klasse und einer (eventuell
leeren) Klasse transienter Elemenle. Dann gilt, wenn a die Ordnung der Invarionz-
gruppe H bezeichnet und ¢’ und g wesentlich sind,

1 4 1 4
i g\ g\ — = I\ o (9
@ tm S0 )A(E)f=we ween (7~ (1)
=0 sonst.

Damit ist — wenn man die Klasseneinteilung von & als bekannt voraussetzt —
die Frage nach der Grenzverteilung der Summen X;X,... X, vollstindig be-
antwortet. Bezeichnet man némlich mit {p,} die Anfangswahrscheinlichkeiten der
Markow-Kette, dann ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeiten P (X1 X5 ... Xy =3s):

.1 1
lim W—ZP(Xle"'X”:S):;Z > Dgi ;-
N—co n=N 9:€G gie @

Jigj =28

@)~ )

Von besonderem Interesse ist jedoch die Wahrscheinlichkeit

(2] 2ol

N-—>o00 n=<N
Aus Satz 1 ergibt sich nun unmittelbar der
Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt

4) P (s
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Wir wollen nun fiir ein wesentliches Element g € ¢ die bedingten Wahrschein-

lichkeiten (MaBe) P (s

(‘Z)) genauer untersuchen. Sei H, die Menge aller Elemente
A’ mit (Z) ~ ;Z, ) Dann ist H, eine zu H konjugierte Gruppe, die Invarianzgruppe

beziiglich g. Aus Satz 2 ergibt sich 0 < P <h'

(9>> <L fir jedes 1’ e H,. Wir
(4 a
wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen der wichtige Spezialfall ein-

tritt, daB P<h' (Z>> — < fiir jedos '€ H, gilt, m.a. W. wann P(s @)das

Haarsche MaB auf H, ist. Das wird durch den folgenden Satz geklart:
Satz 3. Die Gruppe G bestehe aus einer trreduziblen Klasse und einer (eventuell

(e

dann das Haarsche Maf auf der Invarianzgruppe Hy, wenn fir jedes wesentliche g;
Pgig; > O nur fiir Elemente g; € Hy gilt.

leeren) Klasse transienter Elemente. Sei g € G wesentlich. Dann ist P <s

Beweis: Sei H, die Invarianzgruppe beziiglich ¢g. Fir jedes A’ e H, gilt
0< P (h’ l (Z)) = % . Nun ist P (s (‘Z)) genau dann das Haarsche Maf} auf H,,

l

wenn fiir jedes &' € Hy gilt P (h’ ‘ (Z)) = % . Nach Satz 2 ist aber dafiir notwendig
und hinreichend, da8 fiir jedes b’ € Hy und jedes g; mit gq; > 0 <ge> ~ (%{) gilt.

Sei also (g) ~ (Z{) fiir jedes g; mit g; > 0. Da die Klasse, die ('Z) enthélt, bei

festem g; nur o Elemente der Gestalt (‘i] ) enthilt, gilt also (‘Z) ~~ <‘Zj ) fur s ¢ Hy.
Wire nun py,g, >0 fiir ein g;¢ Hy, dann wiirde gelten (ig;,) Q2 < h?]g > mit
i
k' g; ¢ Hy. Das ist aber unmoglich. Es ist also pg;q; = 0 fitr jedes g; ¢ Hy.
Sei umgekehrt pg;g; = 0 fiir g; ¢ Hy. Dann ist <i> ~ (ZJ,) nur fiur #' e H,
moglich. Da aber H, die Invarianzgruppe beziglich g ist, ist fir jedes &' € H,

(g) ~ (gz ) erfullt und daher nach Satz 2 P <s (g)) = 1 .
e h e a

Eine unmittelbare Folgerung dieses Satzes ist der

Korolar 1. Ist G irreduzibel, dann ist P (s

(i)) genauw dann das Haarsche Maf3
auf einer Untergruppe von @, wenn die Invarianzgruppe mit G iibereinstimmi.
P (s (‘Z)) ist dann das Haarsche Maf auf Q.

Wir wollen nun noch die wichtige Frage untersuchen, wann
lim P (Sn =3

7—> 00

Klasse Oy nicht zyklisch ist.

(‘Z)) existiert. Das ist offenbar genau dann der Fall, wenn die
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Einen Einblick in diesen Fall gibt der Satz 4.

Satz 4. Die Klasse Oy ist genau dann zyklisch, wenn es einen Normalteiler K,
von Hy vom Index 1 gibt, so daf (i) “? <Z_> n=1,2,3,...) genau fir alle k K,
erfiillt ist. K, heifit dann die Periodengruppe beziiglich g.

Beweis: Die Existenz einer Untergruppe K, mit den angegebenen Eigen-
schaften wurde schon in [7] bewiesen. Wir brauchen nur noch zu zeigen, da K,
sogar ein Normalteiler ist.

Sei Cy zyklisch, K, die Periodengruppe, I die Periode. Dann sind die Klassen Z;

der Elemente, die von (Z) in Schritten der Lange nl + ¢ (n = 1, 2, 3, ...) erreicht

werden konnen, fremd und enthalten alle die gleiche Anzahl von Elementen. Gilt

('Z ) it (Z) , dann auch (Z)(nlji) ( kgs) fiir jedes k € K. Andererseits geht (Z) in

nl Schritten in sgk iiber. Daher liegen sowohl ks als auch sk in Z; fur jedes

ke Ky, d. h. es gilt K;8 = sK, und zwar fiir jedes s € H. Damit ist gezeigt, dafl
Ky ein Normalteiler in H ist. ‘
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