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Zur mathematischen Theorie der Druckverbreiterung 
yon Spektrallinien 
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Zusammen/assung. Das Thema dieser Arbeit ist die Ableitung und Diskussion einer Formel 
yon P. W. ANDEgSOg. Das statistische Modell eines unendlich ausgedehnten Gases bestehend 
aus gleichartigen, voneinander unabhEngigen Teilchen wird aufgestellt und daraus die Formel 
hergeleitet. Wie die Diskussion des Linienprofils ergibt, gilt die quasistatische Approximation 
auf den Linienflfigeln. Mit der StoBapproximation in der Linienmitte hat man nur zu rechnen, 
falls die mittlere Anzahl der Teflchen innerhalb des Weillkopf-Radins sehr klein gegen 1 ist. 
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Einleitung 
A 

Auch un t e r  idealen Bedingungen,  wenn  das leuchtende A~om frei yon  Umwel~- 
einflfissen in  e inem ausgedehnten V a k u u m  ruht ,  ist  eine Spektrall inie niemals  
vSllig scharf, sondern sie ist etwas verbrei tert .  Diese Verbrei terung ist der Strah- 
lungsd/ impfung zuzuschreiben u n d  wird als natfirliehe Linienbrei te  bezeiehnet.  
Bet rachte t  m a n  ein leuchtendes Gas von  endlieher Diehte u n d  endlieher Tempe- 
ra tur ,  so sind die Spektral l inien oft erheblich fiber die natfirliche Linienbrei te  
h inaus  verbrei tert .  Diese Verbrei terung setzt sieh aus zwei Anteflen zusammen.  
Der erste Antei l  r i ihrt  yore Dopplereffekt der sich thermiseh bewegenden Teilchen 
her. Der andere Ante i l  wird durch die das leuehtende Teflchen s tSrenden benach- 
bar ren  Teilchen verursaeht .  Der zweite Antefl  ist s tark  druekabh/~ngig u n d  wird 
deshalb Druckverbre i te rung genannt .  Da die Druckverbre i te rung  vor allem yon  
den f luktuierenden elektrischen Feldern  der ~qaehbarteilchen herrfihrt,  kSnnte  
m a n  auch yon  einem stochastischen Starke//ekt reden. 

* Diese Arbeit wurde fast ganz im Institut ffir Plasmaphysik der Kernforschungsanlage 
Jiilich des Landes Nordrhein-Westfalen im Rahmen der Assiziation Euratom-KFA durch- 
geffihrt. Mein besonderer Dank gebfihrt dem Leiter dieses Instituts, tterrn Dr. H. L. JOR- 
] )~ ,  der reich zuerst auf die Theorie der LinienverbreRerung hinwies. Meinen dortigen 
Kollegen, vor ahem den Spektroskopikern, sei fiir viele anregende Gespr~che herzlicher Dank 
gesagt. 

z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6 5 
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Der Starkeffekt wurde 1913 yon STARK entdeekt. Er  betrifft die Aufspaltung 
und Verschiebung yon Spektrallinien durch auBen angelegte statisehe elektrische 
Felder. Man unterseheidet ]inearen und quadratischen Starkeffekt. 

Der. lineare Starkeffekt t r i t t  ia  erster Linie bei Wasserstoff und wasserstoff- 
~hnlichen Ionen auf. Die Linien spalten auf  und die Aufspaltung ist zur elektrisehen 
Feldst~rke linear. Den quadratisehen Starkeffekt finder man bei den iibrigen 
Spektren und bei nieht zu grol~en Feldst~rken. Hier werden die Linien verschoben 
und - -  in viel geringerem MaBe - -  aufgespalten. Die Versehiebung ist proportional 
zum Quadrat  der Feldst~rke. Die Aufspaltung kann man oft vernaehl~ssigen. 

Die yon uns behandelte Theorie beseh~ftigt sich mit  dem quadratisehen 
Starkeffekt, der dureh die fluktuierenden iiul~eren Felder hervorgerufen wird. Wir 
be~raehten ein Atom mit  nur zwei Energiezust~nden a und b, die dureh au~en 
angelegte elektrisehe Felder nicht aufgespalten, sondern nur verschoben werden. 
Die ungestSrten Energien seien Ea und Eb, Ea > Eb. Dureh den l~bergang a --> b 
entsteht  eine Spektrallinie mit  der ungestSrten Kreisfrequenz 

1 
�9 0 = ~ ( E ~  - -  E b ) .  

])urch die ~ul~eren fiuktuierenden Felder werden die Niveaus um zJEa(t) und 
zJEb (t) verschoben und die momentan  ausgestrahlte Frequenz ist gleich 

1 
(Ea -~ AEa(t)  - -  Eb - -  AEb(t))  -~ ~o + X( t ) .  

Dabei ist 
1 

X (t) = ~ (AEa (t) - -  AEb (t)) 

die momentane StSrfrequenz. 
Unter  Vernachl~ssigung der Strahlungsd~mpfung, die eine vie1 grSl~ere Zeit- 

konstante hat,  ~ r d  ein Spektrograph, der zur Zeit 0 zu registrieren beginnt, bis 
zur Zei~ T i m  Frequenzintervall  v, v -~ dv eine Energie registrieren, die proportio- 
nM is~ zu 

t 
d~ !T e--ivt+iv~247 f dt 2 

B T(~ -- ?)o) dv = 

Der Fak tor  1/2g wurde gews damit  

f~T(~)dv = T 

is~. Wit  beobachten lange und gleichzeitig sehr viele Teilchen. Zur Normalisierung 
dividieren wit durch T und mitteln fiber die verschiedenen Teilchen, d .h .  
bilden den Erwartungswert.  

Nach der Zeit T wird also der Spektrograph eine Intensi ts  messen, die 
proportional ist zu 

t 
T --ivt+ifX(7:)dv 2 

I ~ ( ~ ) =  1 E ~oe o dt 

falls wir den Frequenznullpunkt auf  vo legen. ])er Buchstabe E bedeute~ den 
Erwartungswert ,  d. h. das statistisehe Mittel. 
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Es gilt 
IT(v) dv = 1. 

~u multiplizieren aus 
t 

1 T T  . , i f  x ( v ) d v  

I T ( V ) - ~ ] S e - ~ ( t - t ) E e  t dt dt'. 
O0 

Wenn die Umgebung des leuchtenden Atoms stationer ist, ist 
t 

i f X ( v ) d v  

E e  r = R ( t - -  t') 

eine Funktion yon t - -  t'. Wir nehmen auBerdem an, dab 

stetig ist. 
Wir formen um 

t - +  R (t) 

1 + T  
I T ( O - -  2 ~ T  S ( T - -  l t I ) e -~ t  R ( t )d t  

--T 

und bilden die Fouriertransformierte 

] I  T(V) el~t dv = / T ( t )  R(t)  
mit 

1 - -  ]---~fiir It] =<T 
/~(t) = 

0 sonst .  

Mit T - +  oo g e h t / T ( t ) - >  1. Die IT(Y) bilden WahrscheinliehkeitsmaBe, die fiir 
T --> c~ sehwaeh gegen ein WahrseheinlichkeitsmaB I (0  konvergieren (siehe [6] 
S. 51) und es grit 

S l (v )  ei~t dv = 1~ (t). 

Diese Sehreibweise ist im klassischen Sinn nur gfiltig, falls I (v) eine integrierbare, 
positive Funktion ist. Wir iibertragen sie auf beschrs positive MaBe und 
identifizieren oft MaBe, die bezfiglich des Lebesgue-MaSes eine Dichte besitzen, 
mit  dieser Diehte. 

Diese Formel birgt die beiden klassischen explizit durehgerechneten Spezial- 
fi~lle in sich, die die Namen StoBtheorie und statistische oder besser quasistatische 
Theorie tragen. 

Die quasistatisehe Theorie geht auf  HOLTSMA~X zurfick und stfitzt sich auf  den 
damals bekannt  gewordenen Starkeffekt. Man nimmt an, dab die StSrteflehcn im 
Raume ruhen. Die Verbreiterung kommt  allein durch die statistische Mittelung 
zustande. Es ist also X (t) = X eine zeitliche Konstante,  

R (t) = E e ~xt 

ist die charakteristisehe Funktion der stochastischen Variablen X und I i s t  die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, d .h .  S I (v )dv  ist gleich der Wahrschein- 

[a,b] 
lichkeit dafiir, dab die StSrfrequenz X im Frequenzintervall [a, b] liegt. 

Die Stoi~theorie ist ~lter und wurde zuerst yon H. A. Lo~v . ~z  aufgestellt, 

5* 
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mittlerweile aber stark ausgebaut. Man nimmt an, dab die ausgestrahlte Licht- 
welle durch pl6tzliche StSBe unterbrochen wird, die voneinander unabhgngig sind. 
Die StSrung ist also yon der Form 

x ( t )  = ~ ( t  - t~) 

wo tf die StSrzeitpunkte sind. Well die Zeitintervalle unabh~ngig sind, ist ffir 
tl, t2 ~ 0 

t~+t2 

R (tl -~- t~) -~ E e x p i  ~X(r )  dr  
0 

t~ tl ~b t~ 

= E exp i S X (r) dr .  exp i f X (r) dr 
0 tz 

tz t1+t~ 

= z exp i f X (r) dr E exp i f X (r) d~ 
0 t~ 

Somit ist 
= R(tl) R (t~). 

R ( t )  = e - r t + i ( I t  

ffir t ~ 0, wo y ~ 0 sein muB, da I R(t)] ~ 1 ist. Ffir t ~ 0 gilt 
- - t  

g ( - -  t) = E e x p i  f X ( r )  dr  
0 

0 

= E exp i ~ X (r) dr  
t 

t 

= E exp --  i ] X (r) dr  = R (t)* 
O 

wo d e r *  die konjugiert komplexe Zahl bedeutet. Somit ist 

R (t) = e - ~ l t l  +i~t  

ffir alle t und 

{ (5(~--a)  ffir ?----0 

I(v) = 1 y ffir y > O. 

Ist  ? > 0, so wirken die St5Be wie eine D~mpfung. Man spricht darum auch yon 
Stoi~ds 

Die allgemeine Ansicht der Spektroskopiker ([13], [14]) ist nun, dab sich jedes 
Linienprofil in der Mitte durch das Sto~profil (StoBapproximation) und auf den 
Linienflfigeln durch das quasistatische Profil (quasistatische Approximation an- 
nShern l~Bt. Das Stol~profil erh~lt man, indem man die gesamte PhasenstSrung 
eines Teilchens auf den Zeitpunkt des n~chsten Abstandes zusammenpreBt. Das 
quasistatische Profil entsteht, indem man die Teilchen festhi~lt. 

In  unseren Untersuchungen hat  sich wohl die Vermutung der quasistatischen 
Approximation auf den Linienflfigeln bestiitigt. 

Dal~ das Stol~profil in der Linienmitte eine gute N~herung bildet, scheint nur 
zu gelten, falls die Teflehenanzahl im Wefl~kopf-Radius (s. u.) sehr klein ist. 
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B 

l~berlegen wir uns diese Ausffihrungen nochmals im Liehte der Theorie der 
stoehastisehen Prozesse (siehe [5]). U m  den Fall, dab die momentane Frequenz- 
stSrung X (t) den Charakter einer Summe yon (5-Funktionen hat, besser mathe- 
matisch behandeln zu k6nnen, geht man zur StSrphase 

t 

r ( t )  = S z ( r )  dr  
to 

mit  wfllkfirlichem Anfangspunkt to fiber. 
Es ist 

t 

S X ( r )  dr---- Y ( t ) -  Y ( t ' ) .  
t r 

Unsere beiden Annahmen fiber 

besagen also, dad 

nur yon t - -  t' abh~ngig und dal3 

t 
i f X(7:)dv 

E e  t' 

E e i (Y ( t ) -  Y(t')) 

R (t) ---- E e i(Y(t)- y(o)) 
in t stetig ist. 

Dies besagt aber niehts anderes, als dab 

elY(t) 

ein im Doobschen Sinne schwach station~rer stochastischer Prozel~ mit  der stetigen 
Korrelationsfunktion R (t) ist. 

Man weiB, dab eine solche Korrelationsfunktion positiv definit und die Fourier- 
transformierte eines positiven Makes auf der Geraden der Gesamtmasse R (0) ist. 
In  unserem Falle ist R (0) = 1 und R (t) die Fouriertransformierte des Wahr- 
scheinlichkeitsmaBes I .  

In  diesem Zusammenhang bedeutet quasistatische Theorie, dab Y(t)--~ X t  
und X eine stochastische Variable ist, und StoBtheorie, dab Y (t) ein ProzeB mit  
station~ren, unabhiingigen Zuw~chsen ist. 

C 

Es gibt eine, wenn auch komplizierte, so doeh geschlossene Formel von P. W. 
ANDERSON, die den Anspruch erhebb, ffir Verbreiterung durch quadratischen 
Starkeffekt im ganzen Spektralbereich gfiltig zu sein. Ihre Ableitung und Dis- 
kussion ist das eigentliche Thema dieser Arbeit. Wit  besch~ftigen uns mit  ihrer 
ursprfinglichen, yon P. W. ANDERSON gegebenen Ableitung ([1], [2], [7]). 

Man betraehtet  ein Gas, das aus n (n >~ 1) Teilchen besteht und das Volumen V 
einnimmt. Diese Teflehen st6ren vermittels ihrer elektrischen Felder ein ruhendes 
leuchtendes Teilchen. Wir ]egen den Ursprung des Koordinatensystems auf den 
Ort des leuchtenden Teflchens. Nehmen wit zun~chst an, dab die St6rteilchen 
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geladen sind und die Terme des Leuchtatoms verm6ge des quadratischen Stark- 
effekts versehoben werden. Sei ~ der Ort eines StSrteilchens, dann wird durch das 
Teilehen eine Feldst/~rke dem Betrag naeh proportional zu I ~ I -~ im Nul]punkt ver- 
ursaeht und diese ruft  wieder eine momentane Frequenzversehiebung 2 Jr C .  I~1-4 
hervor. Sei ~t (t) die Position des t-ten Teilehens zur Zeit t, dann n immt AND]msoz~ 
die momentane FrequenzstSrung an zu 

x(t) = ~  2~c1~,] -a. 
t 

Diese Annahme ist in Strenge falsch. Denn wohl addieren sich die elektrischen 
Feldstiirken, aber nicht die Verschiebungen. Es mfil~te heil~en 

x(t) = 2=o ~,l~,1-3~.. 
Die gemisehten Terme der Form 

2 ~ C  <~" ~> 

sind vernachl/~ssigt. 
Die eharakteristisehe L~nge des Problems ist der Weil~kopf-Radius, das ist der 

Abstand, in dem ein geradlinig vorbeifliegendes Teflehen fiber die ganze Zeit 
integriert eine PhasenstSrung I hervorruft.  Der WeiSkopf-Radius ist bis auf  einen 
Faktor  der GrSgenordnung 1 gleieh 

(2~1C'[ ~:/(~-a) 
lc = \ v / 

wo v die mittlere Teilchengesehwindigkeit bedeutet  und n = 4 zu setzen ist. Es 
wird sieh zeigen, dal~ man nur dann mit  einer Approximation dureh ein geeignetes 
StoBprofil in der Linienmitte zu rechnen hat,  falls 

h = N ~  1 

ist, wo N die Teilchendichte bedeutet.  In  diesem Fall ist das Gas in charakte- 
ristischen Einheiten gemessen sehr dfinn und man kann annehmen, dab die ge- 
misehten Terme klein sind. 

Die Linienflfigel werden dureh schnelle St6rungen verursacht, d. h. durch nahe 
vorbeifliegende Teilchen. Dal~ zwei Teilchen gleichzeitig nahe vorbeifliegen, ist 
sehr unwahrscheinlich. Man kann also mit  einigem Grund sagen, da$ der Anderson- 
sehe Ansatz auf  den IAnienflfigeln stets, im fibrigen nur, wenn Nl~ 4 1 ist, eine 
guts Approximation darstellt. 

Shad die StSrteflehen nieht geladen, sondern Dipole, dann hat  man den Ex- 
ponenten 4 dureh 6 zu ersetzen. Es ist 

X (t) = 2 ~rC ~ i ~,(t ) 1 - 6  . 

Etwas allgemeiner setzen wir 

mit  

x<t) 

~p(r) = 2 ~ e C . r  -n  (n > 3). 

Obwohl nur n = 4 und n ----- 6 physikaliseh interessant sind, werden unsere ~ber -  
legungen ohne 1Vfehraufwand ffir a l l en  > 3 gleiehzeitig durchgeffihrt. 
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Man macht nun die Annahme, da6 die Teflchen geradlinig ffir alle Zeiten durch 
den Raum fliegen, ohne sich gegenseitig zu stSren. Es ist also 

~(t) = ~t + tht. 

Dabei ist ~t die Position und ~t die Gesehwindigkeit zur Zeit 0. 
Man macht die folgenden statistischen Voraussetzungen: Die Orte und Ge- 

schwindigkeiten der Teflchen sind unabh/s und gleichverteilt. Die Wahrschein- 
lichkeit, dab die Position ~t des r-ten Teflchens im Volumenelement dV liegL ist 
d V/V. Die Geschwindigkeit eines Teflchens hat  den festen Betrag v, die Richtung 
der Geschwindigkeit ist gleichverteilt auf der Einheitskugel. 

Es ist 
t 

R(t) = Eexpi ~ X (~) dr 
0 

t 

0 t 
t 

= l--rE ~ yw<l , + 
t 0 

-=[, I~V fdco(O)yg~eXPio~(l~ + ~,l)d~ . 
[ q~ 5~ V u Sv V 

Dabei ist Sv die Kugel vom Radius v und do) das Oberfl/s auf Sv. Man 
geht mit V und n gegen Unendlich, jedoch so, dag 

n/V--> N 
die Teilchendichte konvergiert. 

Dann geht 

Sv V [ 0 

--+exp-~--N4~: soYdc~ [ d ~ + u~l)dr-- 1] . 

Man ffihr~ Zylinderkoordinaten mit ~ als Achsenrichtung ein und erh/ilt die 
Andersonsche Formel 

co  + c o  r t 1 

R<t' =expN ~o 2Z~d~_~dz[expi ~o y~(~2 + <z + v~)2) d ~ -  I 

Die ~-Integration ist weggefallen, weil der Integrand nich~ mehr yon der Riehtung 
yon ~ abhs 

Zur Existenz des Grenzwertes und des Integrals m6chten wit bemerken, 
dab sich 

t 

0 

ffir kleine I~] dureh 2 und ffir groBe ] ~1 dureh 

0 

abscMtzen li~gt. 
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D 
Die Krit ik an dieser Ableitung der Anderson-Formel richter sich dagegen, dab 

die Position eines Teilchens zu allen Zeiten dutch ;,  + Dtt gegeben wird. Dies ist 
aber bei endliehen Volumina hSehstens fiir endliche Zeiten mSglich. Denn einmal 
muB das Teilehen zum Rand kommen. Wir vollziehen datum den Ubergang V--->~ 
zuerst und kSnnen dann ~(t) = ~t + S t t  ffir alle Zeiten setzen. Dazu ben6tigen 
wit das statistische Modell eines unendlieh ausgedehnten Gases als Grenzwert 
statistischer IViodelle endlieher Gase. 

Ein statistisches Modell ist gegeben dureh einen Zustandsraum ~ und ein auf 
geeigneten Teilmengen yon f2 oder Funktionen auf Q erkl/~rtes positives MaB der 
Gesamtmasse 1. Beim statistischen Modell eines endlich ausgedehnten Gases, das 
wir gerade implizite verwandten, ist D das kartesische Produkt  (K•  Sv) n, wenn 
K die vom Gas ausgef~illt kompakte Teflmenge des R s ist. Der Zustand des Gases 
ist dutch ein n-Tupel (~,, St),~l gegeben mit ~t e K und Dte Sv. Das Wahrsehein- 
liehkeitsmaB ist das ProduktmaB 

Dabei bedeutet ~.0 das Lebesgue-MaB, eingesehrgnkt auf K, und ~.v die gleiehm~Bige 
Verteilung auf der Kugeloberfl~ehe. 

Wit  wollen das statistisehe Modell etwas s Eine Analyse der Ableitung in 
C zeigt, dab nur symmetrisehe Funktionen der (~, ~t) (5 = 1 . . . . .  n) interessieren. 
Die Reihenfolge der (g~, ~) ist gleiehgtiltig, es kommt nur atff die Zusammen- 
setzung an. Wir verwenden nun als Zustandsraum den Raum ~ aller positiven, 
Radonsehen MaBe auf dem kartesischen Produkt  R 8 • Sv, versehen mit der Topo- 
logie der Konvergenz ffir alle stetigen Funktionen mit  kompaktem Tr/~ger. Jeder  
Folge (~t, 13,) ordnen wir das Radonsche MaB 

t = l  

zu. Dabei ist ~r eine Einheitsmasse irn Punkte  (~, ~). Diese Abbildung ist stetig 
und his auf die Reihenfolge umkehrbar eindeutig. Wit fibertragen das Wahrsehein- 
lichkeitsmaB yon (K X Sv) n auf ~ und erhalten fiir eine stetige besehr/~nkte Funk- 
tion / auf 

1 ( - ~ 1 )  P K ( ] ) -  (4~V)n .f I " ' f .  .f/ ~(~,,,,) .d~ldco(Ol)...d~ndo~(~n). 
.K S~, K S,, 

Das ~unktional PK ist ein sogenanntes straffes Wahrseheinlichkeitsma$ (s. Kap I). 
Bls man K zum ganzen R s auf, dann konvergiert PK gegen ein straffes Wahr- 
scheinlichkeitsma$ P auf ~ (s. Kap. IV). ~ zusammen mit P ist das unseren 
Uberlegungen zugrunde liegende statistische Modell. P-fast  alle/~ e ~ sind yon der 
:Form ~ ~(~,,,). 

t 

Im Falle eines endlichen Gases war 

0 t = 1 0  
t 

t=l 0 
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und 

( J >) R(t)  = PK expi</~, ~ o ( [ ~ - , v l ) a v  

wo # e g3~ die Integrationsvariable bezeiehnet. I m  FMle eines unendlieh aus- 
gedehnten Gases ist dann 

R(t)  = P  e x p i ( # , f ~ 0 ( l ~ - k  ~ ] ) d ~ >  
0 

zu setzen. Man kann diesen Ausdruck genauer ausrechnen und erh/~lt wieder die 
schon bekannte Andersonsehe Formel (s. Kap. VI). 

Der eben angedeutete Grenziibergang wird in Kapi~el IV durchgeffihrt. An die 
Stelle yon R 3 • Sv tr i t t ,  ohne die Darste]tung wesent]ich zu komplizieren, ein be- 
liebiger lokal kompakter ,  nieht kompakter  l~aum ~, der im Unendliehen ab- 
zahlbar ist, an die Stelle des ProduktmaBes yon Lebesgue-Mag auf dem Ortsraum 
und der Gesehwindigkeitsverteflung t r i t t  ein positives, nicht beschr/~nktes Radon- 
sehes MaB. 

Die Anderson-Formel wird in Kapitel  VI I  und V I I I  eingehend diskutiert. Das 
Endergebnis yon Kapitel  V I I  ist, dal3 sieh das Linienprofil f/it Nl~ ~ 1 wie das 
entspreehende StoBprofil verh/~lt. Dieses Resultat  ist sehon aus der Arbeit yon 
ANDERSON und TALMAN [2] bekannt.  Aus dem Kapitel  V I I I  ergibt sich, dab die 
quasistatische Approximation auf den Linienfl/igeln asymptotiseh richtig ist. I m  
Fall n = 6, der mit  der Sattelpunktmethode behandelt wird, erhalten ANDERSON 
und TALMAN ein seh/irferes Ergebnis. Der Untersehied zwischen dieser Arbeit und 
der Arbeit yon ANDERSON und TALMAN liegt nieht zu sehr in den erreiehten End- 
ergebnissen, sondern in der Methode. Das Ziel dieser Arbeit war eine mathe- 
matisehe Durchdringung des Gegenstandes. Obwohl die Endresultate bekannt  
sind, sind viele Zwisehenergebnisse vor allem im Kapitel  V I I I  neu. Kapitel  V I I I  
verwendet eine Beweismethode, die yon der ANDERSONS und TALMANs vollkommen 
versehieden und im Prinzip sehr einfach ist. 

Kapitel  I I ,  IV  und V sind meines Wissens neu. Satz 4 in Kapitel  I I I  finder sieh 
in etwa bei ANDERSON und TAL~AN mit anderem Beweis. 

I. Positive str~ffe Malle 

Die Theorie der straffen positiven Mage auf vollst/~ndig regul/s l~/~umen 
(s. [8]) bildet eine Verallgemeinerung der Theorie der besehr/~nkten positiven 
Radonsehen MaBe auf lokal kompakten  R/iumen (s. [4], [10]). 

Sei E e i n  vollst/~nclig regulgrer topologiseher Raum, d. h. ein unfformisierbarer 
Hausdorff-Raum. Sei ~ der Banaeh-Raum aller komplexwertigen, stetigen und 
besehr/~nkten Funktionen auf E, versehen mit  der gleichm/~gigen Norm. Sei ~ '  der 
Dualraum yon ~, versehen mit  der fibliehen Norm. Ein Funktional Q e ~ '  heigt 
ein straffes MaB, wenn es zu jedem e > 0 ein K o m p a k t u m  K c E und ein d > 0 
gibt, so da, B I(Q, ]}I =< e ist fiir alle ] e ~  mit  11]11 ~ 1 und I](x) l <= ~3 ffir x e K. 
Eine Menge ~ c ~ '  heigt gleiehm/~Big straff, wenn sie normbeschr/~nkt ist und 
wenn es zu jedem e > 0 ein K o m p a k t u m  K und ein d > 0 gibt, so dab I(Q, ]} 1 < e 
ist ffir alle Q e ~ und [ e ~ mit  11/I[ < 1, I11 < ~ auf K. 
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I s t  ~ eine gleichmi~Big straffe Menge, so i s t  der  AbschluB yon  ~ in der  Schwach*-  
Topologie  yon  ~ '  gleichm~Big straff. Sei Q~, k ~ 1, 2 . . . .  eine Folge  gleichmal3ig 
straffer  Mal3e, so is t  die Menge al ler  t t i~ufungspunkte  der  Folge  in der  Schwaeh*-  
Topologie  gleichm~i~ig straff. E ine  g l e i c h m ~ i g  straffe Menge is t  r e l a t iv  k o m p a k t  
in  der  Sehwaeh*-Topologie .  

E in  F u n k t i o n a l  Q e ~ '  heiBt posi t iv ,  falls  ( Q , / )  ~ 0 is t  ffir alle ] ~ 0. E in  
straffes Wahrscheinl iehkei tsmal3  P i s t  ein pos i t ives  straffes MaB m i t  ( P ,  1} ~ 1. 

A u f  pos i t ive  straffe Mal3e au f  vollst~tndig regul~ren Ri~umen k a n n  der  Aus-  
dehnungsmechan i smus  ffir pos i t ive  Radonsehe  Mal3e f iber t ragen werden.  W i r  
schliel3en uns an die Dars te l lung  der  Ausdehnung  Radonsche r  Mal3e im Buche  yon  
N]~U~IARK w 6 [10] an. 

Wir gehen dm einzelnen Absehnitte des w 6 durch und erSrtern, was sieh fibertragen li~13t. 
Abschnitt 1. An die Stelle yon T tri t t  bei uns E, an die Stelle yon L tr i t t  ~. Die Definition 

des Integrals ist in die des straffen Mal3es P, oder, wie wir auch sagen wollen, straffen Integrals 
abzu~ndern. ~ besitzt alle aufgefiihrten Eigensehaften yon L. 

Abschnitt 2. Der Begriff des Tr~gers wird iiberfliissig. Lemma I u n d  das fundamentale 
Lemma I I I  fibertragen sich. Lemma I I I  folgt aus dem Satz yon Dini. 

Abschnitt 3. Anstelle yon M+ schreiben wir U, Lemma I iibertr~igt sich. Lemma I I  kann 
ebenso bewiesen werden, wenn man den fiir vollst~ndig regul~re R~ume giiltigen Satz be- 
nfitzt, dab es zu jedem Punkt x e E und jeder abgeschlossenen Menge A c E eine Funktion 
/ e ~ ,  0 ~ ] ~ 1 gibt mit /(x) = 1 und / = 0 auf A (s. [8], [3], S. 17). 

Lemma III ,  IV und V iibertragen sieh. 
Abschnitt d, 5 und 6. Aul]er Lemma 5.III  kann alles sinngemiiB fibertragen werden. Da 

(P ,  1} endlich ist, ist das ~uBere MaB jeder Menge endlieh. 
Abschnitt 7. Man hat in X und XI anstelle yon ,,eine Funktion e N+ mit bikompaktem 

Tr~ger" zu setzen ,,eine beschr~nkte, yon oben halbstetige Funktion". Der Rest gilt sinngem~. 
Anstelle yon ,,summierbar" sagen wir ,,integrierbar". 

Abschnitt 8 und 9. Alle Lemmata 8.I bis 8.VI fibertragen sich. Im Absehnitt 9 hat man zu 
beachten, dal~ bei Mengen der Begriff meBbar und summierbar (integrierb~r) zusammenf~llt, 
da das MaI3 des Gesamtraumes endlich ist. Lemma 9.I bis 9.VIII gelten sinngem~lL Bei 
Lemma 9.III  hat man zu beaehten, dab die charakteristische Funktion einer offenen (ab- 
gesehlossenen) Menge von unten (oben) halbstetig und besehr~nkt ist. 

Abschnitt 10. Lemma I b i s  IX und XI I  gelten sinngem~B. 
Die fibrigen Abschnitte des w 6 werden wit nicht benStigen. 

II. Straffe, fast positive Funktionale 

Ein  auf  e inem R a u m  von F u n k t i o n e n  fiber einer Grundmenge  definiertes F u n k -  
t iona l  A h e i s t  fas t  pos i t iv  bezfiglich des P u n k t e s  x der  Grundmenge ,  falls  aus  / ~ 0 
u n d  /(x)  = 0 folgt  ( A ,  ]} ~ 0. I m  folgenden is t  die Grundmenge  die Gerade,  de r  
P u n k t  x der  Nu l lpunk t .  F a s t  pos i t ive  F u n k t i o n a t e  wurden  schon in einer  anderen  
A r b e i t  behande l t  ([15]). I~ier in teress ier t  vo r  a l lem die Fou r i e r t r a n s fo rma t ion  
straffer,  fas t  pos i t iver  Funk t iona le .  Die fas t  pos i t iven  s t ra i ten  F u n k t i o n a l e  a u f d e r  
Geraden  h a b e n  viele ~2anlichkeiten m i t  den  pos i t iven  beschr~nkten  Radonsehen  
Malten. 

Sei ~ de r  B a n a c h - R a u m  aller  komplexwer t igen  s te t igen  u n d  beschr~nkten  
F u n k t i o n e n  au f  de r  Geraden,  versehen mi t  der  gleichmgl3igen Norm,  sei ~0 der  
Te i l r aum der  im Unend l i chen  versehwindenden  Funk t ionen .  ~0 is t  abgeschlossen 
in  ~. Den  R a u m  aller  beschr~nkten ,  s te t igen  u n d  n -mal  s te t ig  di f ferenzierbaren 
F u n k t i o n e n ,  be i  denen  die e rs ten  n -Able i tungen  beschr~nkt  sind, nennen  wir  ~n. 
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Versehcn mi~ der N o r m  

_ ~  1 P)II tl !lI~ - ~ . ,  II 
k = 0  

bildet  er einen B a n a e h - l ~ u m .  
Eine Funk t ion  f au f  der Geraden heil~t zweimal Taylorsch differenzierbar im 

Punk t e  0, wcnn / yon  der F o r m  

/ (x) : a Jr- b x -~- �89 c x 2 -~ 0 (x 2) (x -> 0) 

ist. Falls ] in einer Umgebung  des Nul lpunktes  zweimal stet ig differenzierbar ist, 
is~ / zweimal  Taylorsch diffcrenzierbar und  a = / ( 0 ) ,  b = / ' ( 0 ) ,  c = / " ( 0 ) .  Wi t  
f ibcrtragen diese Bezeichnungen auf  beliebige zweimal Taylorsch differenzierbare 
Funkt ionen.  

Die Menge aller stctigen, beschr&nkten, im t )unkte  0 zweim~l Taylorsch  diffe- 
renzierbaren Funk t ioncn  bezeichncn wit  mi t  ~.  Den Tef l raum aller im Unend-  
lichen vcrsch~Sndenden Funk t ionen  nennen wit  ~0. 

Wir  setzen 
x 

(x) - 1 + ~ 

X2 
~0 (x) - -  1 + ~ 

l(x) - / ( o )  - I'(O) ~(x) 
] ( x ) =  - - - -  ~ fiir x=~O 

/"(0) fiir x = O .  

Sei ] e ~E, dann  is$ ~)] e ~, sei / e  %o, dann  ist ~ ]  e ~o. Eine Funk t ion  / liegt 
genau  dann  in ~E bzw. ~o, wenn sie yon der F o r m  

/ = a -[- b ~ -l- g yJ 

m i t  komplexem a und b und  mi$ g e ~ bzw. qo ist. 
Versehen mi t  der  N o r m  

II/l[~ = m ' ~ ( l / ( o ) l ,  I F @ l ,  II Will) 
ist ~E ein Banach -Raum.  

Sei ] e~u ,  dann  ist 
1 

~ l ( x )  = l ( x )  - -  l(O) + ~ ( l ( x )  - -  1(0) - -  x l ' ( O ) )  

und  

und  endlich 

= f ( x ) -  f(o)+ h7 ' ( , )  
O0 

II ~ 1 I[ --< 2 ]1 ! ll + { II I"1[ 

l l l l l~ ~ 2 [J/ll~. 
Sei A ein lineares Funkt ional  auf %. W ~  nennen A fast posit iv (bezfiglich des 
Nu l l p~k tes ) ,  falls aus / e ~, ! ~ 0, / (0) = 0 folgt < A , / }  ~ 0. 

Em fast positives Funkt ional  hei$~ straff, wenn es s~etig ist und wenn cs zu 
j edem e > 0 ein 9 > 0 gibt,  so dab  I <A, />  [ ~ e ist fiir alle ] ~ ~, 11 !11 =< 1 ~ e  
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in [--@, + @] versehwinden (solche Funktionen geh6ren notwendigerweise zu ~). 
Eine Menge ~ fast positiver Funktionale heiBt gleichmi~Big straff, wenn sie norm- 
beschr~nkt ist und die eben genannte Bedingung gleichmi~Big befriedigt. 

Die Abbildung 
] e ~  - > ( Q , / }  - -  (A,  ~#/} 

ist ein positives straffes Mag, m. a. W. ein positives beschr~nktes Radonsches 
MaIL Aus der Zerlegung 

/ =/(0) + 1'(0) ~ + V'~/ 
folgt 

(A,  1} = (A, 1>1(0) + (A,  ~} 1'(0) + (O, ~)1}. 

Satz 1. Ein Funktional A auJ ~ ist genau dann fast positiv und straJf, wenn es 
zwei komplexe Zahlen l und m q~nd ein positives beschri~nktes _Radonsches Marl Q 
gibt, so daft 

(A ,  / )  = l/(O) § m]'(O) + (Q, ~ f }  
ist. 

DaB die Bedingung notwendig ist, haben ~ eben gezeigt, dab sie hinreicht, 
ist ]eicht einzusehen. 

Hilfssatz 1. Sei ~ der Raum der beliebig oft difJerenzierbaren _Funktionen mit 
kompaktem Trgger. Dann ist ~ dicht in ~o bezi~glieh der ~-Norm. 

Beweis. Wh" wghlen eine Funktion ~ e ~ ,  0 --~ ~ --~ 1, die auf einer Umgebung 
des Nullpunktes gleieh 1 ist und setzen fl ( x ) =  x~(x). 

Sei f e ~0, so zerlegen wir 

/ = f(O)~ + / ' (O) f l  + ~g  
mi t  

1 
g = ~ (1 - -  1(0)~ - -  1'(0) fl) e~0 ,  

wobei der Quotient im Nullpunkt  dureh stetige gortsetzung erkli~rt, also = �89 
ist. Da ~ dicht in ~0 ist (vgl. [11], S. 22), gibt es zu jedem s > 0 ein h ~ 
~ i t  fl g -  h II--< ~.  w i ~  ~etzen 

/1 =/(o)~ +/'(o)fl + Whe~ 
und finden 

II 11 - f II~ --< ~ .  

Hilfssatz 2. Sei Ao ein fast positives Funktional au] ~ ,  das bezi~glieh der yon 
in ~ induzierten Topologie stetig ist. Dann gibt es genau ein stetiges fast positives 
.Funktional A auf ~o, das Ao fortsetzt. 

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der Fortsetzung zu einem ]inearen, stetigen 
Funktional  folgt daraus, dab ~ dight in %0 ist. Wir mfissen noch zeigen, dab A 
fast positiv ist. Sei f e ~ 0 ,  ] ~ 0, ](0) = 0, dann ist g = f /F  e~0, g ~ 0. Wir 
w~hlen wie oben ein h e ~ mit  If h - -  g II ~ s. ])ann ist 

l (A ,  1> - -  (A ,  ~ h)  [ =< s I[ A l] ~:', 

und (A ,  f )  ~ - -  s 11A ]I ~'.  
Hilfssatz 3. Sei Ao ein Jest positives, stetiges Funktional au] ~o. Dann fibt es 

genau ein stra/Jes, fast positives Funktional A auf ~, das Ao fortsetzt. 
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Beweis. Das Funktional 

/e~o--~(Qo,  [} --  (Ao,  ~p[} 

ist ein positives, beschr~tnktes l%adonsches MaB und kann zu einem positiven 
straffen MaB Q auf ~ ausgedehnt werden. Mit den Bezeiehnungen des Beweises 
yon I-Iflfssatz 1 setzen wir ffir /~  % 

(A, 1} = [(O)(Ao, :r + 1'(0) (Ao, fi) + (Q, g} 
WO 

ist. 

1 
g = ~ ( / - / ( o ) ~ - / ' ( o ) f l )  

A ist fas~ positiv. DaB A stetig ist, folgt aus 

lit - / ( 0 ) ~  - 1'(0) ~ I[~ _-< ~ II t l lz .  
Somit 

II~(gv)ll = ligll ~ kll/l[~, 

I(Q,g>l ~II/II~<Q, 1>. 
DaB A straff ist, ergibt sieh aus der Straffheit yon Q. Die Straffheit yon A garan- 
tiert die Eindeutigkeit der Fortsetzung. 

Wir bezeichnen mit E~ die Funktion x --> e i~. 
Die Funktion 

--> A(~) = (A, E~} 

heiBt die Fouriertransformierte des straiten, fast positiven Funktionals A. 

Satz 2. Sei A ein stra//es, /ast positives _Funlctional, dann ist die Fouriertrans- 
[ormierte A stetig und es gilt 

Beweis. Die Ungleichung folgt aus der Gleichung 

[IE~H2 = 1 + 1~1 + �89 

sowie aus der abseh~tzung [l/l[~ --< ~ il/li~ (s. o.). 
Sei $~ eine gegen ~ konvergierende Folge. Da die Iqormen ]I E~  H~ ~ 2 ]] E~  ][ 9. 

besehrankt bleiben, bleibt fl ~E~II  beschrankt. Die ~ E ~  konvergieren punkt- 
weise nach ~)E~. Aus der Darstellung yon A in Satz 1 und dem Satz yon Lebesgue 

folgt ~ ( ~ )  -~ ~(~). 
Satz 3. Sei A ein /ast positives und stra/]es Funktional. Dann ist A genau dann 

reell, wenn A (~)* = A (--~) ist, wo der * die kon]ugiert komplexe Zahl bedeutet. 
_[st A reell, so gilt 

R e A  g (A, 1}. 

Beweis. DaB A reell ist, bedeutet, dal~ (A,  1) reell ist, falls [ reell ist. Is t  A 

reell, so folgt unmittelbar A(~)* ---- ,4(--~).  Gilt umgekehrt diese Gleichung, so 
ist nach Satz 1 

(A, Er = l -k i ~m q- (Q, ~3Er 
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und 

<A, E~>* = <A, E_~> = l - -  i 2 m  + <Q, ~E_~> = 1 - -  i 2 m  + <Q, ~) E~>*, 

well ~)E_~ = (~)E~)* und Q positiv, also reell ist. 
Vergleicht man die letzten beiden Ausdr/icke, so erh/~lt man, dab 1 und m 

und somit A reell sind. Die behauptete UngIeichung folgt aus 

0 < <A, 1 - -  cos x2} -= <A, 1> - -  Re A~(~). 

Hilfssatz 4. Sei q9 eine Eunkt ion  au] der Geraden, sei (1 + 12I + 2~/2)~(2) 
integrierbar und sei 

(x) = S e~~ ~ (2) d2. 
Dann  ist ~ ~ ~2 und 

<A, ~> = <X, ~> = S~(2)~(2)d2. 

Beweis. Man fiihrt den Beweis zun/ichst fiir Funktionen ~0, die stetig mit  kom- 
paktem Tr/iger sin& Man approximiert  ~ durch Riemann-Summen der Form 

niitzt die Linearit/~t yon A a u s  und geht dann zur Grenze. 
Sei ~0 eine Funktion und sei (1 + ]21 + 22/2)~v(2) integrierbar, dann gibt es 

eine Fotge ~k yon stetigen Funktionen mi t  kompaktem Trigger, so dab 

I (1 + 121 + 2~/2) I ~ ( 2 )  - ~ (2) 1 d2-~  0 
geht~. I )ann geht auch 

<X, ~>  -+ <X, ~>, 

I I?~-  ~II~-,0, 

<A, ~>  ~ <A, ~>. 

Wit verwenden im folgenden 6frets den lZanm ~ der beliebig oft differenzier- 
baren Funktionen, die samt  allen ihren Ableitungen sehneller als jede Potenz yon 

x~ im Unendliehen abfallen (s. [19], S. 89). Der Raum ~9 ~ hat  die sehSne Eigen- 
1 / 

sehaft, dab die Fouriertransformation 

/ ~ s~ -~ 7: T(x) = S e'~*/(2) d2 

eine umkehrbar  eindeutige lineare Abbildung yon ~f auf  5 ~ ist. 

Satz 4. Die Fouriertransformation ist /iir straf/e, ]ast positive .Funktionale um- 

kehrbar eindeutig, d.h. aus A = 0 ]olfft A = O. 

Beweis. Sei ~ ~ ~9 ~ so gilt nach Hilfssatz 2 

<A, ~> = <X, ~> = 0.  

Also verschwindet A auf ~ und somit auf  2 c 5 p. Hieraus folgt nach Hilfssatz 2 
und 3, dag A = 0 ist. 

Satz 5. Sei F (2) eine stetige _~unktion und es gebe ein Polynom P (2) mit  IF] < P. 

Sei /erner <F, [> > 0 ]iir a l l e /  ~ ,50 mit  [ > O, ](0) = O. Dann  gibt es genau ein 
stra/fes, [ast positives 2'unktional A ,  dessen 2"ouriertransformierte ~ ist. 
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Beweis. Dutch  

ist t in  fast  posi t ives Funkt iona l  auf  5 z und  somit  auf  ~ erkl/irt. Wir  zeigen, dab  
es in der dureh ~; in ~ induzier ten Topologie stet ig ist. 

Sei 
1 

e -  ~2/2~2 

~ .  (x) = e-~~176 ~. 

Ffir gl  ~ g2 ist ~ g y ~  und  y,~ - -  yo~ eine Funk t ion  => 0, die im Nul lpunk t  
verschwindet .  Somit  ist 

<Ao, ~ --  ~o1> >= 0. 

S e i / e ~ , / ( 0 ) - - - - 0 u n d  [/I - - < - - l - - e - ~ / e =  1 - - y l ,  u n d g = / / y l e ~ .  E s i s t  
]g[ g 1. Die Trager  yon  / und  g s t immen fiberein. 

Sei a >= 0 und  a~ = ]t g/~a U" Es ist 

ig[~aa~'a  
und  

Ill =< a ~ ( 1  - ~ )  = a~(~, - ~ + , ) .  

Well Ao fas t  pos i t i v i s t ,  gilt  

I(A0, D I =< aai  Ao, ~a -- yl+a)  = aa((F, ~(~} -- (F, r~+a}) . 

Man geht  m i t a  ~ 0. Dann  geht  aa--> 1 und  m a n  erhglt  

l<Ao, I)] <= -F(o) - <E, m > .  

Sei nun  / E ~ ,  U /II �9 --< 1 und  seien ~ und  fl die be im Beweis yon Hilfssatz 1 ver-  
wand ten  Funkt ionen .  

Wi t  zerlegen 

I = / ( 0 ) ~  + / ' ( 0 )  fi + g.  

Es  ist II g n �9 g k, I[ [ I[ �9 und  somit  II ~ g II - -  II g /v  iI < ~ II /II ~. Also 

Igl -<- ~ lllll~v -<- k,ll lt l l~ 0 - ~ 1 )  
und 

I < A o , g ) [  < ~J1 I I / l l~(F(O) - -  G , ~ ' I > ) .  
Aus der Zerlegung und  der letzten Abschgtzung g e M n n t  m a n  sofort  die Stetig- 
kei t  yon  Ao. Naeh  t l i l fssatz  1 und  2 gibt  es genau eine stetige lineare For t se tzung  
yon  Ao yon  ~ auf  ~o, die wir nach Hilfssatz 3 zu einem straffen, fast  posi t iven 
Funk t iona l  A auf  ~ ausdehnen.  

Wir  miissen noeh zeigen, dab  A = -Fis t .  Naeh  Itf lfssatz 4 gilt 

(~g(~), ;,~(~ - $o)) = (A,  e~:~~ = ( A o ,  e ~ ~  = (-F, ~,o(~ - -  ~o)) . 

Man geht  im ers ten und  le tzten Ausdruck Init a v[ 0 und  erhglt  nach Satz 2, dab 

A(~o) = F($o) ist. 

Satz 6. Sei Ai eine Folge /ast positiver stra//er -Funk,tionale. Es gebe ein /estes 
-Folynom P (~) mit ]A if <= P" Die A,  konvergieren punk,tweise gegen eine _Funk,- 
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tion F, die in der Umgebung des Nullpunktes stetig ist. Dann sind die A~ gleich- 
mS[3ig stra]/ und konvergieren /i~r alle / ~ ~ gegen ein stra//es, [ast positives ;Funk- 

tional A und A = F. 

Beweis. Fiir jedes ] e ~ konvergier~ nach dem Satz yon Lebesgue 

<-4~,/> -+ <~, 1>. 
NaGh l:filfssatz 4 konvergiert  somit A~ auf 5 ~. 

Wit  zeigen, dab die A~ gleichm~gig normbeschriknkt sind. Sei / e ~E und seien 
und fi die Funktionen des Beweises yon Itilfssatz 1. 

Wir zerlegen 
/ = 1(o):~ + 1'(o)~ + g. 

Es gilt 

[IgI[,~ ~ kll/lI~, 

Weil die A~ fast positiv sind, ist 

] <A,, g>t < ~11I/112 <A~, 1 - -  e -~2125 

= z~l II /II �9 (2~  (o) - <A,, e-~'z~>) <= Z~ I1 /II~:, 

weil die Ar (0) und die <A~,/> ffir / ~ 5 ~ konvergieren. EndliGh is~ 

l<d~,/>] ~ [1(o)[ t<A~,~>I + ]1'(o)1 I<A~,~>[ + [<A~,g>] 

< k3 II 1112- 

Wit zeigen jetzt, dab die A~ gleichm/iGig straff sind. 
Seien ya die im Beweis yon Satz 5 verwendeten GauB-Funktionen und sei e > 0. 

Wghlen wit a so klein, dab lay(o) - < f ,  Yo~>I < e/2 ist und i0 so groG, dab 

I f (o) - <f ,  ~ , >  - X~ (o) - <.~,, r~> I 
8 

also 

ist ffir alle i _--> io. Fiir die endlich vielen i ~ io gibt es ein ~2, so dab 

ist. Setzen wit ~ ----- rain (~1, ~2), dann ist 

<Ai, 1 - -  ya> =< s 

fiir alle i. Da e willkiirlieh war, folgt nach einer leichten Absehi~tzung die gleieh- 
mggige Straffheit. 

Well 5f dicht in ~0 ist, folgt aus der Normbeschr~nktheit  der A~, dab die A~ 
ffir alle / e ~0 konvergieren. Aus der gleichmiigigen Straffheit folgt die Konver-  
genz fiir alle [ ~ %. Durch <A, [> = lira <A~, [> wird Gin straffes fast  positives 
Funktional  A auf ~ definiert. Es ist 

(r = <A, d ze> = lim <At, d :xr = F($) .  
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Satz 7. Sei Ao ein /ast positives stra//es ~'unktional und sei Ao stetig beziiglich 
der yon g in ~ induzierten Normtopologie. Dann gibt es genau ein last positives, 
stra//es Mal~ A ~ g ' ,  das A o/ortsetzt. A ist yon der Form 

A - ~ A ' ~ a ( ~ .  

Dabei ist A'  ein positives stra//es Marl, das dem Nullpunkt das Marl 0 zuordnet. 

Beweis. Weft ~ c ~0 c g0 und ~ dicht in g0 ist, ist ~o dicht in g0 und es gibt 
genau ein stetiges Funktional A1 auf ~0, das A0 fortsetzt. A1 is~ ein komplex- 
wertiges beschrs MaB und kann somit zu einem straffen MaB A auf g aus- 
gedehnt werclen. Weft Ae und A strsff sind und auf ~o fibereiastimmen, s t immen 
sie auch auf ~ fiberein. 

Wir zeigen, dab A die angegebene Form hat. Daraus folgt die Fast-Positivit~t. 
Dazu dehnen wir A auf die borelmeBbaren, insbesondere also auf  die von oben 
oder unten halbstetigen Funktionen aus. Sei Z (x) = 1 fiir x = 0 und X (x) ~ 0 
sonst. Sei / e ~, so zerlegen wir 

/ = / ( 1  - z) + l ( x ) z ,  

( A , / )  = (A, / (1  -- Z)) + f(~) (A,  Z) 

= (A' ,  ./) q- a ( ~ , / ) .  

Wir miissen noch zeigen, dab A'  positiv ist. Sei ~ eine Folge yon Funktionen 
aus ~0, 0 ~ ~ ~ 1, die auf  einer (yon k abh~ngigen) Umgebung yon 0 gleich 1 
sind, und konvergiere ~ ~ Z- 

Sei /=~ 0, so sind die / ( 1 -  ~ ) ~ % ,  sind ~ 0  und verschwinden im Null- 
punkt.  Es ist 

0 ~ (Ao , / (1  - -  cfk)) = (A,  t(1 - -  q~k)) 

f (A,/(1 - -  Z ) )  = (A',/).  
Damit  ist alles bewiesen. 

Seien A und B straffe MaBe, m. a. W. beschri~nkte Radonsche MaBe, so exi. 
stiert die Fal tung A ,  B und es ist 

HA*B][ ~ [[A]] [I B[[, 

wo mit  I[ A [[ die ~ ' -Norm gemein~ ist. 
Sei A ein straffes MaB, so existiert 

1 1 
exp ,  A = d + A + ~.t (A , A )  + T.v (A , A  *A)  4- . . . .  

Sei A die Fouriertransformation von A, so grit 

( A , B )  A = A B  und (exp,  A) A = e x p A .  

Satz 8. Sei A ein /ast positives reelles, stra//es Marl, so ist exp ,  A ein positives 
stra//es Marl. 

Beweis. Es ist 
A = A ' ~ a ( ~  

und 

exp ,  A --  (exp,  a 8 ) ,  (exp, A') = e at exp ,  A ' .  

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6 6 
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Weil a reell ist, ist e at ~: O. Weil A' posi t ivist ,  ist es auch exp,  A'. 

Satz 9. Sei A ein /ast positives, stra]/es reelles Funlctional auJ ~. Dann gibt es 
genau ein stra/[es positives Marl C au/ R mit 

6 = exp d .  
Wir de/inieren 

C = exp,  A 

und bleiben damit im Rahmen der eben gegebenen De]inition, /alls A ein /ast positives 
stra]/es Marl ist. 

Beweis. Die WiderspruchsDeiheit der Definition ist klar. Sei ] e ~, so hat A 
naeh Satz 1 die Darstellung 

( A , / }  = l/(O) + m/'(0) q- (Q, ~ ] } .  

Sei Z die im Beweis yon Satz 7 verwandte Funktion. 
Wir zerlegen 

(Q, ]} : (Q, IX} q- (Q, 1(1 - g)} : a2I(0) q- (Q0,1}.  
Es ist 

( A, I} = l / (O) + m l' (O ) + �89 ~21"(0) + ( Qo, ~31} . 
Sei 

Wirse tzen  

mit 

Wir setzen 

{1 far I . l > ~  
~s(x)= 0 far Ixl< ~" 

(As ,  IF = I/(O) q- my(O) q- �89 q- ( Q , ~ D  

= ld(O) -4- md'(O) q- ~---~I"(O) q- (Ps,I}  

m s = m - -  o, T / '  

(Ps , / } -= Q, ~ 1 / .  

1 
(Be , / }  = ](O) le q- ~ff (/(e2ms) --/(0)) q- 

(72 
+ ~ ( / ( s )  +1(--e)--21(0)) + (Pe , I } .  

Die Be sind fast positive straffe, reelle Mal3e. Somit ist exp .  Be = Ce ein posi- 

tives MaB mit  der Fouriertransformierten exp/~s = Ce. Wit  zeigen, dab die B~ 

gegen A konvergieren ffir s -* 0. I)araus folgt dann (s. [6], S. 51), dal3 die Cs fiir 
jedes / ~  G gegen ein straffes positives MaB konvergieren, dessen Fouriertrans- 

f o ~ e r t e  6 = Um G = exp ~ i~t. 
Wir beweisen, dab (Be, ]}--> (A , / }  konvergiert fiir ] ~ ~. Man zerlegt 

X X 2 

] ( x ) : a q - b  l ] ~ q -  l ~ g ( x  ) mit geG 
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und rechnet die Konvergenz aus unter Berficksichtigung der Tatsache, dab 

e/Q, r162 

geht, well I e ge/x] ~ 1 ist und punktweise gegen Null konvergiert. 

III. Eine gewisse Funktionenklasse 

Die fo]genden Uberlegungen bilden eine Entlastung des Kapitels VIII ,  d~s der 
Diskussion der Andersonschen Formel gewidmet ist. Es erscheint zweckmi~l~ig, 
einen Tell der Uberlegungen vorweg in einem leicht allgemeineren Rahmen zu 
erSrtern. 

Sei ~0 eine integrierbare Funktion auf der Geraden. Die Funktion 
t 

s - + e x p i  ~ q~(u + 8)du -- 1 
0 

ist dem Betrage nach ldeiner als 

ttlq~(u + s)ldu 
0 

und somit integrierbar. Wir setzen 
t 

a(t) = ,[ (exp i S ~(u + s)du - ])ds 
0 

und diskutieren G. 

Satz 1. Die Funktion t --> G (t) ist stetig. Es gilt 
G(t) = G(--t)* 

und 

la(t)l <ltlSIvl. 
Beweis. Es ist 

Itl 

0 

= q~ (u + s) I ds clu 
0 

=ltlfl l- 
Konvergiere t~-+ t, so gil~ 

i,? 
IG(t,~)-- a(t)l = f~e ~ - - e ~  <= 

<~ e t - - 1  d s <  ~ ( u + s ) d u  ds<  

=< lt -tl II l-,o. 
Sei t ~ 0. /)ann ist~ [(o )] 

G(--t) = I  exp - - i  [qJ(s + u)du -- 1 ds 
- - t  

= G(t)* 

6* 
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verm6ge der Variablentr~nsformation 

Wit  nennen eine Funktion / auf der Geraden differenzierbar, wenn es eine 
lokalintegrierbare Funktion g gibt, mig 

t 

/ (t) = S g (~) ~ + / ( ~  
0 

und schreiben g = / ' .  Die Funktion / ist~ stetig und g ist durch ] fast iiberall fest- 

gelegt. Falls/" wieder differenzierbar ist, heil3t [ zweimal differenzierbar und es ist 
t ~" , 

/ (t) = # # 1 (u) du d~ + ] (0) t + 1 (0).  
O0 

Hflfssatz 1. Die Funlction G (t) ist zweimal di[/erenzierbar und es ist 

t 
i f  ~(s-u)du 

d(t) = i ] ~ ( s ) e  ~ ds ,  

d ( t )  = - ~ ,  ~* (t) 
mit  

und 

t 
i f r 

(t) = ~( t )  e ~  

~* (t) = : r  

Der , in :r  cr t bedeutet die 2'altung. Sei [ ~ 5#, so gilt 

Beweis. Wir nehmen zuniichst an, dab ~ stetig mi~ kompak~em Tr~ger ist. 
t 

Dann ist ~ ~ (s + u) du nach t stetig differenzierbar und nach dem Fundamental- 
0 

satz der Differential- und Integralreehnung ist 

t i f  ~(u+s)du 
G(t)  = f T i q ~ ( s  + ~ ) e ~  d ~ d s .  

o 

Nach Fubini vertauscht man die Integralzeiehen. G i s t  differenzierbar und man 
erh~lt nach einer Variablentransformation 

t 
f ~(s-u)du 

Man weist ebenso nach, dab 0 differenzierbar ist und finder 
t 

i f eCs-u)gu 
0 (t) = - S ~ (81 ~ (s - t) e o d~ 

s s--I 
i f  ~(u)du --i f ~(u)du 

- -  ~ ( s )  e ~ qD(s--t)e o d~ 

= -- ~, ~ * ( t ) .  
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Sei ~ integrierbar, dann gibt es eine Folge ~ stetiger Funktionen mit kompaktem 
Tr~ger mit 

~l~-wl->o. 
Es ist 

und 
IG~(t)--  G(t)] ~ [tl f l w ~ -  ~I-->O 

I 

= f  ~ke ~ --~ve ~ +~ve ~ --~ve ~ 

t t 

D~ y ~v~ --> f ~ geht, konvergiert der ganze Ausdruek nach dem Satz yon Lebesgue 
0 0 

gegen Nul l  Ebenso zeigt man, dab 
t 

i f  r 

t 
i f  ~(s-u)au 

-+ i ~ T(s) e ~ ds 
konvergiert. 

Man betrachtet die Gleichungen 

a~ (0 = - S S ~ * ~i (~) a~ d~ + ~ (0) t + a~ (0) 
O 0  

t 

6~ (0 = - J" ~ * ~i(*) d~ + ~ (0) 
0 

f a k (t) "](t) dt = --  f~k  * ~r dt 

und geht mit k zur Grenze. Die linke Seite der letzten Gleichung konvergiert nach 
dem Satz yon Lebesgue. Denn nach Satz 1 gilt IGk(t)l ~= Itt f Iq3~I. Mit Hilfe 
dieser Uberlegungen gewinnt man schnell die Behauptung des Satzes. 

Satz o. Die Funktion G ist die Fouriertrans/ormierte eines ]ast positiven stra//en 
Funktionals A.  

Beweis. Weft G stetig und durch ein Polynom beschri~nkt ist (Satz 1), mfissen 
wir nur zeigen, dab aus 

l e s t  

/(~) = S ~ ! (t) dt > 0 

[ (o )  = o 

Funktion ~ 0 aus 5 P. 

Es ist / =  2 ̂  g o d e r  /------~ ' .  
Es gilt 

<a, />  = - <a,~> = < ~ , ~ t  ~> = <a,~} 
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mi t  

Also ist (a ,  ~ )  ~ O. 

1 
a (~) = ~ f e -i~t ( ~ ,  s t) (t) dt 

1 
- -  2 ~  ' ~ "" 'lJe-~t~ 2 ~ o .  

Satz 3. Fi~r t --> oo konvergier t  

G(t) __> ei f ~ _ 1 .  
t 

Bewe i s .  Da G (0) = 0 und  d (0) = i f ~ ist, grit 
t 

r  = - [. (t - ~:) ( ~ ,  ~'1 (~) d~  + i t ] ~  
0 

und 
oo 

t 
o 

oo t 

t 0 

Der  dr i t te  Te rm geht  gegen Null, weil or * ~r integrierbar  ist. Sei 

{~ t  fiir O ~ t .  
/t (3) = sonst. 

Dann  ist 0 ~ / t  =~ 1 u n d / t  ~ 0 ffir t --~ oo. Wegen des Satzes yon  Lebesgue geht  
t 

0f = f / , ( , )  (,) - . 0  

Also konvergier t  

a( t )  - ~(~ ,~)(~)d~ + i j ' ~ .  
t 0 

Der  letzte  Ausdruck ist aber  gleich 
o o  

i f r u)du 
l iE  G (t) -~ i ~ ~ (s) e o ds 
~--~oo 

i f  ~(u)du i f ~(u)du ~ -1-oo 
_ ~ i  ]qg(s) e - r176  --_ e - ~  e i Y r  l .  

Satz 4. W i r  m a c h e n  die zusigtzliche A n n a h m e ,  daft ~ it[ I q~ (t) d t <  co ist.  n a n n  
ist  /i~r t ~ 

G(t)  ~- t (e  i f ~ -  1) § 

§ ~ \ e  s §  - ~ 1 7 6  - - e i f v - - 1 ]  ds § o(1) .  

Ferner  gilt  ]i~r alle t ~ 0 

] G ( t )  - -  t(e~J ~ --  1)] =< fil l  y ]t~(t)[ d t .  
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O) 

Beweis. Es ist 
t 

(t) - ~ (t - ~1 (~ ,  ~1 (~) ,~ + i t  j" 
0 

o o  ~ z ,  

= - t .[ (~ ,  ~*) (~1 d~ + i t j" ~ + ~ ~ (~ ,  ~ )  (3) d~ + 
0 0 

o o  o o  

+ t f ~ ,  0~(~1 a~ - j'-r (~ ,  ~ ) ( r l d r .  
t t 

Es gilt 

und  
[0c,~~[ ( t )~  J'lv(8)l [~(8--t)lds 

~ 

0 

VermSge der Transformat ion s' = s - -  T, 3' = - -  T gilt 
o o  

0 
0 

- - o o  

Somit  ist 

0 

(2) = Jl l II811 v( )l es. 
Aus der Abseh~tzung (2) folgt, daI~ der letzte Term yon  Gleiehuog (1) gegen Null 
geht. Man sch~itzt den vorletzten ab und  erh/ilt 

t 

(a) 

Somit  geht  

? (4) G (t) - -  t (e ~ / ~ - -  1 ) ---> f z ' ( ~ ,  ~ ) (~r) dz'.  
0 

Nach (1), (3) und  (2) ist 

IG(t) - t ( d / ~ -  1)] 

t ~ dT =< ~(~ ,~ t ) (3 )a~  + f ~ , ~ t ( . c )  <_ 
0 t 

o o  

0 

<= ~lV] f[t~(t) l dr. 
Wit  berechnen 

o o  

J 'T(~, ~t) ( ,)d~ = 
0 
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Es ist 

und  

---- f f 8 ~ ( 8 ) ~  ( ' r - -  8) dsd~: + 
0 

o o  

+ f f (~ - 8) ~ (8) ~*(~ - 8) d8 d~ 
0 

o o  

= f s ~ ( 8 )  f :ct(~ __ 8) d~ds ~- 
0 

+ f8~*(8) f~(~-  8)d~ds. 
0 

8 ~ 

co - i  f ~ i f q~ 

f o d ( ~ - - s ) d s = i e  o _ i e o  
0 

o:, 0 
oo i f  - - i f  

f ~ ( ~ - - s ) d s = - - i e  ~ - F i e  -s  
0 

f ~ ( ~ ,  ~t) (~) g~ = 
0 ~/  

= i ~ 8  ~ ( 8 )  d~ - i S 8  ~ ( 8 ) e - ~ d 8  - -  
o o  

i /  
- i f s v ( -  8)e-' 48 + i f s v ( -  8)d8 

= f s - - i ~ ( 8 ) e  + icp ( s )e  ~ ds .  

c o  

11(~)1 =< 2f l~(~) l  ~u. 
8 

o o  

Daraus  folgt die Exis tenz des Integrals  f I /(s) ] ds soMMe sl(s ) --> 0 fftr s--> c~. 
o 

Man maeh~ dasselbe noeh fiir 8 < 0. 
Mit t t i lfe einer partiellen In tegra t ion  erh~lt man  endlich 

o o  

f ~ (~ * ~r (~) d~ = --  f s 1' (s) ds = f I (s) ds. 
o 

Die im Satz genannte  EntMMcklung yon  G (t) finder man  schon bei A~D~RSO~ und  
TALNAN [2], doch ist sie etwas anders und  nur  im Spezialfall beMMesen. 

und  schs ab 

Wi t  be t rachten  die Funk t ion  
oo §  

i f  i f  
] ( s ) _ = e - ~  q- e ~ _ e - ~ _  l 

und zeigen, dal~ ](s) integrierbar ist und  dal~ s/(s)  --->0 ffir s ---> c~ und  s --> - -  oo. 
Fiir s ~ 0 formen MMr um 

i f  - i f  i f  
] ( s ) = e - ~  e s - - 1  -~ e s - - 1  
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IV. Existenz des statistischen Modells eines unendlich ausgedehnten Gases 

Sei ~ ein lokal kompakter Raum. ~ sei nicht kompakt, aber abzghlbar im 
Unendlichen. Sei ~ ein nicht beschrgnktes positives Radonsches Mal~ auf ~. Sei 

die Menge der stetigen, reellwertigen Funktionen mit kompaktem Trgger in ~. 
Ein positives Radonsches Mal~ auf ~ ist ein positives ]ineares Funktional auf ~. 
Sei ~ die Menge der positiven Radonschen Ma•e auf ~, versehen mit der Topologie 
der Konvergenz ffir alle ~ c ~. Der Raum ~ ist separiert und besitzt eine uniforme 
Struktur, ist also vollstandig regular. 

Sei ~k eine Folge aufsteigender Kompakta 
o o 

~1 c:~2 c~2 c~a c:~a c ... 

U : ~  = 

~,(:~) > o. 

Eine solche Folge existiert, weil ~ im Unendlichen abzahlbar ist. Es gebe ferner 
eine Folge positiver ganzer Zahlen ng mit  

2(~)  
wo N eine endliche Zahl ist. 

Wit  fibernehmen die Bezeichnungen yon Kapitel  I mit  E = ~rj~. 
Die Abbildung 

~tk 

(x~ . . . .  , x~)  e ( ~ g ) ~ - ~  ~ ~z, �9 
/ = 1  

]st stetig und das Bild Kg c ![X yon (~)n~ verm6ge dieser Abbildung kompakt .  
Sei I e ~, so ist die Abbildung 

stetig und besehr/~nkt. Wir setzen 

1 . . .  / ~,,  ~ ( d x l ) . . . ~ ( d x n ~ ) .  <P~,/> - -  ~(~)~ ~ ~ 
d . /  \ l =  1 ] 

Das Funktional P~ ist positiv und (P~, 1} = 1. Aus II/II --< ~ folgt (P~ ,  ! )  ~ 1. 
I s t  ] / (#) I ~ e ffir # e K~, so grit (P~ ,  ]} ~ e. Somit ist P~ ein straffes Wahr- 
scheinliehkeitsmaB auf ~ .  

Das Ziel dieses Kapitels ist es, den folgenden Satz zu beweisen. 

Satz. Die Folge P~ ist gleichmgfiig stra]l und konvergiert ]i~r ]edes /~  ~ gegen 
ein stra//es Wahrscheinlichkeitsmafl Pau] ~)L 

Das MaB P zusammen mit  ~ bildet bei Spezifikation yon ~ und ~ das sta- 
tistisehe Modell, das unseren Uberlegungen zugrunde ]iegt. 

Wir f/ihren den Beweis in drei Sehritten. 

Hilfsbehauptung 1. Die P~ sind gleichm~flig stra/]. 
~eweis. Sei s > 0 und sei 

n~ C < o o .  C = s u p  ~ ( ~ ) ,  
k = l ,  2 . . . .  
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Zu jedem k = 1, 2, ... gibt es eine ganze Zahl m~, so dab 

m~ ~ max n~ 

und 

1 (~(~) C)~< k .  2_ ~ 
~.' = 2  

/ = m ~ + l  

is~. Wit  betrachten die Menge 

K = { # c ~ : # ( ~ ) ~ m ~  ffir k = l , 2 . . . }  

und zeigen, dal~ sie kompakt  ist. 
o 

Sei ~0 e ~, dann bilden die ~ eine offene i~berdeckung des Tr~gers yon ~0. 
o 

Es gibt also ein k, so dab ~ D / ~  D Tr ~. Also is~ 

Nach dem Vorbild yon Loo~Is  ([9], S. 22) fassen wir das Funk~ional # als Elemen~ 
des Produktraumes ] - [  R ,  auf, wo Rr jewefls die reelle Gerade bedeutet. 

Sei A ,  = [ - -a , ,  + ar so liegt K im kompakten  Teilraum ~-[ Ar yon I ~ R r  
Wie bei Loo~IS ausgefiihrt wird, zeig~ man, da$ K in ~-[R~ abgesehlossen is~. 
Daraus folgt die Kompakthei t .  

Wir zeigen jetzt, da$ [<P~,/>l < e ist ffir alle k und fiir ] e ~ ,  II/11 < 1 und 
I11 < K.  Funkt ion  auf durch 

) l ~ ( x ~ ,  . . . ,  x ~ )  = ~, . 
1 

Sei 2~ das Produktmag 

~=\~-~] �9 

Dann ist laut Definition 
< P ~ , / >  = < ~ k , / k T .  

Sei ~ die Menge aller Pmlk~e (Xl . . . . .  Xn~ ) ~us (~)n~ mit  ~ ~x~ ~ K. Als ~bge- 
1 = 1  

schlossene Teilmenge eines kompakten  Raumes ist ~ kompakt .  
Es ist 

9~ (~)n~_~ 
g 

Es bleibt  zu zeigen, dal3 
8 ;~(~ - -  ~ k )  _-< 

fiir alle k ist. Nun bedeutet  ~ ~ ,  e K, dM3 in ~ h6chstens m~ der xt enthulten 
sind ffir alle p --~ 1, 2 . . . .  Die Menge , ~  --  ~ besteht aus den Folgen xl . . . . .  Xn~ 
(x~ ~ ~ ) ,  bei denen es ein p gibt, so dal3 in ~ mehr als m~ der x~ enthalten sind. 
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Sei 9X v die Menge aller Folgen (xt . . . . .  x**~) e ~ ,  bei denen mehr als m s 
Punkte  in 2~ enthalten sind. Dann ist 

p = l  
und 

~ ( ~  - ~ )  < ~ ~k (%). 
~=1  

Sei p > k. ])ann ist Yv ~ 2~ und die Anzahl der Punkte der Folge (x l ,  . . . ,  x~ ) ,  
xl s ~ ,  die in ~ liegen, ist ne fiir alle solche Folgen. Nach Vorausse~zung isg 
m v > n~. Somit ist ?I v = 0 fiir p > k. 

Sei p < k. Dann liegt ~v c ~ .  Das 2~-Mag tier Folgen (xl  . . . . .  Xn~), xi ~ ~ ,  
bei denen genau j der x~ in ~v liegen, ist, wie eine einfache Uberlegung zeigt, 

Also ist 

1 (C 2 (~))~ < 2 "  2 -~. ~(~i~) = ~ 7 
] = m ~ + l  

Endlich gilt 

,~-~ + f ~  ~-1 < s s . 2-~ ~ (~p - ~ )  < ~ ~ (%) ~ (%) < ~ ~- = ~ �9 
p=l p--'=k= p=l 

Damit  ist die erste Hilfsbehauptung bewiesen. 
Wit  kommen nun zum zwei~en Schritt. 
Sei ~o e ~, ~o > 0. Wir bezeichnen mit  #~o das Mag 

wo ~o F das gewShnliche Produkg der Funkgionen ~0 und F i s t .  Die Abbildung 
#--~ #V ist eine stetige Abbildung yon ~ in sich. Sei I e ~, so bezeichnen wit 
mit  ]~ die Funktion ~t -->/(~t~o). 

IIilfsbehauptung 2. Sei  ~ ~ ~, y~ > 0 und  1 ~ ~. D a n n  konvergiert liir k --> ce 

<P~, Iv> -->/(o) + ~. ... / w(xj) ~, X(dzd... Z(dx,), 
l = l  ]-- 

wo 9ft c ~ ein K o m p a k t u m  ist, das den Trigger von ~ enthiilt. 

Beweis.  Da  

( ~ ~,) ~ = Y. v (x~) ~, 
ist, isg 

.= 

Wit wghlen k0 so grol3, dab ~ c ~o  ist, und zerlegen fiir k > k0 die Menge ~k in 
~ - -  ~I und g(. Beriicksichtigt man die Symmetrie des Integranden in xz ,  . . . ,  x,~, 
so gilt 

s. . .  s, S f =  
~7~ ~k 1=0 9I ',X 3~z~-~ ~--9~ 
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wenn die ers ten l In tegra le  fiber 9~ und  die fibrigen nk--l  In tegra le  fiber ~k - -  9A 

gehen. Da ~(xp) ~ ---- O ist, falls x~ r ~ ist, ] ( ~ ~o(x,) ~xj)also von einem solchen 
\ j = l  

xp nicht  abh~ngt ,  so ist 

<Pk,/~> = 2 (dXl) . . . 2 (dxl) . 
l = O  "= 

Die einzelnen S u m m a n d e n  sehi~tzt m a n  durch 

ab. Weil  der letzte Ausdruek  yon  k unabh/~ngig und  bezfiglieh 1 summierba r  ist, 
kSnnen wir un te r  der Summe  mi t  k gegen Unendlich gehen und  erhal ten die ttilfs- 
behaup tung  2. 

t t i l fsbehauptung 3. Die Folge Pk hat genau einen Hdu/ungspunkt. 
Beweis. Aus der gleichm~6igen Straffhei t  folgt, dab die Menge ~ der tt/~ufungs- 

punk t e  gleiehm/~$ig s t raff  und  nicht  leer ist. 
Sei e > 0 und  / ~ ~, ]l] ]I ~ �89 Wir  er innern an das K o m p a k t u m  K beim Beweis 

der t t i l f sbehaup tung  1. Ffir  alle Q e ~ gilt, dab  [(Q, g}] ~ e ist  ffir g e ~, [[ g l[ g 1, 
[ g [ ~ s/2 au f  K.  Die Funk t ion  ] i s t  gleiehmggig stet ig auf  K.  Es  exist ieren also 
endlieh viele Funk t ionen  qJ~, . . . ,  ~n e g und  ein d > 0, so dab  l / (# ) - - [ (v ) l  ~e /2  
ist, falls if, v e K und  [(ff - -  v, ~} ]  ~ ~ ffir i = 1 . . . . .  n is~. Sei 0 ~ y~ ~ 1 eine 

n 

Funk t ion  aus g, die au f~ . J  Trq~ gleich 1 ist. Da  ~0~t = ~ ist, ist  ( #  - -  f l~,  q~} = 0. 
i = 1  

Weil mi t  # aueh ff~o ~ K ist, gilt  [ / (#)  -- / (ff~p) ] ~ el2 fiir ff ~ K und  

[ ( Q , / -  /~}] <: (Q, I / -  / ~ b  <-_s 

ffir alle I t /~ufungspunkte Q e ~ .  Seien Q und  Q' zwei H~ufungspunkte ,  so sind 
wegen t t i l f sbehaup tung  2 die Zahlen ( Q , / v }  und  (Q' , /v}  gleieh und  

I<Q- Q',I>I + I<Q',/-  
+ I<Q-  Q', I, >1 
=<2s. 

Da s willkiirlich war,  folgt Hi l f sbehaup tung  3. 
D a m i t  ist  der Satz bewiesen. 

V. Einige Eigensehaften des statistischen Modells 
einesflnendlieh ausgedehnten Gases 

I m  Anschlul3 an den Gebrauch der Wahrscheinl ichkei tsrechnung schreiben wit  
anstelle yon  ( P , / }  oft  E /  (Erwar tungswer t ) ,  oder, wenn wir die Variable aus- 
dri icken wollen, E/(#).  An die Stelle yon  (~, ~v} t r i t t  f ~  oder  f~v (x). 

Satz 1. Sei ~v eine ~-integrierbare Funktion au/ ~. Dann ist ~v /iir P./ast-alle 
ff ~ ~)~ integrierbar. Die Funktion ff ~ ~ --> (if, q~} ist P-integrierbar und 

Beweis. Sei ~v ~ ~, ~v -->_ 0. Die Funk t ion  ff -+ (if, ~v} ist  stetig, aber  nicht  be- 
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schr~nkt. Sei ne ine  ganze positive Zahl, yJ e g, 0 _--< ~v < 1, F ---- 1 auf Tr 9- Wir 
setzen [n(#) ---- min (n, <#, 9})' Da ~v 9 ---- 9 ist, ist [n~ =- ]n und es gilt die in IV, 
Hilfsbehauptung 2 aufgestellte Yormel f/Jr E/n ~- E/n~p. Man geht auf beiden 
Seiten mit n gegen Unendlich und erh~lt nach kurzer l~echnung 

E<~, 9> =NSg. 

Sei 9 > O eine yon unten halbstetige Funktion auf ~ und sei s die Menge aller 
z g, 0 < y~ < 9. Die Menge s162 ist nach oben gerichtet und konvergiert gegen 9" 

Die Familie (<#, ~v>)~z~ bildet ein Netz stetiger Funktionen > 0 auf ~ ,  alas 

gegen <#, 9> konvergiert. Somit konvergieren (s. N~M_aRK [10] w 6, 3. III)  die 
Erwartungswerte E <#, ~#> gegen E</~, 9>. Die Funktion /~-+ <#, 9> ist yon 
unten halbstetig und > 0 und es ist 

z<~, 9> =NSg. 

Sei 9 > 0 yon oben halbstetig, yon kompaktem TrKger und damit beschr/~nkt. 
Sei 91 = g, 91 > 9 und s162 die Menge aller ~ e g mit 91 > ~ > 9- Die Menge 
s ist nach unten geriehtet und konvergiert gegen 9- Die Menge {91 -- ~ : ~ e gr 
ist nach oben gerichtet und konvergiert gegen 91 --  9- Ffir jedes/x e ~ konvergiert 
<#, 91 -- ~v> ~ <#, 91 -- 9> und E<#, 91 --  ~v> ~' E</~, 9x -- 9>. Als unterer 
Grenzwert stetiger Funktionen sind 9 und <#, 9> yon oben halbstetig. Da 
<#, 9> < <#, 91> u n d #  -~ <#, 91> bezfiglich Pintegrierbar  ist, ist (s. [10] w 6.7.IX) 
auch <#, 9> integrierbar und es konvergiert E <#, ~v> ~ E <#, 9>- 

Zusammenfassend ist <#, 9> eine yon oben halbstetige Funktion > 0 mit 

z<~, 9> =Nyg.  

Sei 9 > 0 eine bezfiglich 2 integrierbare Funktion. Dann gibt es (s. [10] w 6.7. XI) 
eine monoton wachsende Folge ~v~ von oben halbstetiger Funktionen mit kom- 
paktem TrKger und eine monoton fallende Folge X~ yon unten halbstetiger 
integrierbarer Funktionen, so alas 

und 

(Z~ -- ~ )  $ 0 

geht. Sei ~ = lira ~ und Z = lim Z~- Da E</~, Z~> = N]Z1 endlich ist, ist 
<#, Z~> fiir fast alle # endlich und sind somit alle ~ und Z~ sowie ~ und Z ffir 
diese # integrierbar. Der Satz yon Beppo Levi ([10] w 6.7. VII) angewandt auf 
die/ t ,  ffir <#, Z~> endlich ist, liefert 

<~, ~> + <~, ~> 
<~, z~> ~ <~, z>. 

Da </~, Z~> bezfighch P integrierbar sind, sind es aueh <#, y;~>, <~u, Z~>, <~u, y~> 
und </~, ~> und 

E <~, X~ - -  ~ >  = N ~ (Z~ - -  ~ )  $ E <~, Z - -  ~> = N ~ (X - -  ~)  = 0 .  
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Da 

und  
E (<~, Z> - -  <~, ~>) = 0 

ist, ist  <#, Z> - -  </~, ~o> fiir fas t  alle # Null und  somit  ~ fiir fast  alle # integrierbar.  
Fiir  diese # ist  (/z, ~o> = </~, ~> = </z, Z> und  somit  

E < # ,  ~> = N f q .  

Sei ~o eine komplexwert ige ,  2-integrierbare Funk t ion  auf  ~, so zerlegt m a n  

mi t  qi ~ 0 f/it  i = 1, 2, 3, 4. Man verwende t  das bisherige Ergebnis  und  erh~lt  
die Behaup tung  des Satzes. 

Satz 2. Sei  q~ eine 2-mefibare, reelle F u n k t i o n  au /  ~, sei q ) /as t  i~berall endlich 
u n d  sei rain (] ~],  1) integrierbar. D a n n  ist ~ /iir /ast alle # integrierbar, it --> <re, q~> 
beziiglich P meflbar u n d  ]i~r reelles 

E e  ~<~',~> ~ exp N f (e i ~  - -  1). 

Beweis .  Sei ~9 z s und  ~o ~ s 0 __< ~v < 1, ~v = 1 auf  Tr  ~v. D a n n  ist  <#, ~ )  = 
= <#, ~p~0>, Ft --> exp i ~ </z, ~> eine stetige, beschr/ inkte Funk t ion  und  die Hilfs- 
behaup tung  V. 2 liefert 

E e i~<~, ~> ---- exp N f (e i~v - -  1). 

Sei ~ e s ~ > 0 und  e > 0, dann  grit ebenso 

E e -  ~<', e> = exp [ - -  N f (1 - -  e -  ~ ) ] .  

Sei q bezfiglich 2 in tegr ierbar  und  reell, dann  ist es ffir fas t  alle # in tegr ierbar  
und  ~t -+  <~, ~> integr ierbar  und  dami t  meBbar.  Man fiberlegt sich leicht, dab  die 
stetige Funk t i on  einer meBbaren  Funk t ion  wieder mel3bar ist. D a m i t  ist exp 
i~<#,  ~v> meBbar  und  weft es beschri~nkt ist, in tegr ierbar  ([10] w 6. 10. VI I I ) .  

Es  gibt  eine ~'olge yon  Funk t ioneu  ~ e ~ m i t  f l ~ - -  ~0] --> 0. Man sch/ttzt 
ab  

= E l e i~<~',r176 - -  1] <= I~] E < # ,  ]Cfk - -  q~ l> 

und/ ihn l i ch  
I f  (e i~v': - 1 ) -  f (e i ~ -  1)] < I~1Y 

D a m i t  gilt  ffir integrierbares,  reelles q 

E e  ~<~', ~> = exp N f (e i ~  - -  1). 

Ebenso  zeigt man ,  dag  ffir integrierbares q ~ 0 und  ~ > 0 

E e -  ~ <g, ~> = exp [ - -  N f (1 - -  e -  ~ ) ]  

ist. 
Sei ~0 >_ 0 eine 2-meBbare l~'unktion, sei E~ die in I V  be t rach te te  t~olge und  

sei 
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/ ~  falls x e ~  und ~ ( x ) > k  
~vk(x)= (x) falls x e ~ k  und ~v(x)<k 

sonst. 

Die Funktionen ~ sind ~-integrierbar und konvergieren gegen ~v. Die ~ sind ffir 
fast al le/ t  integrierbar, ffir diese # ist ~ me$bar und 

Die Funktion exp( - -~(# ,  ~)) ist als monoton absteigender Grenzwert P-inte- 
grierbarer Funktionen integrierbar. 

Man setzt ~ auf beide Seiten der letzten Gleichung ein und geht mit k gegen 
Unendlieh. Dann erh/~lt man 

E e  -~<',~> = exp[-- N ~ (1 -- e - ~ ) ] .  

Sei min(~, 1) bezfiglieh A integrierbar, dann gilt ffir :r < 1 

- e - ~  < min(~ ,  ~ )  < rain (1, ? ) .  

Ftir ~ $ 0 konvergiert I~ wo < ~ , ~ > <  
exp(- -~(# ,  ~v>) ~ t0 wo (#, ~> -~ ~o 

und 

i _ e _ ~ , {  ~ wo ~ < ~ o  
wo ~ o .  

Der Satz von Beppo Levi erlaubt es in der letzten Gleiehung mit ~ $ 0 zu gehen. 
Man erhalt 

P { g :  <~, ~> < ~ }  = e x p [ - ~ { ~  : ~(~) = ~ } ] .  

Ist T fast iiberall bezfiglieh A endlich, dann ist es aueh <#, q>. Das heil~t ~ ist 
fiir fast alle/~ integrierbar. 

Sei ~v eine reel]bare Funktion, fast fiberall endlieh und min(] ~ 1, 1) integrier- 
bar. Sei 

qk(x) = 

k ffir x e ~ ,  ~ ( x ) > k  

(x) ffir x e ~ ,  - - k < ~ ( x ) < k  

--k ffir x ~ ,  ~(x) =<--k 
0 ffir x~ ~s 

Dann konvergiert q~ punktweise gegen ~ und bleibt durch ] ~ [ besehr/~nkt. Da qv 
fiir fast alle /~ integrierbar ist, konvergiert (#, ~k> gegen (/~, ~> ffir fast alle # 
nach dem Satz yon L~BESGCE. Iqaeh dem gleichen Satz (einer einfachen Folgerung 
aus dem Satz yon B~PPo LEvi [10] w 6.7. VII) konvergiert E exp i~( t t  , ~ >  
gegen E exp i~(# ,  ~v>. Weft min(] ~l, 1) integrierbar ist, konvergiert 

S ( e x p i ~ - - l )  gegen S ( e x p i ~ - - l )  

ebenfalls nach dem Satz yon LEB~SGgE. Damit ist der Satz bewiesen. 
Seien/1,/2 . . . . .  /n reelle P-mel~bare Funktionen auf ~ und sei ~ eine stetige 

beschr/~nkte Funktion auf dem R ~. Die Abbildung 

-+ ~ (11 (~) . . . . .  /n (~)) 
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ist mel~bar und, weft sie besehri~nkt ist, integrierbar. Dureh 

~ - ~  E ~( / :  . . . .  , /~) 

wird auf den stetigen beschr~nkten Funktionen ein Funktional induziert, das man 
leicht als Straffes Wahrscheinlichkeitsmal~ auf dem R n (m. a. W. als beschri~nk- 
tes positives Radonsches Mal~ der Gesamtmasse 1) erkennt. 

Wir setzen 

E ~ ( I : , . . . ,  In) ---- (Pf: ..... f~, ~} 

und nennen Pfl ..... f~ die gemeinsame Verteilung y o n / 1  . . . .  ,/n. 
Die Funktionen ]1, . . . ,  fn heii~en unabhgngig, falls 

P/1 ..... / , -~  P /1Q  P/~ Q ' "  ~ P/,  
ist. 

Die eharakteristische Funktion einer reellen P-mei~baren Funktion ] i s t  

E e i~/= ( P / ,  ei~X}, 

also die Fouriertransformierte yon Py. Aus dem Eindeutigkeitssatz der Fourier- 
transformation folgt, dal~ /1 , . - . ,  fn unabh~ngig sind, falls 

n n 

E exp i y~ ~/~ = I ]  E exp i $~/~ 
k=l k=l 

ffir aHe Punkte ($i ..... Sn) des Rn ist. 
Eine Poissonverteilung yore Mittelwert c ist ein Wahrscheinliehkeitsma8 auf 

der Geraden der Form 
oo 

Cm 

~Te-~. 
n=0 

Die Fouriertransformierte der Poissonverteilung ist 

exp c(ei~ --  1). 

Satz 3. Sei A c ~ eine 2-integrierbare Menge. Dann ist A/i~r/ast  aUe # integrier- 
bar und /~ ---> [~ (A ) ist P-integrierbar. Die Verteilung yon # ---> [~ (A ) ist eine Poisson- 
verteilung zum Mittelwert N 2 (A ). Seien A1, . . . ,  An paarweise /remde integrierbare 
Mengen au] ~, so sind die Funktionen /~(Ak), lc-~ 1 . . . . .  n unabhSngig. 

Beweis. Die erste H~lfte des Satzes ist eine direkte Folgerung der letzten bei- 
den Si~tze. Sei %~ die charakteristische Funktion yon Ak, so ist 

E e x p  i ~  ~ / t  (A~) = E exp i (# ,  ~ ~g~> = exp N ] [exp(i ~ ~ g k )  --  1] 

---- exp fV ~ ~ (exp i Sk -- 1) ---- exp ~ N 2 (A~) (e ~ -- 1) 
A~ 

= I-I  exp 2i ~ (A ~) (e i~ -- 1) ---- I ]  E exp i $~ # (A ~). 

Die/ t(A~) sind also unabh~ngig. 

Itilfssatz. Die Menge ~ aller Radonschen Marie au/ ~ der _Form ~ (~ ist ab- 
geschlossen in ~J~. '~ 

Wir bemerken noeh, da~ die Forderung, da~ ~. (~x, ein Radonsehes Mal~ ist, 

nach sich zieht, daI~ I endlich oder abzahlbar unendlieh und die Familie (x~)~ 
lokal endlich ist. 
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Beweis. Sei | der AbschluB von ~ in !tR bezfiglich der Topologie der punkt -  
weisen Topologie auf  ~ und  sei/~ e 6 .  

Wir  mfissen zeigen, dal~ # e | ist. 
Sei x e ~ und  Z die eharakter is t ische Funk t ion  yon  {x}. Sei (# ,  Z} ---- a und  n 

eine ganze Zahl  n =< a ~ n + 1. Sei ~5 die Menge aller Funk t ionen  aus ~, deren 
Wer te  zwischen Null  und  1 liegen und  die auf  einer Umgebung  yon  x gleich 1 
sind. Die Menge ~ is~ nach un ten  gerichtet  und  konvergier t  nach Z- Es  ist  

l im (ja, ~o) = Q~, Z) = a .  

Sei e > 0 so gewiihlt, dab a -}- e < n + 1 ist. Darm gibt  es ein 92 e ~5, so dall 
a ~ (# ,  ~0) =< a -~ e ist. Sei U eine offene Umgebung  yon x, au f  der 92 gleich 1 
ist. Sei g v  die eharakter is t ische Funk t ion  yon U und  sei v 2 e g, 0 ~ v 2 =< gu. 
Weft /~  e ~ ist, g ibt  es ein Netz  (/~)~ex yon MaBen aus ~ ,  das gegen # konver-  
giert. Es  gilt  

( ~ ,  92) => ~ (U) => ( ~ , ,  ~ ) .  
Wi r  gehen zur Grenze 

n + 1 > a + s ~ Q~, ~ )  >- lira s u p / ~ ( U )  ~ l imin f / za (U)  ~> 
> (/~, ~o} > (/~, Z} = a > n .  

Weft alle #e (U)  ganze Zahlen sind, sind l imsup  f~e(U) und  l iminf /~a(U)  ganze 
Zahlen. Man sehliellt daraus,  dab  /za (U) gegen n konvergier t .  Weft /~ (U) das 
S u p r e m u m  aller Q~, ~o) ist m i t  Io E g, 0 ~ y2 g g~,  so gilt  

n = l im/~a(U) ~ / ~ ( U )  ~ a ==_ n .  
Also ist  

n = ~(r~) = ~ ( { z ) ) .  

l~fir alle ~0 ~ g, Tr  1o c U grit 

Zu  jedem x e ~ g ib t  es eine Umgebung  U(x) und  eine ganze Zahl  n(x), so dag  
/~ gleieh n (x) dx in U (x), d. h. ffir alle i0 ~ ~, Tr  ~p c U ist. 

Seien x und  y in 2~, sei x r y und  sei x ~ U(y). D a n n  isg #({x}) ~ n(x) = O. 
Sei also n (x) > 0. D a n n  liegt x in keinem U (y), y ~ x. 

Sei 92 ~ ~. D a n n  gibt  es endlieh viele xt, so dab  die U~ ---- U(x~) den Tr/iger 
yon  92 fiberdecken. 

Wir  w/ihlen Funk t ionen  ~ i e g ,  0 5 ~ 0 ,  g l ,  T r ~ c U t ,  0 = < ~ o ~ 1 ,  
~o, = 1 au f  Tr  92. 
D a n n  is~ 92 = ~. ~o~ 92 und  

(t~, 92) = ~. ~#, v2t 92) =- ~ n~ 1o~ (x~) 92 (x~) ----- ~ '  ni lot (x~) 92 (x d . 

I )er  S~rich an der S u m m e  bedeutet ,  dall wit  nu t  fiber die i summieren,  ffir die 
nt > 0 ist. Sei i ein solcher Index .  I ) ann  lieg$ xi nieh~ in Uk ffir i 4: k und  

~p~(x~)----0 ffir i 4 : k ,  
und  M r  k6nnen schreiben 

<~, 92> = ~ '  ~ n~ ~ (~d ~ (~)  
i /r 

= ( y  ~ ~ , ,  92>. 
Z. Wahrscheinl ichkei ts theorio verw.  Geb., Bd. 6 7 
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Also ist # e ~ und der Hilfssatz bewiesen. 

Satz 4. Bezi~glich P sind fast alle Marie yon der Form ~ 6x,. 

Beweis. Wir zeigen, dab P ( ~  - -  | = 0 ist. Die charakteristische Funkt ion g 
der offenen Menge ~ - -  ~ ist die obere Hfille aller stetigen Funktionen ] auf  ~J~, 
0 ~ f _--< 1, die auf  ~ versehwinden. Ffir alle solehe Funktionen ist {Pk,  f} ---- 0 
und damit  ( P ,  f} = 0 und {P,  g} = 0. 

Das Ziel yon Satz 3 und 4 war es, zu zeigen, dab unser statistisehes Modell 
die Eigenschaften hat, die D o o r  fiir die statistische Beschreibung eines unendiich 
ausgedehnten Gases unabhi~ngiger Teilehen fordert ([5], S. 404). 

u Ableitung der Formel yon Anderson 

Wir wollen in diesem Kapitel ,  wie wir es im Absehnitt  C und D der Einleitung 
andeuteten, die Andersonsche Formel aus dem statistisehen Modell eines unend- 
lieh ausgedehnten Gases ableiten. 

Sei 2o das Lebesgue-Mal~ auf dem/~a,  sei Sv die Kugeloberfli~che im Ra yore 
Radius v und sei Av die gleiehmgl3ige Verteilung auf Sv. 

Wir setzen ~ - ~  R a • Sv und ~ = 20 (~)2v und haben damit  aUe Voraus- 
setzungen von Kapitel  IV  und V erffillt und kSnnen deren Resultate anwenden. 
Wit  nehmen an, daI~ die Teflehendiehte 2V > 0 ist. 

Unser Ziel ist es, den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz. Sei 
2 z C  

~p(r)-- rn ' C~:O 

und neine  reelle Zahl > 3 und sei t eine reelle Zahl. Dann ist fi~r P.fast.alle la die 
Funktion 

t 

0 

integrierbar. Die Funktion 
g 

0 

existiert fi~r aUe [~ und ist P-meribar. Die Funlction 

-~ R~ (t) = E exp i Y (t, #) 

ist positiv definit und stetig. Sie ist Fouriertrans/ormierte eines Wahrscheinlichkeits- 
maries au I der Geraden, das wit  mit Iv bezeichnen. Rv (t) hat die explizite Darstellung 

Rv (t) ---- exp N F v  (t) 
mit 

oo + ~ r t ] 

Beweis. Wit bereehnen das ~-Ma]~ der Punkte,  ffir die 
t 

t" 
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divergiert .  Sei zuniichst v > 0. Die Funk t ion  ] wird n u t  unendlich, falls ]~ q- ~ 3[ 
Null  wird ffir ~ zwischen t und  t'. Dazu  ist notwendig,  dal~ ~ und  ~ parallel  sind. 
Es  mul~ also ~ auf  der Geraden mi t  der Rich tung  D durch  den Nul lpunk t  liegen. 
Bei fes tem ~ ist diese Gerade eine 2ffullmenge bezfiglich des Lebesgue-Mal~es. 
In teg ra t ion  fiber b ]iefert eine 2-Nullmenge. Sei v -~ 0, so ist Sv der Nul lpunkt ,  
~v das Dirac-Mal~ im Nul lpunk t  nnd  

I(~, ~) = ( t -  t ')~( l ~l)" 

Dieser Ausdruek  divergier t  n u t  fiir ~ = 0. Das  ist  eine 2-Nullmenge.  
I n  den P u n k t e n  (g, b), ffir die I~ + ~vl > 0 ist ftir ~ zwischen t und  t', ist  

] stetig. Somit  ist / mel~bar. Zeigen wir, da6 ra in( I l l  , 1) in tegr ierbar  ist. Dazu  
genfigt es, zu beweisen, dal~ ] fiir grol~e I~] in tegr ierbar  ist. Fiir  ~ zwisehen t 
und  t' grit 

I~ + by]  ~ [~l - -  v max( I  tI, I r l )  = ]~l - a .  

Es  ist  

S II(~, ~') I ,~.~(~, ~,) < ~ ] t  - r I v ( I  ~l - a) d;~(~, , )  
I t [  ~ 2 a + l  J El _ ~ 2 a + l  

eo 

=[t - - t '  f 2=1Cl 4gr~.dr 
' a ( r  - -  a~  n 

2 a + 1  ~ / 

Das letzte In tegra l  ist  aber  endlich, weft n > 3 ist. 
Wir  k6nnen Satz V. 2 anwenden.  Ffir fast  alle ff ist  ] in tegr ierbar  und  

<if ,  I>  = Y (t, i f )  - -  Y (t ' , i f )  

eine P-reel}bare Funktion. Damit sind die ersten beiden Aussagen des Satzes be- 
wiesen. Dureh  weitere Verwendung yon Satz V.2 erh&lt m a n  

E exp i(Y(t, #)  -- Y(t',ff)) 

:--expN f[exp(i/~e(l~ + ~vl) dv)-- l]d2(~,~) 

Eine Var iab len t ransformat ion  ~' ~ T - -  t ', ~' = ~ + t~ t' liefert 

[~ ] 
: EexpiY(t  -- t', if). 

Aus der le tz ten Gleichung folgt, dal~ Rv posi t iv  definit ist. Seien tl . . . . .  tk reelle 
Zahlen und  zl . . . . .  zk komplexe  Zahlen, so ist  

- -  t * = ~ J~ e i Y ( t " P ) - i Y ( t m ' P )  Z lZ  m 

z j 

Dies ist  die Methode, mi t  der  m a n  bei beliebigen sehwaeh s ta t iongren stoehasti-  
sehen Prozessen naehweist ,  dab  die Korre la t ionsfunkt ion  posi t iv  definit ist. 

7* 
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Sei v ~ 0, so ffihren wir bei festem ~ Zylinderkoordinaten mi t  ~ als Achse 
ein und  finden 

Rv(t) ---- exp N ~d2(~) Fv(t) = exp NFv(t) 
mit  

0 

Die ~-Integrat ion konnte  weggelassen werden, da  der In t eg rand  nicht  mehr  von  
der Rich tung  yon  ~ abhs Ffir v = 0 k o m m t  man  zum gleichen Ergebnis.  

W e n n  wir gezeigt haben,  dab t---> Fv(t) stetig ist, haben  wir den Satz be- 
wiesen, bTach dem Satz yon  B o c ~ t ~ a  ist dann  Rv (t) Fourier transformierte  eines 
posit iven MaiZes der Gesamtmasse R(0) = 1. Den Beweis, dab .Fv(t) stetig ist, 
zerlegen wir in zwei ttflfss~tze, die wir sparer noch  brauchen werden. 

Wir  zerlegen 

~,, (t) = ; 2  :~ q d~) Gv (q, t) 
0 

mit  

] 
Hilfssatz 1. F~r jestes ~, v ist t --~ Gv(@, 0 stetig. Es gilt Gv(@, 0 = Gv(#, --t)* 

und 

Dabei ist ~ eine willki~rliche Zahl :> 0 und 

f ~ Cn = (1 -F s~)  n /2  " 

Beweis. Der Beweis verl~uft ~hnlich wie der Beweis yon  Satz I I I .1 .  Sei t ~ 0, 
so gilt 

)] e~(o ,  - o = ~ P  - i I ~e (1/0 ~ + ( .  + ~ ~)~) e~ - 1 d~ 
-- t  

= S ~  - i I ~ ( V ~ + ( ~ + ~ ) ~ )  e - 1 e~ 
0 

= G~ (q, t)* 

vermSge der Var iablentransformat ion T' : �9 + t, z' : z - -  v t. 

S t dv l r  = f ~ ( l / e 2 + ( v v + ~ ) 2 )  d ~  
t'  

_-< It-t'l Slvl ((e2 + ~ ) ~ ,  
Somit  ist Gv(~, t) in t stetig. Es ist 

f f dz 2 ~ 0 ~  ( ~ - - ~ )  d~ = ~ e  (~ + ~ ) . ~ -  ~_~ 

Da ~p alas Vorzeichen yon  C hat ,  ist 
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- -  ~ n - 1  

Man schs ab 

Sei $ > 0 und t > 0. Wir zerlegen 
-vt-~ +~ ? 

GvW, t )=-S  + f +  = I + H + I H .  

Die Variablentransformation z' ~-- - -  z - -  vt, T' --~ t - -  ~ ffihrt I in I l l  fiber. 
Man sch/~tz~ ab 

III] < 2 ( v t  - { - 2 ~ ) :  2vt-4- 4~,  

I m t  _-_ SSI~I (Vo ~ + (~ + v ~)~) d~d~ =< 

<f f  ~__~lCl d ~ d z = t  2~1ol 
o z~ (~ - 1) ~-z"  

Also 
2~1cI 

lOv(~,t)l = I G v ( e , - t ) l  ~<2vlt[ +4~+21t[  (n_ x)cn_l. 
Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Hilfssatz 2. Die  F u n k t i o n  t - ->Fv( t )  ist stetig. E s  gilt F v ( - - t )  ---- Fv( t )*  
und  

IF~(t)l_-<~+ltl 2~v+(n_~)~._l+ ~ -~  / 

Beweis.  Gehe t~-+t ,  so konvergieren die Funktionen Gv(~,tk)--->Gv(~, t) 
punk$weise und bleiben unter einer beziiglieh 2 ~ d ~  integrierbaren Funktion. 
Nach dem Satz von Lebesgue geh~ Fv  (t~) --+ Fv  (t). DaB Fv ( - -  t) ---- Fv  (t)* ist, 
fibertr/igt sieh direkt yon Gv (Q, t). Wir seh/~tzen ab 

]Fv(t) < 27 t~d~  4 r  I v ~ - ( n _ l ) r  +- 2~r@d 0 en_ 1 
0 1 

und erhalten das Ergebnis. 

VII. Diskussion der Anderson-Formel in der Linienmitte 

Wir fixieren in diesem Kapi~el ein v > 0. 
Zun/~ehst wenden wit uns der StoSapproximation zu. Man nimmt an, alas die 

StSrteilchen nur im Augenblick des n/~ehsten Abstandes mi~ dem Leuehtteflehen 
weehselwirken und in diesem Augenblick einen Phasensprung bewirken, der so 
gro$ ist wie die Phasenst6rung dutch das StSrteilehen, integriert fiber die ganze 
Zeit. 

Die PhasenstSrung ist, falls der n/~ehste Abstand zum Ursprung gleieh ~ ist, 
4-oo 

f 27rCdt 2ztOcn 
(~2 + v2t2)n/s-- v~n-1 �9 

--oo 
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Zur  Bedeu tung  yon  Cn siehe I t i l f s sa tz  VI.1.  Sei ~ die Anfangs lage  und  ~ die An-  
fangsgeschwindigkei t  des Teilchens.  Zur  Zei t  t bef indet  sich das  Tei lchen in 

(t) = ~ +  O t. Die Zei t  des n/~chsten Abs t andes  i s t  

<~, ~> 
t s ~ V2 ' 

der  n~chste  A b s t a n d  selbst  

e~ = VI ~1 ~ - <~, ~/v>~. 
Die yon  dem Tei lchen ve ru r sach te  StOrfrequenz i s t  

v 

u n d  die S tSrphase  

wo fiir  a > b  

und  

2 7t: C (3 n 
~ - ( n - ~ )  Zo,t (t~) = ~ (~, t~, t ) ,  

1 falls  a < x < b  

Za, b(x)= 0 falls x < a  oder  x > b  

n ich t  definiert ,  falls  x = a oder  x = b 

~b,a ~ - -  Za,b 

ist. 
Die gesamte  Phasens t6 rung  is t  

X ~(~,, , , , t )  = < y  ,~(~,, ~,),v(~, ,, t)>. 
Man weil~ aus de r  E in le i tung ,  wie ein solcher A u s d r u c k  in  das  s ta t i s t i sche  Modell  
zu f ibersetzen ist .  

Satz l .  Fiir [ast alle [u e ~ ist die Funktion 

(~, ~) + ~ (~, ~, t) 
integrierbar. 

Die Funktion 
iz -+ y~(t ,  ,u) = </z, v (~, t,, t)> 

existiert [i~r [ast alle la und ist P-meflbar. Die Funktion 

t ---> Rv s (t) = E exp i ys  (t, Ix) 

ist stetig und posit@ de/init und hat die Form 

RSv (t) = e -vttl +i~t 
Dabei ist 

oo 

cOS v @n-1 ] 

0 

=~rc~/(n-~)cos - ~ Y  ~ N v \ ~ ]  

oo 

f 27~CCn (~ = N v  2~#d@sin v ~ , _  ~ 
0 

= ~ r c ~ / ( n - 1 ) ' s l n ~  \ ~ - -  11 v \ v /  s g n C  
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Es ist ~ > 0 und R~ die _Fouriertrans/ormierte des Wahrscheinlichkeitsma]3es 

!sv(v) = 1 

I~ heiflt die Stoflapproximation des im letzten Kapitel de/inierten Linienpro/ils. 

Beweis. Die Funktion ~(~, ~, t) divergiert nut, wo Qs(~, D)----0 wird, d .h .  
wo ~ und D parallel sind. Diese Menge hat aber, wie bei Satz VI ausgeffihrt, das 
2-Mal~ Null. 

Wit ffihren bei festem D Zylinderkoordinaten mit D als Achsenrichtung ein. 
Dann wird ts---- --z/v, ~)s =~) und 

~(~, ~,t) -- 2~Uc~ v 0-('-~)Zo,~ (--  z )  " 

Der Ausdruck ist ffir groBe ~ integrierbar. Folglich ist 

~i~(l, Iv(~, ,,0l} 
bezfiglich Z integrierbar und nach Satz V.2 sind die bdden ersten Aussagen yon 
Satz 1 bewiesen. 

Es ist 
R (t) ---- E exp i Y (t, #) 

= exp N ] [exp i ~ (~, ~, t) -- 1] d~(~, I~) 
0o -~-r 

~--exp N j" 27~Qd~ f dz [exp( 2~iC~c" -- 1] 

nach Einffihrung yon Zylinderkoordinaten. Man rechnet welter aus 

0 \ v ~n-1 
~_~ e-r[t[ +iat 

mit 

y = N v ] 2 z ~ d ~  1 - - cos  ve~, 1 / '  
0 

2 
a-~ N v  j a x ~ a ~ s m  v ~  ~ . 

o 

Da y ~ 0 ist, ist R (t) positiv definit. Dal~ R (t) stetig ist, is~ offensichtlich. 
Dem Buch von TRAVING ([13], S. 15) entnehmen wir fiir C > 0 die Formel 

1, 
~, - -  i ~ = ~ c~ [ (~ -  1) e -  ~ i / ( ~ -  1) F \ n - -  1 ] 

mit (s. [13], S. 9) 
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F i i r  C < 0 h a t  m a n  das  Vorzeichen yon  a umzudrehen .  Man sieht  leicht ,  dab  
> 0 i s t  u n d  ffihrt  den  Beweis  zu Ende .  

W i r  ffihren j e t z t  charak te r i s t i sehe  MaBeinhei ten ein. D a  2 g C/rn die Bedeu tung  
einer  F requenz  ha t ,  also yon  der  Dimens ion  1/Zeit ist ,  i s t  C yon  der  Dimens ion  
Liingen/Zeit und 2 ~C]v v o n d e r  Dimens ion  LSnge n-1. Die eharak te r i s t i sche  LBnge 
des  P rob lems  i s t  also 

l ~ =  \ v ] 

d ie  charak te r i s t i sehe  Zei t  
t~ - l~ _ ( 2 - 1 C l  ' ~ , / ( . - 1 )  

v \ v~ / 

mad die  eharak te r i s t i sehe  F requenz  gleich 
1 [ v n ~l/)n-1) 

~'~ = to - ~ ~ - ~ l c l  ] 
Man for in t  

[ ] Fv (t) = ~ 2 ze ~ d o ~ dz exp  i (e 2 + ~-+ v-z)2)n/2 --  1 
0 

urn, i n d e m  m a n  

e ' =  ~/lc, 
z ' =  site, 
T" = T / t e  

Ms neue In t eg ra t i onsva r i ab l e  e inf i ihr t  und  anschlieBend die St r iche  bei  den  Buch-  
s t aben  wegl/~Bt: 

oo r tlt. sgn C dv ] 
f  /exp i f  + , . ) , , .  --  

0 L o 

U n t e r  Berf icks icht igung d e r  Re l a t i on  t%(t)* -~ Fv (-- t )  erh/~l~ m a n  

Fv (t) = l~ F (tltc sgn C) 
m i t  

E(t)  = S 2 ~ o d ~ f d z e x  p i (~2 + (z + ~)2)~/2 --  1 . 
0 

W i t  setzen 

D a n n  is t  

m i t  

u n d  

m i t  

Rv (t) = R (t/te sgn C) 

R (t) = exp h ~'(t)  

I ~ ( ~ ) -  ~ 

R (t) = S I(v)  e ivt dr.  

Die K o n s t a n t e n  der  S toBapprox ima t ion  ergeben sieh zu 

2',n 1 :t ~. [ n --  3 \ 
= ~ c z '  - ) o o s ~ : - ~ _ l z ~ = T _ l )  h / t c ,  

2 --1  �9 x~ n - - 3  q---- Tt vUn/(n ) sln-~T_ l F ( -~_  l ) h/tc sgn O. 
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S e t z e n  wi r  

F,(t) = Itl j ' 2 7 ~ d ~  e x p \ e n _ l  s g n t  - -  1 = -~ ,o l t l  + i<~ot 
0 

m i t  (s. o. Beweis  y o n  S a t z  1) 

y 0  - -  i 0"0 = @r r.21( n - -  1) ~- -  z t i / ( n  - -  1) ~ ( n - -  3 
"'-n - --\n-- 1 ] " 

] ) a n n  i s t  

) R ~ ( t ) = R  s t s g n C  

m i t  

u n d  

m i t  

W i r  ze r legen  

mi~ 

~ 8  = e hEs 

1 i s ( ~ o s g  n C )  I$ (~)  = ~o-- 

1 hyo 
I s (v )  = :t (hro) ~ + (v --  h~o) 2 " 

oo 

~(t) = $2 ~e  de G(e, t) 
0 

s [  ] G (Q, t) = exp  i 0 (e2 + (Z + "t')2) hi2 - -  1 dz. 

Hil f ssa tz  1. F i i r t  > 0 gilt 
( 4 1 2cn 1 ) ,  

[G(~, t) - -  t (e icn/en-1 - -  1) < r a in  12 $ + (n --  1) (n - -  2) $n-2 ,  n --  2 e2~-a 

wo $eine  willkiirliche Zahl > 0 ist. 

Beweis. W i t  v e r w e n d e n  Sa t z  I I I .  4. E s  is~ 

1 
~ 0 ( t ) - -  (e  2 _ i _ t 2 )  n / 2  " 

Also  

S cf (t) dt = cn/e n-:  
u n d  

T 2tdt T du 1 1 
.f I tl I v (t) l dt = (ez + t2)n12 --  unl~ - -  hi2 -- 1 en-2" 

0 Qe 

- r  [?: ] +' o 
~___ Jr- + - - ( t - - 2 ~ ) ( e i f g - - 1 )  Jr- ~ + ~ - - 2 5 ( e i f g - l )  

--00 -- t--~ -- ~ --~ $ 

-~ I + II + III + IV + V+ VI. 

Also  i s t  

= n _ l  ~ 

I)iese Absch/~tzung wird ffir kleine @ unbrauchbar. 8ei $ elne willkfirliche Zahl 
> O. Wir zerlegen 



106 W. vo~ W~D~Y~ns :  

Die Ausdrf icke  I I ,  I V  u n d  V I  shad dem Bet rage  naeh  ~ 4 ~. D u t c h  die Trans-  
fo rma t ion  z' ---- - -  z - -  t, ~'---- t - -  v geht~ wegen der  S y m m e t r i e  yon  ~0 der  Aus-  
d ruck  I in  V fiber. Es i s t  

~ T n  
~ 0 ~ 0 ~ Z 

1 1 
(~ - ~) (n - 2) ~ - ~  " 

W e i t e r  i s t  

u n d  

I I I  = f e  i f~ 1 e -oo - -  1 dz 

- t + ~  

I i i i  t G f f cf (z + z) dr dz + f f ~ (z + r) dr dz = I I I  a + I I I  b .  
- - t + ~ - - c o  - - t + ~  t 

Durch  die T rans fo rma t ion  T' ---- - -  v + t, z' ---- - -  t - -  z f i ihr t  m a n  I I I b  in  I I I a  
fiber. I n  I I I a  d r e h t  m a n  das  Vorzeichen der  I n t e g r a t i o n s v a r i a b l e n  u m  u n d  erh~l t  
den  schon abgesch~tz ten  A u s d r u c k  

oo 

lmal  v) 
0 

Zusammenfas send  erh~l t  m a n  
6 1 

I G(q, t) - -  t(e ie"lq"-~ - -  1)] =< 12 ~ q- (n --  1) (n --  2) ~n-2 �9 

II i l fssatz  2. E s  ist  

F (t) = F~ (t) + Fo (t). 

Dabei  ist Y o (t) eine stetige, beschrSnkte Funlct ion,  F o (t)* = E o ( - -  t). Fi~r t ~ + oo 

oder t -+ - -  oo strebt F o (t) gegen einen Grenzwert,  und  zwar ist 

l i m  Y o (t) = kn 

�9 d r  . d v  

= 2 ~ d ~  dz -t- e . . . .  1 . 

0 

A uflerdem gilt 
( 4 1 ) 4 ~ c ,  

IIF011 = K n ~ = ~  1 2 ~ +  ( n - - 1 ) ( n - - 2 )  ~--2 -~- ( n - - 2 ) ( 2 n - - 5 ) '  

we  ~ > 0 eine willki~rliche Zah l  ist. 

Beweis .  DaB F 0 s te t ig  i s t  u n d  die angegebene  Symmet r i ee igenschaf t  bes i tz t ,  
fo lgt  aus  den  en t sp rechenden  Aussagen  ffir F u n d  Fs.  

Fi i r  t ~ 0 is t  
oo 

F(t) - F~(t) = ] 2 ~  e d e (G(e, t) - t(e ~"/Q"-~ - 1 ) ) .  
0 

DaB F ~ ffir t ~ c~ gegen kn s t reb t ,  folgt  aus  Satz  I I I .  4 und  der  Abseha tzung  yon  
Hi l fssa tz  1, die es nach  d e m  Satz  yon  Lebesgue  er laubt ,  un t e r  dem In t eg ra l  zur  
Grenze zu gehen. 
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Wir  zerlegen das In tegra l  
1 co 

f ( I_F(t)--Fs(t)l< 2~r~d~ 12g+(~_~)(~_2)r --J7-2~ 
o 1 

und erhalten wegen der Symmetr ie  von Fo die angegebene Absehgtzung.  

Satz 2. Sei v > O, dann ist Iv eine stetige Funktion,  die im Unendlichen ver- 
schwindet. Es gilt 

[[ L -  I$11 < eK.NZ ~. _ 1 

IlIgll = 
wo 

4~ 4~Cn 
Kn  ~ 12 $ z + (n -- 1) (n -- 2) ~n-2 + (n -- 2) (2 n -- 5) 

und ~ > 0 eine willkiirliche Zahl ist. H" ]l bedeutet die gleichmi~flige Norm. 
I s t  also Nl~ ~ 1, dann  approximiert  I~ die Funk t ion  Iv  sehr gu t  dort,  wo ISv 

merklich yon  Null verschieden ist, d. h. in der Umgebung  der Linienmitte a der 
Stol]approximation.  Wir  machen darauf  aufmerksam, dub unsere Abschgtzung 
sehr roh ist und  die Stol3approximation wahrscheinlich erheblich besser ist. 

Beweis. Ohne an der Aussage etwas zu gndern, k6nnen wir Iv durch I und 
I~ dutch I s ersetzen. 

Es  ist 
F ( t )  = Fs( t )  + ~ o ( t )  

und  
R (t) = e hFS(t)  e hF~  . 

Da F o besehrgnkt  ist und e hF~(t) exponentiell  abfgllt, f/tilt R (t) exponentiell  ab 
und  ist integrierbar. 

Also gilt 

I(v)  = l~]e- i~ t  R(t)  dt 
2~r 

und I (v) ist eine stetige Funkt ion,  die im Unendlichen verschwindet.  

] R ( t )  - -  R s ( t ) ]  = ] ehF'(t) (ehF~ - -  1) l < e -h ,o l t l  (e hK~ - -  1) 
und  

1 f (ehg" 1 (e h K ' -  1) [ [ I (v) - - I s (v) [ ]  ~ 2 ~  e -hv~ - - 1 ) d t = ~ - h ~  . 

Da 
1 

ist, erh/~lt man  die Behaup tung  des Satzes. 

Wit bringen zum Abschlufl dieses Kapitels noch einige numerisehe Angaben. Wir se~zen 
n = 4 .  

Das Minimum yon 
4 1 

/(~) = 12~ + (n - 1) (n - 2) ~,-2 

liegt bei 

= \3 (n - -  1)] -- ~ 2-" 



108 W .  v o ~  W X L D ~ ] ~ L S  : 

Es is~ 

I)er Tabelle yon U~S6LD ([14], S. 301) entmimmt~ m a n  c4 = =/2. Also islb 

~2 
K4 < 85=  + y < 3I. 

Sei Co die St;arkeffektkonst~ante gemessen in em -1 pro (100 kilo-u 2. Die mittlere 
Gesehwindigkeit v bestimmen wir aus der Temperatur T durch 

3 ---my22 =~kT. 
Die StSrteflehen seien mit n Elementarladungen geladen und ihre Masse sei Zmal grSl]er 

als die Protonenmasse. Dann ergibt sich (vgl. [14], S. 327) 

2 = C  = 13 ~--- 2 �9 10 -17 C0n2 ~/~ - -  . - - - -  era3,  

wenn T in Grad Kelvin gemessen wird. Sei also z, B.  T ~ 104~ Co = 10 (das ist schon 
eine empfindliche Linie),  Z u n d  n = 1. Dann wird 

Z~ = 2"  10 -:ts cm  3. 

Die StoBapproximation ist also bei einem Wasserstoffplasma yon 104~ bei der St6rung 
dureh Protonen sieher bis zu Dichten yon 1016 Teilehen pro cm a gut. Bei der S~6rung durch 
Elektronen wird l~ u m  einen Faktor 40 kleiner. 

VIH. Diskussion der Anderson-Formel auf den Linienfliigeln 

Dieses Kapitel kreist um die quasistatische Approximation: alle Teflchen 
ruhen und die Linienverbreiterung geschieht allein durch die statistische Mittelung. 
Ein Teilchen im Ort ~ verursacht die StSrfrequenz ~0(] ~ ]) und die StSrphase 
t~(] El). Man hat in den l~berlegungen in Kapitel VI einfach v = 0 zu setzen, 
um die quasistatische Approximation zu erhalten. 

Man finder 
c o  

0 
c o  

: ~ 4 7 e r 2 d r  (e  it~(r) - -  l )  
o 

nach Einfiihrung yon Kugelkoordinaten. Es ist R0 - -  e NF~ und Io wie in Satz V 
durch R0 definiert. 

Satz 1. Die Funktion Fo (t) ist Fouriertrans]ormierte des stra]/en, last Tositiven 
reellen Funktionals 

o o  

( nici) l f <Ao,  1> = 
o 

Es ist also 
Io = exp ,  N A 0 .  

JBewei8. Aus der Definition sieht man leicht, dab Ao ein straffes, fast positives 
Funktional ist. Um zu beweisen, dab Ao -~ F ist, fiihrt man die Integrations- 
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variable 
2 ~ l c l  

r n 

e i n .  

Satz 2. Fi~r v > 0 ist Fv Fouriertrans]ormierte eines stra//en, /ast positiven 
reeUen Funktionals Av. Es ist also 

Iv = exp,  N A y .  

^ 7(  Beweis. Wit verwenden Satz II.  5. Sei / e 5 p, ] --> 0 und 0) ---- 0, dann ist nach 
der Absch/~tzung in Hilfssatz VI. 1 und nach dem Satz yon Fubini 

o o  

f ~v (0 / (t) dt = f ~ ~ ~ de j" Go (e, t) / (t) dr. 
0 

Wir fiihren die Integrationsvariable z/v ---- s ein 

Gv(~,t)----v exp i  ~(Ve 2 + v  2 ( T + s )  2 ) d ~ - - i  ds. 

Gv (0, t) ist also ein positives Vieffaches einer Funktion des in Kapitel I I I  bebrach- 
teten Typs. Man hat  

zu setzen. Nach Satz III .  2 ist 

f Gv(e, t)/(t) dt >= 0 
und somit 

f Fv(t) /(t) de >: O. 

Wir verwenden Satz II.5 und l:fflfssatz VI.2 und vollenden den Beweis. 

Satz 3. t~is v ~ 0 konvergiert Av gegen Ao ]iir jedes ] E ~. 

Beweis. Wir verwenden Satz II.6. Naeh l:[ilfssatz VI.2 ist Fo (t) stetig. Kon- 
vergie1~ v~ ~ 0, dann sind die Fv, (t) dureh ein gemeinsames Polynom beschrhnkt. 
Wit mfissen noeh zeigen, dab Fv, (t) --~ zV o (t) fiir alle t konvergiert. Nun ist mit 

I e~ (e, t) - ~o (e, t) [ 

( ) J : f e xp i~oqJ ( z+v~)dv - -1  d z - - f ( e x p i t g ( z ) - - l l d z  <_ 

<= 9 (z + v ~) d~ -- t ~ (z) dz <= 

o 

O ~ v ~ g  

-~0  far v~O, 

weil die Translation yon integrierbaren Funktionen in der L1-Norm stetig is~. 



110 W. u WXLDEI~r]~LS : 

Also konvergier t  Gv,(~, t)--> Go(~, t) und  nach der  Absch~tzung yon  Hflfs- 
satz VI.1 lind dem Satz yon  Lebesgue 

o o  oo 
F~, (0 = S 2 ~ e de a~,(q, 0 ~ S 2 ~ ~ d~ ao (~, 0 = Fo (0 .  

0 0 

Fiir jede Folge v~ ~ 0 und  fiir jedes / e % konvergier~ also nach Satz I I .6  

( A , , ,  l )  -+ ( A o ,  l )  . 

Dami t  ist Sagz 3 bew-iesen. 
Wie oben bei der Einffihrung charakterist ischer Koord ina ten  nfitzen wir jetzt  

die Homogeni t i i t  yon  ~ (r) = 2 g C .  r -4 aus. 
Sei :c > 0 ein Parameter .  Durch  Einfi ihrung der neuen Integrat ionsvar iablen 

= :r 9' 

Z ~ Oc--1l (n- -1)Z t 

T ~ ~--nl(n--1) T ~ 

erh~lt man  

Setzen wir 

dann  erhglt  man  

Fo~ v (t) = ~ - 3 / ( n - 1 )  F v  (~n/(n-1) t ) .  

X -~- ~-nl(n-1) .  

x3/n F v  (-tx - )  ~ Fv .x - (n -1 ) ln  (t) . 

Bedenkt  man,  daI~ x A v  (xv)  mit  

<xA~(x~), l(~)) = <Av(~),/(Hx)) 

dutch  die ~our ier t ransformat ion auf  Fv  (t/x) abgebildet  wir4, dann  erhglt  man  

Satz 4. Fi i r  ] ~ ~ und  x --> co konvergiert  x l + 3 / n A v ( x v )  gegen Ao.  

Satz 5. Fi i r  ] ~ % u n d  x --> co konvergieren die ]ast posi t iven straHen Funk t iona le  

x3/n (x Iv (x ~) - ~ (~) ) 

gegen N A o .  

Beweis .  Offensichtlich ist x 3 / n ( x l v ( x v ) -  ~(v)) e in  straffes, fast  positives 
~unkt ional .  Seine ~ourier t ransformier te  ist 

_ - S l n ~ r ~  - -  l )  . x 3In (e Nt~(t/x) 1) = x a/n exp ( x ~v 1, v.x -("-~'" (t) 

2qach Satz I I .3  ist Re Fv  (t) <--__ 0 und  m a n  kann  den letzten Ausdruck dureh 

I-~v.~-(,~-~)/,, (t)l 
abschgtzen.  Nach  Hiffssatz VI.2 liegt dieser h u s d r u c k  fiir x ~ 1 unter  einem 
festen P o l y n o m  in t. Da  

x 3In [exp (x -am F v . x - - ( n - - 1 ) ] n  ( t ) )  - -  1] - +  N F 0  (t) 

geht, erh~lt m a n  nach Satz I I .6  die Behauptung  des Satzes. 
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Satz 6. Fiir x --+ oo konvergiert 

x 

xS/n f Iv (~) d~ -+ O, 
- - c o  

falls C > 0 ist. Ist C < O, so geht 

x3Zn S G (v) d~, -+ 0 
x 

Da Satz 6 fiir alle v, also aueh fiir v = 0 dieselben Grenzwerte liefeI~, folgt, dab 
sieh Iv (v) im Unendliehen Me Io (v), die quasistatisehe Approximation,  verh/flt. 

Beweis. Sei 
Bx : x 3/n  ( x  I v (x+ V) - -  6 (?J)) , 

sei g die charakteristische Funkt ion  yon  [1, ~ ] ,  sei ~ eine stetige Funk t ion  
0 ~< ~o ~ Z und  ~o eine stetige Funkt ion  ~o > Z, die in einer Umgebung  des Null- 
punktes  versehwindet.  Sei C > 0. Wegen Satz 1 und  Satz 5 gilt 

____4~ (2~ I C ]~3/n Jf . . . .  > l imsup  <Bx Z> > l iminf<Bx,  Z> > <Ao,~o> - -  n 
o 

4= (2pt]Cl)3/n ;qD(v)dv > <A0, ~> = ~ -  v1+3/~ �9 
o 

Man kann  ~o und  ~ so w/~hlen, dab sich <Ao, ~> und  <Ao, ~o> u m  beliebig wenig yon  

1 

unterscheiden. 
Folglich konvergier t  

o o  

<Bx, Z> = x3/n+l f I (x v) dv 
1 

= X 3In f I(v) dv --> a. 
x 

So werden auch die anderen Aussagen des Satzes bewiesen. 
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