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w 1. Einfiihrung 
I n  den letzten zwei J ah rzehn ten  ist eine ziemlich umfangreiche Li te ra tur  ent- 

s tanden  fiber lineare Programme,  die sieh stets in der F o r m  

rain c' x 

(1.1) un te r  den Res t r ik t ionen 

A x = b  

x > O  

oder aueh in  der F o r m  

min  c' x 

(1.2) bezfiglieh 
Ax>=b 

x>=O 

darstel len lassen, wobei A eine (m • n)-Matrix,  c und  x n-Vektoren und  b ein m- 
Vektor s indi .  I n  der l inearen Programmierung  werden n u n  die Da ten  A, b, c stets 
als lest  gegeben betrachtet .  D a n n  ist es mi t  Hilfe bekann te r  Verfahren ohne 
weiteres m6glieh, die Probleme (1.1) u n d  (1.2) zu 16sen. Prakt iseh k a n n  ma n  diese 
Probleme in terpre t ieren als ProduktionsplKne, bei denen aus den Fak to ren  
xj (j = 1 , . . . ,  n) Endproduk te  entweder  genau in  der Menge der Nachfragen 

b~ (i ---- 1, . . . ,  m) oder mindestens  in  der Menge der Nachfragen b~ (i -~ 1 . . . .  , m) 
hergestellt  werden sollen derart ,  dab die Gesamtkosten  c'x minimier t  werden. 
Natfirlich arbei tet  m a n  in  der Praxis  mi t  n ich tnega t iven  Fak to rmengen  
xj (] = 1 . . . .  , n). Die Elemente  der Matr ix  A bezeiehnet ma n  d a n n  als teehnische 

Koeffizienten. 

Nun kann man sich mit Recht fragen, ob die Daten A, b, c in der Praxis wirklich deter- 
ministiseher Natur sind, wie in der linearen Programmierung angenommen wird. In vielen 
Fallen wird man dann feststellen, dab A, b, coder wenigstens ein Tell dieser Daten in Wirk- 
lichkeit stochastisehe Variable sind. In diesem Fall verlieren die Problemstellungen (1.1) und 
(1.2) weitgehend ihren Sinn. Wir wollen daher in dieser Arbeit einige verniinftig erscheinende 
Problemstellungen fiir den Fall, da2 A, b, c Zufallsvariable sind, untersuchen. 

* Ieh danke tterrn Profl Dr. B. L. v ~  ])ER WA~RD]~N und den Herren Dr. D. ONIGKEIT 
und Dr. K. KL~IBomvl recht herzlieh ffir eingehende Diskussionen und wertvolle Ratschlage. 
Mein besonderer Dank gilt t term Prof. Dr. H. P. Ki~Nz~ ffir seine mir stets gewi~hrte Unter- 
stiitzung, die diese Arbeit erst erm6glicht h~t. 

i Im Falle yon I~estriktionen in Gleichungsform nehmen wir stets an, dab m G n ist. 
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Zun/~ehst kann man sieh fragen, wie hoeh die erwarte~en Kosten sind, wenn man zu jeder 
ReMisation der ZufMlsvariablen A, b, c die optimale L6sung des Problems (1.1) bestimmt, 
sofern diese existiert. 

Das Problem lautet also: 

(1.3) Bestimme E (min c' x I A x = b, x ~ 0), 

wobei der Erwartungswert beziiglieh der gemeinsamen Verteilung der s~oehasti- 
sehen Variablen in A, b, c zu bflden ist, sofern er existiert. Offenbar ist (1.3) kein 
eigentliehes Entseheidungsproblem in dem Sinne, dab yon vornherein ein opti- 
males x zu bestimmen ist. 

Ein echtes Entseheidungsproblem liegt hingegen vor, wenn man verlangt, dab 
ein x ~ 0 so bestimmt wird, dab die Wahrscheinliehkeit dafiir, dab x in (1.2) 
zul/~ssig ist, maximiert wird. Wit haben also folgende Aufgabe: 

max P({A, b lAx > b}) 
(1.4) beziiglieh 

x ~ 0 .  

P steht hier fiir das W~hrseheinliehkeitsmaB. 
Mit diesem Problem h/ingt ein weiteres eng zusammen, das verlangt, ein x > 0 

zu bestimmen derart, dab die erwarteten Kosten minimier~ werden unter der Be- 
dingung, dab x mindestens mit einer vorgegebenen Wahrseheinlichkeit zul/~ssig 
ist, also : 

min E (c' x) 
bezfiglich (1.5) 

P({A,b[Ax >b})  > 1 -- 
x>=O 

mit 0 ~ o c ~  1. 

Ein weiteres Problem en~steh~, wenn man folgende M6glichkeit in Be~raeh~ zieht. Es 
wird zun~chst eine Entscheidung fiber x getroffen, also x = ~ => 0 gesetzt. Nachdem darm die 
l~ealisationen yon A, b, c bekannt sind, kann man feststellen, in welchem MaBe die Restrik- 
tionen z. B. in (1.1) verle~zt sind, d. h. man bestimmt den Vektor b --  A~, der die Fehlbetriige 
der Produktion angibt. In  der Praxis ffihren solehe FehlbetrEge im allgemeinen zu Strafkosten, 
die sich beispielsweise durch den Wert  des Nachfragefiberschusses an Endprodukten bzw. 
durch die Lagerhaltungskosten ffir das die Nachfrage iibersteigende Angebot an Endprodukten 
ergeben. 

Man kann etwas allgemeiner annehmen, dab eine feste Matrix M and ein fester 
Vektor q existieren, so dab das lineare Programm 

beziiglich (1.6) 

rain q' y 

M y = b - -  A~c 
y>=O 

ffir jede Realisation yon A, bund  f~r jede Entscheidung 3c eine zul&ssige L6sung y 
hat. M enths die technisehen Koeffizienten der zur Deckung des Nachfrage- 
fiberschusses nStigen Produktion und der zur Beseitigung des Uberangebotes not- 
wendigen MaBnahmen. Der Vektor y enth/ilt die dazu n6tigen Faktoren, und q 

17" 
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besteht aus den Preisen der Faktoren. Wegen seiner Bedeutung bezeichnen wir 
(1.6) als Notprogramm. Es erscheint dann vernfinftig, ~ so zu bestimmen, dab 
der Erwartungswert der Gesamtkosten, die sich aus den Produktionskosten c'x 
und den minimalen Strafkosten gem/iB (1.6) zusammensetzen, minimiert ~Jrd. Das 
Problem lautet also: 

minE[c 'x  + (minq 'y]My -~ b -- Ax ,  y > O)] 
(1.7) bezfiglich = 

x ~ 0 .  

Problem (1.7) wird in der Literatur als zweistufig bezeichnet, wi~hrend die vorher 
genannten einstufig heiBen. 

Wir wollen nun untersuchen, welche Aussagen sich fiber die genannten Pro- 
bleme maehen lassen. Dabei wird sieh zeigen, dab die Probleme (1.4) und (1.5) 
nach dem heutigen Stand der Optimierungstheorie im allgemeinen nicht 15sbar 
sind, wiihrend (1.7) unter gewissen Voraussetzungen recht angenehme Eigensehaf- 
ten hat. 

w 2. Betrachtungen zur Mellbarkeit 

Offenbar ist die Aufgabenstellung (1.3) sinnlos, wenn nieht siehergestellt ist, 
dab (min c'x] A x  = b, x ~ 0) eine me,bare  Funktion yon A, b, c ist. Andererseits 
ist diese Funktion sicher dann meBbar, wenn man zu jeder Realisation yon A, b, c 
eine OptimallSsung Xopt (A, b, c) so angeben kann, dai~ Xopt (A, b, c) eine meBbare 
Transformation yon A, b, c in den Rn ist. In  der Tat  ] i~t  sich nun folgendes 
beweisen: 

Satz 1. Xopt (A, b, c) 15fit sich als meflbare Trans/ormation yon A, b, c l~onstruieren. 

Beweis. Den durch die Elemente yon A, b, c aufgespannten Raum nennen wir 
R (A, b, c). Zun~ehst betraehten wir die Menge ~ c R (A, b, c) der Punkte, die 
keine zuli~ssige LSsung gestatten. Iqaeh der Theorie der linearen Programmierung 
zerfi~llt ~J~ in zwei Teile: 

~J~l, die Menge aller Punkte (A, b, c), ffir die jede Determinante aus Elementen 
yon A in einer bestimmten Zeilenkombination verschwindet, w~hrend mindestens 
eine dieser Determinanten yon Null verschieden ist, wenn man eine geeignete 
Spalte durch die entspreehenden Elemente yon b ersetzt. Das Gleichungssystem 
A x ---- b ist dann offenbar unvertrs 

~g~2, die Menge der Punkte (A, b, c), die nicht zu ~)~1 gehSren, d.h. (A, b, c) e ~ l ,  
ffir die in jeder BasislSsung yon Ax----b mindestens eine Komponente streng 
negativist .  Das Gleichungssystem A x = b ist also 15sbar, hat  jedoch keine nicht- 
negativen LSsungen. 

~ 1  und ~s sind dadureh bestimmt, dal] gewisse Determinanten und Vektor- 
produkte in vorgegebenen Borelmengen liegen. Da Determinanten und Vektor- 
produkte stetige und damit meBbare Funktionen sind, sind ~ 1  und !Y22 und daher 

~ ~ 1  u ~ 2  mel~bare Mengen. Da auf ~ ohnehin kein zul~ssiges x existiert, 
kSnnen wir auf ~ Xop t (A, b, c) folgendermal~en definieren: 

{ + ~  falls c l ~ 0  
(2.1) Xopt~= - -oo  falls c i < 0  i-----1 . . . . .  n; (A,b,c) e!~k. 

Die Definition (2.1) drfickt ]ediglich aus, dab im Falle der Unerffillbarkeit der 
Restriktionen die Kosten als unendlich hoch angenommen werden kSnnen. 
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Bevor wir nun die Punkte (A, b, c) e R (A, b, c) betrachten, die zul~ssige LS- 
sungen gestatten, wollen wir noch ~usschlieSen, d~8 die Matrix A einen kleineren 
Rang als m hat (mist die Zeilenzahl und n die Spaltenzahl yon A, und es gilt nach 
der FuBnote in w 1 m ~ n). Die Matrix A enthi~lt r ~ (~) m-reihige quadrati- 
sche Untermatrizen, die mit Bt bezeiehnet werden. Ist  [B~[ die Determinante 
yon Bi, so sondern wir also die Menge 

(2.2) ~ = ( ' l  {A,  b, ~ [ [ B~ [ = 0} 
i = 1  

aus. Bis auf weiteres betrachten wir nur noch 1)unkte (A, b, c), die in 

(2.3) R'(A, b, c) -= R(A,  b, c) -- ~ -- 

liegen. Auf R'(A, b, c) definieren wir folgende Mengen: 

(2.4) ~ 3 ~ = { A , b , c ] ] B ~ [ 4 0 ; B ~ - l b > O } ,  i----1 . . . . .  r .  

Die ~ sind offensieht]ieh meBbar, und naeh Konstruktion gilt 

(2.5) ~.J ~ = R'(A, b, c). 
i = 1  

Die Indexmenge {1, . . . ,  r} hat, wenn man die leere 1Vfenge mitz/~hlt, 2 r Teil- 
mengen I(v), ~ ~ 1, . . . ,  2 r. Um Xopt definieren zu kSnnen, definieren wir fol- 
gende Mengen: 

Rioo -- O { A ,  b, c] (A, b, c) e ~ ;  B ~ I A j  g 0; cj < 5 'B71Aj}  - -  

(2.6) ~=1 i - -1  

--~.JRjoo; i =  l , . . . , r .  
] = 1  

Darin ist Aj die i-re Spalte yon A, c I die j-re Komponente yon c, und c ist der 
Vektor aus den Komponenten yon c, die zu der Basis Bi gehSren. Ferner de- 
finieren wir 

2r 

R~ = U [ ~  n N ~:. n n 3 ~  n N { A ,  b, ~l ~'BF1 b M ~'BT~b} n 
v= l  ]el(v) kel(v) jeI(v) 

(2.7) J>~ 

]el(v) 1= 1 
]<i 

I@), ~ und 0 /~ joo  sollen angeben, dab die Komplemente der betreffenden 
] = 1  

Mengen zu bilden sind. In  (2.7) ist zu beaehten, dab der Durchsehnitt fiber die 
leere Indexmenge naeh Definition gleich dem ganzen betraehteten Raum, also 
R'(A, b, c) ist. Auf Grund der Konstruktion sind die Mengen Rioo und Ri alle 
disjunkt. Ferner sind sie meBbar. Auf Rtoo hat  das lineare l~rogramm offenbar 
eine unendliche L6sung, w/~hrend auf Ri eine end]iehe L6sung vorliegt. Offenbar 
gilt 

(2.8) ~.J (Ri u g~o) = R'(A, b, c). 
i = l  
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Nun definieren wir 

(2.9) ) o p t = B i - l b  falls (A ,b , c ) eR t ;  i = l  . . . . .  r. 

Xopt ist hier der Vektor der zur Basis B~ gehSrenden Komponenten von Xopt. 
Alle anderen Komponenten sind gleieh Null. Ferner definieren Mr Xopt auf Rgoo 
folgendermaBen : 

Die Komponenten y o n  Xopt, die zu den versehwindenden Komponen- 
ten von B~-1Aj gehSren, bleiben gegeniiber (2.9) unvergndert. Die/ibrigen 

(2.10) Komponenten v o n  Xopt setzen wir gleich oo. Augerdem wird natfirlieh 
die Komponente Xopt] : c~. Vm die Eindeutigkeit dieser Definition zu 
sichern, beziehen Mr nns bier anf den kleinsten Index ], fiir den gem/iB 
(2.6) B ~ I A i  <= 0 und c I < ; 'B(-1Aj  gilt. 

Durch (2.9) und (2.10) haben Mr Xopt auf R'(A, b, c) als meBbare Transforma- 
tion definiert. Auf ~J~ war Xopt bereits in (2.1) festgelegt worden. Lediglich anf 

-- ~J~ fehlt noch eine Definition, die man jedoeh ganz analog zu der in (2.9) und 
(2.10) geben kann, indem man mit Basen yon geringerer Dimension als m arbeitet. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Zu diesem Satz sind zwei Bemerkungen zu maehen. Zun/ichst wird im Beweis 
m ~ n angenommen. Diese Voraussetzung ist jedoch nieht wesentlich. Ist  m > n, 
so ist das System A x = b nur dann 15sbar, wenn jede (n ~- 1)-reihige Deter- 
minante der erweiterten Matrix (A, b) verschwindet. Daraus ergibt sich die er- 
forderliche Ab~nderung des Beweises: ~ ist um die Menge der Punkte (A, b, c) 
zu erweitern, f/it die mindestens eine der erw/ihnten (n ~-l)-reihigen Deter- 
minanten yon Null versehieden ist. Auf der Restmenge R (A, b, c) -- ~it ls sich 
dann die Beweisidee analog durehfiihren, d.h. man konstruiert eine disjunkte 
Zerlegung mel3barer Mengen dieser Restmenge, auf denen sich Xopt eindeutig und 
meBbar definieren 1/iBt. 

Zum anderen ist darauf hinzuweisen, dab die Megbarkeit f~r die Existenz des 
in (1.3) zu bildenden Erwartungswertes zwar notwendig, aber keineswegs hin- 
reiehend ist. Ffir die Existenz sind gewisse Bedingungen an die gemeinsame Wahr- 
scheinliehkeitsverteilung P (A, b, c) zu stellen. Zum Beispiel ist die Bedingung 

P(~IJ~) -~ ~ P(R~r = 0 sieher notwendig. 
i = 1  

Damit wollen wir dieses Problem verlassen und uns den ngehsten beiden zuwenden. 

w 3. Aussagen fiber P({A, b lAx ~ b}) 

In (1.4) und (1.5) haben wir Programmierungsaufgaben formuliert, deren Be- 
schaffenheit wir uns jetzt  genauer ansehen wollen. Dabei wird sich herausstellen, 
dab wi res  hier im allgemeinen nicht mit konvexen Programmierungsproblemen 
zu tun haben, wenn man unter einem konvexen Problem die Minimierung einer 
konvexen oder die Maximierung einer konkaven Funktion fiber einem konvexen 
Bereich versteht. Da naeh dem gegenwKrtigen Stand der Optimierungstheorie fiir 
nicht-konvexe Probleme praktiseh keine brauehbaren LSsungsverfahren existie- 
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ren, bedeutet das, da l  man vorerst im allgemeinen nieht damit rechnen kann, die 
Probleme (1.4) und (1.5) zu 16sen. 

Daffir, da l  die genannten Probleme im allgemeinen nicht konvex sind, geben 
wir das folgende kleine Beispiel : Gegeben sei die zweidimensionale Zufallsvariable 

dor Verteflung 

1 2 
(3.1) 

Sei 

1. 

Daraus folgt 

und 

2, 

Dann grit 

und 

. 

Dann ist 

Folglich gilt 

(3.2) 

1 x = < §  

- - 3 x ~ - l > 0  

3 x - - 2 < ~ - 1 - - 2 < 0 .  

1 2 
+ ~ < x < ~ - .  

- - 3 x A - l < - - l + l = O  

3 x - - 2 < 2 - - 2 = 0 .  

2 x >- ~-. 

- - 3 x ~ l  < - - 2 n  e l < 0  
3 x - - 2 > 0 .  

1 

P ( { a , b ] a x > b } ) - ~  

I 

1 
falls x < d- -j- 

1 2 
falls @ ~ - < x < N  

2 
falls x => 3 "  

Offensichtlieh ist P({a, b]ax > b}) fiber x > 0 nicht konkav. Also ist (1.4) in 
diesem Fall kein konvexes Problem. Bei diesem Beispiel ist aber auch (1.5) nicht 

2 immer konvex, n/imlich dann nieht, wenn wfi- in (1.5) ~ so w/~hlen, da l  ~ - <  ~ <  1. 

Nachdem wir gezeigt haben, da l  es fiir ~ > 0 vorkommen kann, da l  der zu- 
1/issige Bereieh yon (1.5) nicht konvex ist, wollen wir einen wichtigen Spezialfall 
erwihnen. 

Lemma 1. Ist ~ = O, dann ist der zuldissige Bereich von (1.5) konvex. 
Beweis. Seien x 1 und x 2 zul~ssige L6sungen yon (1.5). Sei 

91 = {A, b lAx1 > b}, 
92 -~  { A , b ] A x  2 > b}. 
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R (A, b) sei der dureh alle Punkte  (A, b) aufgespannte Raum. Dann gilt, da ~ ---- 0 
und x 1 zul~ssig ist, 

0 <= P(192 -- 191) <= P ( R ( A ,  b) -- 191) = O. 

Folglich ist 

P (,.~2 ~ 191) ~--- P (192) - -  P (192 --  191) =- 1, 

da x 2 zul/issig ist. Ffir (A, b )e  191(~192 gilt abet ffir jedes ~ mit  0 < t < 1 

A ( l x l - t -  (1 - -  2)x 2) > b .  

Also ist 2x 1 -~ (1 - - 2 ) x  2 zul/~ssig. Damit  ist der Beweis des Lemmas erbraeht. 

w 4. Einfiihrung des zweistufigen Modells 

Bevor wir zu der in (1.7) formulierten Aufgabe kommen, betrachten wir zu- 
n/iehst ein praktisehes Problem. Wir nehmen an, ein Unternehmer miisse mit  
seiner Produktion, die zun~ehst mit  einer festen technisehen Matrix A und festen 
Faktorpreisen c arbeitet, eine feste Naehfrage b mindestens decken. Verlangt man 
nun die Minimierung der Kosten, so entsteht bekanntl ich das lineare Programm 

mill C'X 

(4.1) beziiglieh A x => b 

x > 0 .  

Nehmen Mr nun an, dab einige oder alle Daten in A, b, c stoehastisehe Variable 
sind, so miissen wir natfirlieh eine neue Entseheidungsregel suehen. Da man im 
Zeitpunkt der Entseheidung die Realisationen der Daten nieht kennt, muB man 
damit  reehnen, dab die getroffene Entseheidung die Restriktionen A x >= b ver- 
letzt. Man kann nun versuehen, dureh Einffihrung yon Strafkosten zu erreiehen, 
dab diese Bereiehsfibersehreitungen nieht zu hs vorkommen. Da eine Be- 
reiehsfibersehreitung hier einen Angebotsmangel bei einzelnen Produkten be- 
deutet, erseheint es vernfinftig, die Strafkosten gleieh dem Wert  der fehlenden 
Produktmengen zu setzen, wobei wit die Produktpreise als fest annehmen. Be- 
zeiehnen Mr  die Produktpreise mit  p~ und die i-re Zeile von A mit  Ai, und wollen 
Mr  unsere Entseheidung fiber x so treffen, dal~ die erwarteten Gesamtkosten 
(gleieh Produktions- plus Strafkosten) minimiert werden, dann haben wir folgende 
Problemstellung : 

(4.2) rain c ix idP + p~ .~ (b~-- A i x ) d P  

bezfiglich x ~ 0. 

P ist darin die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von A, b, c. Wir setzen 
ffir diesen und alle folgenden Paragraphen voraus, dab die Erwartungswerte 
,zi = E (A), b = E (b) und ~ = E (c) existieren. 

I m  Gegensatz zu (4.2) entsteht das fibliehe lineare Programm aus (4.1) da- 
dureh - -  oder man kann es jedenfalls so interpretieren - - ,  dab alle zuf~lligen 
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Daten durch ihre Erwartungswerte ersetzt werden. Wit  haben also 

min g' x 

(4.3) beztiglieh 2i x >= 

x > 0 .  

H a t  (4.3) eine endliehe L6sung, so hat  das dazu duale Problem 

max b' p 
(4.4) bezfiglieh ~i 'p  =< 

p > 0  

eine zul/~ssige L6sung. Geht man yon den festen Daten A, b, ~ aus und inter. 
pretiert  man p a l s  den Vek~or der Produktpreise, so bedeutet (4.4) bekanntlich 
die Annahme vollst/indiger Konkurrenz. Man beweist nun leicht den folgenden 

Satz 1. Unter der Annahme, daft die Pi eine zuli~ssige Lgsung yon (4.4) darstellen, 

ist ~ Pib~ eine untere Sehranke der Ziel/unktion yon (4.2). 
i = 1  

Beweis. Sei x => 0 beliebig gewghlt. Dann gilt, da p zulgssig ist in (4.4), 

] = 1  i = 1  A~x<b~ i = 1  A~z<b~ 
m 

> ~'~ + ~ p ~ ( ~  - ~i~z) = ( ~ ' -  p'~i) ~ + p'~ > p'5,  
i = 1  

und das war zu beweisen. 
Ffir die LSsbarkeit des Problems (4.2) ist naeh dem heutigen Stand der Opti- 

mierungstheorie der n/~ehste Satz besonders wiehtig. 

Satz 2. Gilt p~ >= O, i = 1, . . . ,  m, was/i~r Stra]kosten in der Praxis ohnehin 
gegeben ist, dann ist die Ziel/unktion yon (4.2) konvex in x. 

Beweis. Seien x 1 und x 2 beliebige Vektoren, 0 < ~ < 1, x = 2x 1 + (1 - -  ,~)x 2. 
Da der erste Teil der Zielfunktion yon (4.2), ~' x, ohnehin konvex in x ist, gen/igt 
es, die Konvexit/ i t  yon T, f (hi -- Ai  x) dP  in x zu beweisen. 

A~:v<b~ 

Seien dazu 

i3~ = {A, b lA~ 3c < b,} ~ {A, b[A,  x2 >= b~}, 
f3a = {A, b I Ai  3c < b,} ~ {A, b ]A, x 1 >- b,}. 

Offenbar gilt 

und 

~ 3 i c ~ 3 j = 0 ,  falls i + j .  

Dabei ist 0 die leere Menge. Seien ferner 

~1 = {A, b l A i x l  < bi} = ~a t..) ~3~ u ~)1, 
92i~ = (A,  b [ A~ x ~ < b~} = ~1 w ~ w ~2.  
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~1 und ~2 sind eindeutig bestimmt gem/~B 

~j = ~ - (~ u ~3+:), j = 1, 2. 

Nun is~ 

p~ ~ (b~ - -  A l [ c ) d P  = p~ ~ (b~ - -  A ~ ) d P  
A~x<b~ i3 

-= ~ p, .f (bi - -  A , x ~ ) d P  + (1 -- ]~)pr ~ (bt --  A , x ~ ) d P  
,~ f3 

1. = ]~p, f. (b, - -  A , x l )  d p  + .~p, .[ (bi - -  A i x ~ ) d P  + 

+ (1 - -  ~)p ,  ] (b, - -  A ,  x:) d R  + (1 - -  )~)p, S (hi - -  A~ x ~) d P  

2. <= ~ p, ~ (bi - -  A,  x~) d P  + (1 - -  ~) p~ ~ (b, - -  A,  x ~) d P  

= 2p~ ~(b~ - -  A ~ x l ) d p  + (1 - -  2)p~ ](b~ - -  A ~ x ~ ) d P .  

Die Relationen I. und 2. folgen aus der Tatsaehe, da9 

I. die ~1 disjunkt sind und ihre Vereinigung gleich ~ ist, und 

2. b t - - A i x ~ > 0  atrf ~ ,  j = l , 2  und 
b i - - A i x  1<=0 auf !~a und 
b i - -  A i x  ~ <= 0 auf !~2 

sowie aus der Voraussetzung Pi > O. Oami~ ist die Behauptung bewiesen. 
Nun wollen wir die Verbindung zwischen den ProbIemen (4.2) und (1.7) her- 

stellen. Dazu beweisen wir den 

Satz 3. Sei  p~ > 0, i ----- 1 . . . .  , m. D a n n  ist Problem (4.2) diquivalent zu  

m i n E [ c ' x  -+ m i n ( p ' w l w  - -  v ~- b - -  A x ,  v ~ O, w > 0)] 
(4.5) bezi~glich - -  = 

x > 0 .  

Beweis.  Zum Beweis betrachten wir fiir alle festen A ,  b u n d  x das Problem 

min 5'w 
(4.6) beziiglieh w --  v -=- b - -  A x ,  

w > O  v>=O, 

und definieren (v*, w*) wie folgt: 

v * = O ,  w * : b i - - A ~ x ,  falls b ~ - - A i x > O ,  

v * - = A ~ x - - b i ,  w * = O ,  falls b ~ - - A ~ x < O .  

Offenbar ist (v*, w*) eine optimale zul/issige LSsung yon (4.6). W/ire n/~mlich 
bi - -  A~x  > Oundvi = ~ > O, sow/~rewi = b~ - -  A~x  -~ v~ ~ b~ - -  A~x  + a, und 
die entsprechende Kostenkomponente w/~re ptw~ = piwi* -~ p ~  ~ p~wi*, da 
p~ > 0 ist nach Voraussetzung. Analog beweist man die Op~imalit~ yon (v*, w*),  
falls bi - -  A , x  <= 0 ist. Mit dieser OptimallSsung bilden wir den Erwartungswert 
I ~ ( p ' w * )  und erhalten 

m 

i=1 i=1  A,x<bi  
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Damit geht (4.5) fiber in 

(4.7) { bezfiglich 

was mit (4.2) identiseh ist. 

x ~ O ,  

Damit haben wir gezeigt, dab (4.2) unter der Voraussetzung Pt > 0, i = 1, 
. . . .  m, ein spezielles zweistufiges Problem ist. In (4.2) konnten wir aus praktisehen 
Grfinden stets annehmen, daB p > 0 war. Es wird sich nun zeigen, dab in (4.5) 
diese Annahme auch notwendig ist, wenn dieses Problem sinnvoll sein soll. Dazu 
verallgemeinern wir (4.5) folgendermal~en: 

m i n E [ c ' x  + min (q+'y+ + q- 'Y - I  Y+ - -  Y-  = b - -  A x ;  

(4.8) y+ > 0, y -  _--> 0)] 
bezfiglieh x > 0. 

Ffir dieses Problem gilt nun 

Satz 4. Das lineare Programm der zweiten Stu/e 

rain (q+'y+ + q - ' y - )  

(4.9) beziiglich y+ - -  y -  = b - -  A x, 

y + > 0 ,  y - > 0  

hat dann und n u t  dann eine endliche LSsung, wenn q = q+ + q-  ~ 0 ist. 

Beweis. (4.9) hat  offenbar stets zul/issige LSsungen. Bekanntlieh ist ffir feste 
A, b, x jedoeh die optimale zul/issige LSsung yon (4.9) dann und nur dann endlich, 
wenn das zugehSrige duale Programm mindestens eine zul~ssige LSsung besitzt. 
Dieses Programm lautet  

max (b --  A x)' z 
(4.10) bezfiglieh z < q+, 

- - z < = q - .  

Diese Restriktionen lassen aber offenbar dann und nur dann LSsungen zu, wenn 
-- q- ~ q+ ist, und das ist die Behauptung. 

Damit ist die Bedingung ffir die Endlichkeit der LSsung yon (4.9) unabhi~ngig 
yon A, b und x. Umgekehrt bedeutet das, daB in (4.9) ffir jedes A, b und x der 
Optimalwert der Zielfunktion gleieh -- oo wird, falls die ]3edingung ~ ~ 0 ver- 
letzt ist. Damit verliert aber offenbar (4.8) seinen Sinn, da dann die Zielfunktion 
ffir jedes x ebenfalls gleich --  oo wird. Da in (4.5) q- = 0 war, ist dort die Be- 
dingung q ~ 0 identisch mit p = q+ ~ 0. 

Offenbar ist das in (1.7) angegebene Programm eine Verallgemeinerung yon 
(4.8). Damit wollen wir uns im nachsten Paragraphen befassen. 

w 5. Das allgemeine zweistufige Problem 

Wir wollen nun also das Problem 

m i n E [ c ' x  + ( m i n q ' Y I M Y  = b - -  A x ,  y > 0)] 
(1.7) bezfig]ieh x > 0 
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untersuchen. Da es im allgemeinen zu jedem x ~ 0 und zu jedem A, b mSglich 
sein soll, die Bereichsfiberschreitung b - -  A x durch M y  mit y ~ 0 zu kompen- 
sieren, ist die folgende Voraussetzung gerechtfertigt: 

V 1. Zu jedem z e Rm existiert ein y ~ 0, so da f  M y  = z ist. 
Wir wollen uns iiberlegen, welche Konsequenzen die Voraussetzung ffir die 

Struktur der Matrix M hat. Zun~ehst ist klar, dab M den Rang m haben muI3, 
wobei m die Zeilenzahl yon A und M i s t .  Ferner beweist man leieht das 

Lemma 1. Unter der Voraussetzung V 1 hat M mindestens m + 1 Spalten, 

Beweis. Mit Mi  bezeichnen wir die Spalten yon M. Da M den Rang m hat, 
kSnnen wir annehmen, dab M1 . . . . .  Mm linear unabh~ngig sind. Nehmen wir 
nun an, M habe genau m Spalten, Dann ist mit  ~ > 0, i = 1, . . . ,  m, 

m 

zo ~--- ~. ~i M l  ~ Rm �9 
i = 1  

Der Vektor --Zo a Rm hat  dann wegen der linearen Unabh~ngigkeit der Mt,  
i = 1 , . . . ,  m, die eindeutige Darstellung 

m 

i = l  

im Widerspruch zur Voraussetzung u 1. Also hat  M mindestens m + 1 Spalten. 
I m  weiteren ist es zweckm~fig, zwei Fi~lle zu unterscheiden: M hat  genau 

m + 1 Spalten, oder M hat  mehr als m + 1 Spalten. Ohne Einschr~nkung der 
Allgemeinheit kSnnen wir in diesem Paragraphen annehmen, daft die ersten m 
Spalten yon M linear unabh~ngig sind. 

Satz 1. M habe m + 1 Spalten. Unter der Voraussetzung u 1 sind ]e m Spalten 
linear unabhdngig. 

Beweis. Nehmen wir an, die Spalten M1 . . . . .  Mm-1,  Mm+l seien linear ab- 
hangig. Dana  ist, da M1 . . . .  , Mm linear unabhiingig sind, 

m - - 1  

(5.1) Mm+l = ~ ~l M~. 
i = l  

Naeh u 1 kann man --  Mm als nichtnegative Linearkombination von M1 . . . . .  Mm+l 
darstellen, d.h.  

m + l  

-- Mm = ~ fll Mi  mi t  fl~ ~ O 
i = l  

m m - - 1  

= ~ f i ~ i i  + f l~n+l~giMi nach (5.1) 
i:I i=i 
m-1 

= Z (#~ + #~+~ ~) M~ + #~ M~. 
i:l 

Folglich gilt 
m--1  

(~i 2[- /~m+lO~i) Mi 2[- (1 -~ ~)M m = O. 
i=l 

Also sind, da 1 + ~m > 0 ist, die Spalten M1 .... , Mm linear abh/~ngig im Wider- 
sloruoh zur Voraussetzung. l)araus folgt die Behauptung. 
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Bis jetzt haben wir nur Bedingungen abgeleitet, die ffir das Erfiilltsein der 
Voraussetzung u 1 notwendig waren. Man kann jedoch auch Bedingungen an die 
Struktur yon M stellen, die ffir die Gfiltigkeit von V 1 notwendig und hinreichend 
sind. Seien v, vi Vektoren und 2l Skalare; dann ffihren wir folgende Bezeichnun- 
gen ein : 

K + ( v ~  . . . . .  v~) = {v  Iv = Z ~ v~, ;~ >= 0}, 
i = 1  

~t 

K-(v~ . . . . .  v~) = {v I v = Z ~ ~, ~ < 0}.  
i = 1  

Damit k6nnen wir folgende Aussage beweisen: 

Satz 2. Wenn M genau m ~- 1 Spalten hat, dann i.st /itr Vl  notwendig und gin. 
reichend, daft 

M~+l a K -  (M1 . . . .  , M~) .  

Beweis. Die Bedingung ist notwendig, denn sei 

(5.2) M~+: = ~ ~t lr~. 
i = 1  

Diese Darstellung ist wegen der linearen Unabhgngigkeit yon M1 . . . .  , M m  ein- 
deutig. Wit nehmen nun an, es existiere mindestens ein i =< m, so dab : i  ~ 0 ist. 
Ohne Einschrgnkung der Allgemeinheit k6nnen wit 0r ~ 0 annehmen. Nach u  
gibt es Koeffizienten fii -->--_ 0 derar~, dab 

m + l  

-- M m =  Z ~ M , .  
/ = 1  

Nach (5.2) ist dann 

~ m M m 
- M~ = Z fi~ M~ + ~ §  Z ~ ~ = Z ( ~  + ~§ ~) M~ 

i = 1  i = 1  i = 1  

oder 
m - 1  

(fl~ + flm+l~) M~ + (1 + tim + flm+l O~m) M m  = O. 
i = 1  

Da 1 -~ tim -t- flm+lo:m > 0 ist, sind M1 . . . .  , M m  linear abhgngig im Widerspruch 
zur Voraussetzung. Folglieh ist unsere Annahme falseh. Damit ist die Notwendig- 
keit bewiesen. 

Die Bedingung ist aber aueh hinreiehend. Sei ngmlich 

m% 
(5.3) Mm+l ---- ~ ~l M ,  mit r162 < 0 ffir 1 _< i ~ m, 

i ~ 1  

und sei z ~ Rm beliebig gewghlt. Wegen der linearen Unabhgngigkeit 
M1,  . . . ,  M m  existiert eine eindeutige Darstellung 

(5.4) z = ~ fi/M~. 
i = 1  

VO/I 

18 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6 
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I n  (5.4) sind zwei F~lle mSglich: 

1. fl~ ~ 0, 1 ~ i - -  m;  dann  sind ~ r  bereits fertig, da  z e K + (M1 . . . . .  Mm). 

2. Es  ist mindestens  ein fl~ < 0. 

Wir  miissen nun zeigen, dab  aul~er der Darste l lung (5.4) noch eine Darste l lung 
yon  z mSglich ist, in der alle Koeff izienten n ichtnegat iv  sind. Dazu  suchen wir das 

m a x  - -  
cq 

l ~ i  <=m 

das sicher pos i t i v i s t ,  da  alle ~ < 0 und  mindestens  ein fit < 0 sind. Wi t  k5nnen 

ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit  annehmen,  dab  dieses M a x i m u m  yon fl_~m 
~rn 

erreicht  wird, daI3 also 

/~'~ - -  m a x  fl~ > 0 ist. (5.5) ~m ~ 

Aus (5.3) folgt, da  M 1 , . . . ,  Mm l inear unabhs  sind, auch die lineare Un- 
abhiingigkeit  yon  M1 . . . . .  Mm-1,  Mm+l. Folglich gibt  es fiir z die weitere ein- 
deutige Darstel lung 

m--1 

(5.6) z = ~ ?~ Mi + ?m+l Mm+l .  
i = 1  

Wir  zeigen nun, dab ?, ~ 0 gilt ffir i = 1 . . . .  , m - -  1, m + 1. Setzt  m a n  (5.3) 
in (5.6) ein, so ergibt  sich 

m--1 m m--1 

(5.7) = + 7.  M,  = + + 
i = l  i = l  i = l  

Vergleicht m a n  (5.7) mi t  (5.4), so folgt 

m i m - 1  

i = l  i = 1  

Da M1 . . . . .  Mm l inear unabh~ngig sind, folgt aus (5.8) 

{5.9) fi* = ?i + ?m+l ~ , 1 <-- i ~ m --  1, 

(5.10) /~m = ?m+l O~m. 

Folglich ist nach (5.5) und  (5.10) 

(5.11) 7m+l = tim > 0 
C~m 

und  nach (5.9) und  (5.5) 

fl~ > 0 ;  (5.12) ~ = fl~ - ~, ~ = 

also ist z e K + (M1 . . . . .  Mm-~,  Mm+l). D a m i t  ist  dcr Satz vollsti~ndig bewiesen. 
H a t  M mehr  als m + 1 Spalten,  dann  gilt eine ~hnliche Aussage. 

Satz 3. Hat M m + n Spalten (n > 1), dann ist /fir V1 notwendig und hinreichend, 

daft es Koe]/izienten ~ ~ 0 gib$, i = m + 1 . . . .  , m + n, so daft 

m + n  

(5.13) Mm+n+l = ~ 5~ M~ ~ K -  (M1 . . . . .  M~n). 
i = m + l  
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Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Denn wenn wit start  der Matrix 
M ~ (M1, . . . ,Mm+n) die Matrix M* = (M1 . . . .  , Mm,  Mm+n+l) betrachfen, 
dann gibt es nach Satz 2 zu jedem z ~ Rm nichtnegative Koeffizienten fil . . . . .  tim, 

tin+n+1 derart, dal~ 

Z = ~ ~i M i  -~ tim+n+1 J i m + n + 1  

(5.14) i=1 m+n 
-~ ~ fl~ Mi  + tim+n+1 ~ (~ Mi nach (5.13). 

i = 1  i = m + l  

Folglich ist z ~ K+ (M1 . . . .  , Mm+n). Die Bedingung ist aber auch notwendig. Sei 
n~ralich z e K -  (M1 . . . . .  Mm), also 

z =  ~ M (5.15) i 
i = 1  

Nach V 1 gibt es Koeffizienten ~i, so dab 
m + n  

(5.16) z =  ~ ~iMl mit  
i = 1  

Vergleicht man (5.15) mit (5.16), so folgf 

f i t < 0 ,  i =  l , . . . , m .  

~ t ~ 0 ,  i = l  . . . . .  m + n .  

m m+n 

i = 1  i = 1  

oder 
m ~ n  

(5.17) ~ (fli -- Oi) M~ = ~ 6iMp. 
i=l i=m+l 

Da fii < 0 und 5t ~ 0 sind, ist (5.17) mit der Bedingung (5.13) identisch. 
Auf Grund der Si~tze 2 und 3 k6nnen wit nun die recht allgemein gehaltene 

Voraussetzung Vl  durch die i~quivalente Voraussetzung V2 ersetzen. 
V2. In der Matrix M m i t m  + n Spalten (n ~ 1) sind -- eventuell nach Um- 

ordnung -- die ersten m Spalten M1, . . . ,  Mm linear unabhi~ngig, und es gibt eine 
nichtnegative Linearkombination der Spalten Mm+l . . . . .  Mm+n, die in 
K- (M1,  . . . ,  Mm) liegt. 

Nachdem wir nun wissen, outer welcher Voraussetzung das Programm 

rain q' y 

(5.18) bezfiglich M y  = b -- A x  

y=>0 

zu jedem b, A, x eine zul~ssige L6sung hat, wollen wir fragen, unter welchen Be- 
dingungen (5.18) eine endliche optimale LSsung hat. Das ist bekanntlich dann 
und nur dann der Fall, wenn sowohl das primiire Programm (5.18) als auch das 
dazu duale Programm 

/ max (b -- A x)' z 
(5.19) / bezfiglich M" z g q 

18" 
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zulassige LSsungen haben. Ob (5.19) zul~ssige LSsungen hat oder nicht, h&ngt 
offenbar nur von M und q, jedoch nicht yon A, b und x ab. Wit haben also wieder 
die schon im vorigen Paragraphen geschilderte Situation: Genfigt M zwar der 
Voraussetzung u aber lassen M und q keine zul~ssige LSsung yon (5.19) zu, so 
hat (5.18) zu jedem A und b eine unendliche LSsung, und (1.7) wird damit sinnlos. 
Dazu l~Bt sich folgende Aussage beweisen: 

Satz 4. M habe m ~ 1 Spalten und gen~ge u Sei daher 
~n 

M m + l = - - ~ a i M ~  mit ~ > 0 ,  i = l , . . . , m .  
i = 1  

Das Programm (5.18) hat genau dann eine endliche L6sung, wenn gilt: 

(5.20) ~ ~ q~ ->_- - qm+l. 
i = 1  

Beweis. Die Bedingung (5.20) ist notwendig. Denn wenn (5.18) eine endliehe 
L6sung hat, dann existiert eine zuls L6sung yon (5.19), z. B. z0, ffir die also 

t 
Mizo~_ qi, i =  l , . . . , m  + l (5.21) 

gilt. Aus (5.21) folgt 

(5.22) 

und 

(5.23) 

m 

Mm+lz0 = -- ~ i M ~  zo <= qm+t 
i = l  

~b m 

i=I i=l 

Aus (5.22) und (5.23) folgt (5.20). 
Die Bedingung (5.20) ist aber auch hinreiohend. Wir zeigen: Hat  {5.19) keine 

zuli~ssige L6sung, dann ist (5.20) verletzt. Daraus folgt: Ist (5.20) erffillt, darm 
mu• (5.19) eine zul~ssige und daher wegen u  (5.18) eine endliche optimale 
LSsung haben. 

Wir nehmen also an, (5.19) babe keine zuls L6sung. Wegen der linearen 
Unabh~ngigkeR yon M~ . . . . .  Mm hat das System 

p 

M t z = q i  , i = l , . . , m  

eine eindeutigo LSsung z0. Auf Grund unserer Annahme gilt 
l 

M~m+lzo > qm+l. 
Daraus folgt 

~b t m 

i=I i=i 

Also ist (5.20) verletzt. Damit ist der Satz bewiesen. 
Dieser Satz lgB~ sich nur teilweise fiir Matrizen M mit mehr als m + 1 Spalten 

verallgemeinern. 
Satz 5. M babe m q- n Spalten (n > 1) und geniige u  Es gelte daher 

m §  m 

= - -  X >= O, > O. 
i=m§ i=i 
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Da/i~r, daft (5.18) eine endliche L6sung hat, ist /olgende Bedingung notwendig : 
m m + n  

(5.24) y ~, q, > - ~ / 3 ,  q, .  
i = 1  i = m + l  

Beweis. H a t  (5.18) eine endliche LSsung, so ha t  (5.19) eine zulKssige L6sung z0: 
t M, zo <=q,, i----1 . . . . .  m + n. 

Daraus folgt 
m + n  m + n  

/3, 2 , zo < y ~, ~, 
i = m + l  i = m + l  

und 

also 

m + ~  t ~ m 
~./3, M,  zo = - -  2 ~' M~ zo > - -  2 ~ ' q ' ,  

/ = m + l  / = 1  / = 1  

m m + n  

- Y ~,q, H 5,/3, q,, 
i = I  i = m + l  

was zu beweisen war. 
Da$  Bedingung (5.24) im allgemeinen nicht  hinreichend ist, zeigt das folgende 

Beispiel. 

( 1 1 --1 - -~)=(M1,M2,M3,Ma)  Sei M = _ 1 1 2 " 

Offenbar gilt 
Ma + Ma = - -  (M1 + M2).  

Nach  der Bezeichnungsweise in Satz 5 ,st also 

f13 = / 3 4  = ~1 = ~ = 1 ,  

und M genfigt g 2. Sei ferner 

q l = q z = q s = l ,  q 4 = - - 2 .  

l~olglieh ,st 

C~l ql + g2 q2 = 2, 
f13 qa +/34 q4 = - -  1. 

Dami t  ,st (5.24) erffillt. Die Restr ikt ionen yon (5.19) lauten bier 

Zl - -  Z2 H 

Zl -~ Z2 H 

- -  z l  + 2z~  < 

- -  Zl - -  2 z2 < 

Sei z2 > 1. Dann  folgt aus den 

2. zi < 
3.  Z l ~  

Ffir z2 < 1 ergibt sich aus 

2. z l <  
4. z l >  

1, o d e r a u c h  1. Z l <  l + z 2 ,  
1, 2. z l ~  l - - z 2 ,  
1, 3. z l > - - l + 2 z 2 ,  
- - 2 ,  4. z l >  2 - - 2 z 2 .  

Restr ikt ionen 

l - - z 2 < 0 ,  
- - 1 + 2 z 2 > 1 .  

1 - -  Z2, 

2(1 - -  z2) > 1 - -  z2. 
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Damit wiirde gelten 
Zl > 1 --  z2 > Zl.  

In  beiden F/illen (z~ > 1 und z2 < 1) kommen wir also auf Grund der Restrik- 
tionen zu einem Widerspruch. Daher hat hier (5.19) keine zul/issige und folglich 
(5.18) keine endliche L6sung. 

Auf Grund dieser Sachlage wird man sich in den in Satz 5 behandelten F/illen 
yon Mal zu Mal eine geeignete hinreichende Bedingung verschaffen miissen (wie 
das auch im vorigen Paragraphen in Satz 4 geschah), sofern nieht die offensichtlich 
hinreiehende Bedingung q >=0 erffillt ist. 

Wir haben bereits erw/ihnt, dab das Problem (1.7) unter der Voraussetzung 
V2 sinnlos ist, wenn (5.19) keine zul/issige LSsung hat. Daher machen w~r in 
Zukunft die Voraussetzung 

V3. In  (1.7) erffillt die Matrix M die Voraussetzung V2, und (5.19) hat eine 
zul/issige LSsung. 

Es zeigt sieh nun, dab man mit V3 mehr als nur die Endliehkeit der LSsung 
von (5.18) erreieht. Dazu schreiben wir die Zielfunktion yon (1.7) in der Form 

(5.25) ~' x ~- S (b -- A x)' Zopt d P ,  

wobei P die Verteilung yon (A, b, c) und (b -- A x)'Zovt zu jedem (A, b) der 
Optimalwert der Zielfunktion in (5.19) und daher gleieh dem Optimalwert yon 
g'y in (5.18) ist, sofern u  gilt. Zopt h/ingt natfirlieh yon A, bab .  Im fibrigen sei 
daran erinnert, dab nach Voraussetzung die Erwartungswerte A, b, ~ existieren. 
Damit beweisen wit 

Satz 6. Unter der Voraussetzung u  ist die Funkt ion (5.25) /iir jede8 x ~ Rn ,  
endlich. 

Beweis. Wir zeigen zun/~ehst, dab der zul/issige Bereich von (5.19) beschr/inkt 
ist. Sei z0 zul/issig in (5.19). Es gilt also 

t 
M e z o < q i  i - = l  . . . . .  m ~ - n .  

W/ire nun der zul/issige Bereich yon (5.19) unbesehr/inkt, so g/ibe es ein Azo # 0, 
so dab 

{5.26) MiAzo  < 0 i ---- 1 . . . .  , m ~- n .  

Nach u  existieren fie > 0, ~l > 0 derart, dab 

m §  m M 
( 5 . 2 7 )  M e  = - -  

i = m - ~ l  e = l  

ist. Aus u  fotgt auSerdem, dab ffir mindestens ein i ~ m 
f 

(5.28) M e Azo < 0 

gilt. Aus (5.26) bis (5.28) folgt 

O >  ~ f l t M ~ d z o - = - - ~ M i z J z o > O .  
i = m + l  e = l  

Wegen dieses Widerspruches kann es ein solches Az0 nicht geben. Also ist der 
Bereich besehrgnkt. Folglich gibt es eine Zahl y ~ 0 derart, dal3 ffir ]edes zu- 
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l~ssige z grit: 

I~1 =<~ 
Damit  gilt ffir (5.25) mit  z = zopt 

i = l , . . . , m .  

I ] (b  - Ax) '  zdP] ~ f l  (b -- Ax) '  z[ dP 
m %, 

= f l ~ (b, -- ~, Aijxj) z, I dP 
(5.29) i = 1  1 = 1  

<=~ fJb,--~A,jxsldP. 
i = 1  ] = 1  

I)a nach Voraussetzung ffir jedes feste x a Rn jedes der Integrale unter  dem 
Summenzeichen existiert,  d. h. einen endiichen Wer t  hat ,  ist der Satz bewiesen. 

Da ~ nun  wissen, dab (5.25) zu jedem x einen endlichen Wer t  hat,  k6nnen 
wir leicht folgenden Satz beweisen: 

Satz 7. Unter der Voraussetzung V3 ist die Ziel/un/ction von (1.7) /convex in x. 
Beweis. Wir schreiben die Zielfunktion yon (1.7) in der Form 

~' x + j 'Q(x ,A,b)  dP 
mit  

Q(x,A,b)  = minq' y 
bezfighch 

M y = b - - A x  
y ~ O .  

Wir brauchen nur  zu zeigen, dai~ ]Q(x, A,  b) dP konvex in x ist. Zunachst  is~ 
Q(x, A,  b) konvex in x. Seien x 1 und  x 2 lest vorgegeben. Dann existieren nach V3 
endliche optimale L6sungen yl  und  y2 mi t  

Q (x~, A, b) = q' y~ | 

= b - - A x ~ i  i = 1 , 2 .  

Sei nun 

Dann gilt 

x = ) , x l - ~ - ( 1 - - ~ ) x  2, 0 < ~ < 1 .  

M ( ~ y  1 + (1 -- ~)y2) ----b-- A ( ~ x  1 + (1 - -  ~)x 2) 
yl  + (1 - -  4) y2 ~ 0.  

Folglich gilt 

(5.30) Q(~,A,b) G , ~ q ' y l + ( 1 - - ~ ) q ' y e - = ~ Q ( x l ,  A , b ) + ( 1 - - ~ ) Q ( x 2 ,  A,b) .  

Also ist Q (x, A, b) konvex in x ffir jedes (A, b). 
Aus (5.30) folgt nach einem bekannten  Satz der Integrat ionstheorie  

f Q (~ x 1 + (1 - ),) x 2, A,  b) dP <= ,~ f Q (x 1, A, b) dP + (1 -- ,~) f Q (x 2, A, b) dP ,  

und das wollten wir zeigen. 



264 P. KALL: 

w 6. Zur Differenzierbarkeit der Zielfunktion 

Wit wissen nun, dab es sich bei (1.7) unter vernfinftigen Voraussetzungen um 
ein konvexes Programm handelt. Zum LSsen solcher Programme ist es sehr nfitz- 
lich, daI3 die Zielfunktion differenzierbar ist. Unter einer zuss Voraus- 
setzung fiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung P ( A ,  b) wollen wit das zuns 
ffir den in w 4 behandelten Sonderfall beweisen. 

Satz 1. Sei in (1.7) M = (E, - - E ) ,  und sei V3 er/i~llt ( E  ist die m-reihige 
Einheitsmatrix).  Ist  das Wahrscheinliehkeitsma[3 P (A, b) absolut stetig in bezug au/  
das Lebesgue.Ma/3 i~(A, b), in Zeichen P ~ tt, dann ist die Ziel/unktion in (1.7) 
i~berall stetig di//erenzierbar nach x~, i ~ 1 . . . . .  n. 

Beweis. Das Notprogramm hat das duale Programm 

max ~ (b~ -- A~ x) z~ 
(6.1) bezfiglich ~ = 1 

- -  qT < zl <--_ q + i = l,  . . . ,  m .  

Darin ist A~ die i-re Zeile yon A. Nach Voraussetzung V3 hat (6.1) eine zul~ssige 
L6sung; also gilt 

q~ = q~+ + qi- _>- o ,  i = 1 . . . . .  m .  

Sei z* eine optimale L6sung bei gegebenem A, b, x. Da wir in (6.1) maximieren, 
muB gelten: 

(6.2) z / * = [  q+ falls b l - - A i x > 0  
--q~- falls b i - - A l x < O  i = l , . . . , m .  

In (6.2) sind die Komponenten yon z* noch unbestimmt, ffir die bl - -  A i x  = 0 
gilt. Da die Punkte (A, b), ffir die bi - -  A~x --~ 0 gilt, bei festem x eine/x-Null- 
menge und daher nach Voraussetzung eine P-Nullmenge bilden, k6nnen wir (6.2) 
erg/inzen zu 

/ q+ falls b ~ - - A i x > 0  
Z~ --q~- falls b , - - A i x < O  i = l , . . . , m .  

k 

Die Zielfunktion yon (1.7) hat damit folgende Gestalt: 

(6.3) ~(x )  = f e ' x d P ( A ,  b, c) A- 
m 

A - ~ {  f ( b t - - A i x )  q + d P ( A , b ) - - ~ ( b I - - A ' x ) q ~ - d P ( A , b ) }  
i=1 b~--A~x>O bi--A~x~_O 

m m 

= ~ ' x A - ~ , ( b ~ - - A ~ x ) q + - - ~ , ~  ~ ( b i - - A t x ) d P  
i=1 i = l  b~--A~x<O 

Wenn jedes der Integrale J~(x) = ~ (b~ --  A tx )  d P  stetig nach xi, ] = 1 . . . . .  n, 

differenzierbar ist, dann gilt dasselbe offenbar ffir ~b(x). Sei Axj . 0 und 

A x  = (0 . . . . .  A x j  . . . . .  0 ) ' .  

Wit definieren 
= {A, b I b~ - -  A~x g A~Ax}  

!8 = {A ,b  ]b~ - -A~x  <=0). 
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D a m i t  is~ 

J~ (x + Ax)  --  J~ (x) = f (b~ - -  A~x  - -  A~ A x ) d P  --  ~ (bi - -  A~ x ) d P  
9~ ~3 

= --  f A ~ A x ~ d P  + .~ (bj - -  A~x  - -  A i A x ) d P  - -  

- ~ (b~ - -  A ~ z ) d P  = - -  ~ A ~ A ~ d P  + 
~n~ ~3 

+ .~(b, - -  A , x  - -  A i A x )  d P  --  f (b ,  - -  A , x  - -  A i A x )  dP.  
2n~ ~n~  

D~her ist 
&(x + Ax) -- &(x) 

- -  - -  - -  f A ,~dP  + R(Ax~) Ax~ ~3 

mi~ 

A, )aP-fg- \ Ax~ 

Offenbar ist  

(6.4) { ~  n ~ :  { A ' b l A i I A x t  < b i -  A*x  ~ O} 
n ~ - - - -  { A , b [ 0  < b t - -  A t x  <=A~IAxj}.  

Auf  Grund  yon (6.4) k6nnen wir nun  R(Axr absch/~tzen, wobei wJr zwei F/file 
unterscheiden:  

a) Axj  > O. 

Dann  gilt 

R (Axj) < f (Aij - -  A~j) d P  - -  f (A~j - -  A~j) g P  = 0 
~n~ ~.n~ 

R(Ax i )  ~ .~(0 - -  Ali)  d P  --  f (O --  Aii) d P  = --  .~A , jdP  + f A ~ j d P .  

b) Ax j  < O. 

R (Ax j )  ~ f (O --  A , j ) d P  - -  f (O --  A , j ) d P  = --  f A~ ldP  + f A l i d P  
~n~ ~n~ ~n~ ~nV3 

R ( A x j )  >= f (A i  s - -  A~j) d P  - -  ] (A~ s - -  A~j) d P  = O. 
~Jn~ ~n~ 

N u n  mfissen wir beachten,  dab  die in (6.4) definierten Mengen noch yon Ax j  
abhgngen.  Offenbar gilt 

l im 9X n ~ = { A ,  b I b~ - A , x  = 0} ---- @ 
Axl--+0 

lira ~ n .~ = {A,b [ 0 < b i  - - A ~ x  ~ 0 }  = ~ .  
Ax~--+O 

ist eine Hype rebene  des R ( A ,  b), und  ~ i s t  leer. Folglich gil t /z(G) = / z ( ~ )  = 0 
und  nach Voraussetzung daher  P (~) ---- P ( ~ )  = 0. Daraus  folgt sowohl un te r  a) 
als auch unter  b) l im/~  (Axj) = 0. Folglich ist J t  (x) differenzierbar nach xi, ~" = l ,  

Axf--->O 
. . . .  n, und  es gilt  

(6.5) ~J~ (x) _ f A ~  d P .  
~Xj b~--A~x<= 0 
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DaB diese Ableitung stetig in x ist, sieht man sofort: Mi~ beliebigem Ax ist 

~Ji(x + Ax) ~J~(x) 
Oxj Ox~ f A~idP ~- f A~jdP = -- f A i t dP  @ f A i ldP .  

b~--A~x~_A~Ax b,--A*~_O O<b~--A,x~A~Ax A,zlx<bi--A~x~O 

Ffir I Axl --> 0 sind die Integrationsbereiche, wie wir sahen, P-Nullmengen, so dab 
die beiden In~egrale gegen Null streben. Damit ist der Satz vollstgndig bewiesen. 

Es liegt nun nahe zu vermuten, dal~ eine zu Satz 1 analoge Aussage ffir das 
allgemeine zweistufige Problem (1.7) richtig ist. Allerdings verlguft der Beweis 
]tier anders. Wir ben6tigen dazu die folgenden Sgtze der Integrationstheorie : 

Satz 2. Ist { /n} eine Folge integrierbarer Funlctionen, die dem Marie nach -- oder 
last i~berall -- gegen I konvergiert, und existiert eine integrierbare Funlction g (x) 
derart, daft I ln (x) l • I g (x)] last i~berall gilt liar n = 1, 2 . . . . .  dann ist I integrierbar, 
und {ln} konvergiert im Mittel gegen 1. 

Den Beweis dieses Satzes finder man z. B. bei ItALMOS: ,,Measure Theory",  
S. 110. Auf diesen Satz stfitzt sich das folgende bekannte Theorem: 

Satz 3. S e i /  (x, t) liar ]edes t aus :t g t g fi integrierbar in bezug aul das be- 
liebige Marl #. Existiert liar alle x ~ Rm mit Ausnahme einer [~-Nullmenge ~ die 

a/ (x, to) bei lestem to e (~, fi) und gibt es eine integrierbare, partielle Ableitung 

Funktion h(x) derart, daft liir alle hinreichend kleinen I Atl > 0 stets 

t(x, to + At)At -- l(x, to) <= h(x) 

last i&erall gilt, dann ist cf (t) ~ ~ l (x, t) d/~ in to dil/erenzierbar, und es gilt 

[ .  af ~o' (to) = J ~ i  (x, to) d/~. 

Nachdem wit nun die ttflfsmittel bereitgestellt haben, k6nnen wir den vermuteten 
Satz beweisen. 

Satz 4. F//r das Problem (1.7) sei V3 erliillt. Ist P(A ,  b) ,.~ I~(A, b) --  #(A, b) 
ist wieder das Lebesgue-Mari --,  dann ist die Ziellunktion yon (1.7) i&erall stetig 
dillerenzierbar nach x], ] ---- 1 . . . . .  n. 

Beweis. Die Zielfunktion in (1.7) lautet 

E[c' x ~- Q(x,A,b)] = g '  x ~- E (Q(x ,A ,b ) ) .  

mit  
Q (x, A, b) = min q' y 

bezfiglich 
(6.6) M y = b - - A x  

y>=O. 

Offenbar genfigt es zu zeigen, dag E(Q(x,  A, b)) stetig differenzierbar ist. Wir 
wghlen ein festes x und zeigen zungehst, dab E(Q (x, A, b)) in x differenzierbar ist. 
Unter der Voraussetzung Y3 ist, wie wir wissen, die optimale L6sung yon (6.6) 
zu jedem festen A, b und x endiich. Folglieh gibt es eine zu dieser L6sung gqui- 
valente Basisl6sung. Es existiert also eine Basis B aus m linear unabhgngigen 
Spalten yon M derart, dab der Vektor ~/aus den nieht zu B geh6renden Kompo- 
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nenten von y gleich dem Nullvektor ist, w/ihrend fiir den Vektor ~ aus den iibrigen 
Komponenten gilt: 

= B - 1  (b - -  A x) >_ 0 .  

Setzen wir Nichtdegeneration voraus, so gilt 

j = B - 1  (b - -  A x) > 0 .  

In diesem Falle mug, da wit eine 0ptimall6sung vor uns haben, das Simplex- 
Kriterinm 

(6.7) ~' B -1 M~ ~ q~ 

gelten f/Jr alle i (q ist der Vektor aus den zu B geh6renden Komponentcn yon q). 
Wenn eine Basis der Bedingung (6.7) geniigt, wollen wir sie eine 0ptimalbasis 
nennen. 

Nun sondern wit aus M mit Hilfe der Bedingung (6.7) alle 0ptimalbasen aus 
und bezeiehnen sie mit B1 . . . .  , Br. Dazu bemerken wit, daB, wenn zu einem (A, b) 
die optimale Basisl6sung nieht Ms Basisl6sung einer dieser 0ptimalbasen dar- 
gestellt wird, diese L6sung degeneriert sein mug. Denn sei die entsloreehende 
Basis B + Bi, i = 1 . . . . .  r. W/ire nun B-1 (b --  A x) > 0, so miigte (6.7) gelten, 
and folglich ware B doeh eine Optimalbasis entgegen der Annahme. Folglieh mug 
mindestens eine Komponente yon B -1 (b --  A x) gleich Null sein, was bedeutet, 
dag (A, b) in einem linearen Teilraum des Raumes R (A, b), also in einer #-Null- 
menge und damit nach Voraussetzung in einer P-Nullmenge, liegt. Wit definieren 
folgende Mengen: 

~31 = {A,b[  B f l ( b - -  Ax) > 0} 
!32 = {A, b ] B21 (b -- A x) > 0} -- !31 
~a = {A, b l B [ ~ ( b - -  A x )  > 0}- -  (~1 u ~32) 

r - -1  

~ = {A ,b  I ~ ;~ (b  --  Ax )  > O} - - U  ~ 
k = l  

Die Punkte (A, b), die zu keiner dieser Mengen ~i geh6ren, ffihren, wie wit sahen, 
zu degenerierten L6sungen und geh6ren folglieh einer yon endlieh vielen/z- und 
damit P-Nullmengen an. 

Auf o ~ gilt 
/ = 1  

(6.8) Q ( x , A , b ) = ~ l ' B ( l ( b - - A x ) ,  falls ( A , b ) ~ .  

ist bier offenbar der Vektor aus den zu Bi geh6renden Komponenten von q. Sei 

A x  = (0 . . . . .  Axj ,  .. ., O)' und Axj  * O. 

0ffenbar ist Q (x, A ,  b) in x s differenzierbar, falls (A, b) E !3/, i ~- 1 . . . .  , r. Es gilt 
nach (6.8), wenn Aj die ]-te Spalte yon A ist, 

(6.9) ~OQ (x, A ,  b) = - -  (~' B ~ I A I  falls (A, b) e !3i, i = 1 , . . . ,  r .  
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Es existiert also fiir alle (A, b), die nicht in ~ = R(A, b) -- u ~3~ liegen, die 

0Q (x, A, b), und es gilt P(~R) = 0. ~=1 partielle Ableitung 

Nun miissen wir die Differenzenquotienten abseh/itzen. Dazu definieren wir mit 

d = b - - A x  

die Mengen 

{d[B~ld>=O} i - - 1 , . ,  r 

Fiir diese Mengen gilt: 

1.~3'  i i s t  konvex. 
r 

2. u ~ = Rm, und jeder Randpunkt von ~i ist Element mindestens einer 
i = 1  

anderen Menge ~ . ,  i # ?'. 

Die erste Behauptung ist offensiehtlich richtig. Die zweite ergibt sich ohne 
weiteres aus der Voraussetzung V3. 

Nun ist 

b - -  A x - -  Ar I = d - -  A I A x  I = d*(Axj).  
t 

GehSrt d zu einer bestimmten Menge ~3il so bestimmen wir das maximale 
I Ax l <= I xjl de art, daa d* (Axe) noeh zu ~1 gehSrt, wobei sign AxJ = sign Axj 
sein sell. Entweder ist Ax~ = Ax i, oder < I~xjl und d*(Ax 1) ist ein 

/ t l~andpunkt yon ~il. Naeh 2. geh6rt dann d* (Ax J) zu einer anderen Menge ~3i~ , 
auf der wir die eben gesehilderte Prozedur wiederholen. Wegen der Konvexitgt  
der ~3' i miissen wir naeh rl  =< r Schritten zu dem I{esultat Ax~ ~ = Axj gelangen, 

t 
wobei also d* (Axj) ~ ~3,r~ ist. Beaehten wit noeh, dab auf dem Durehsehnitt yon 

/ 

~3~ und ~j die den beiden Mengen entspreehenden Basisl6sungen den gleiehen 
Wert der Zielfunktion Q(x ,A ,  b) ergeben miissen, dann ergibt sieh f/it den 
Differenzenquotienten mit A x ~ = 0 

Q(x + Ax, A,b)--Q(x,A,b) ~'B~: d*(Ax~)--~'B~ 'd*(O) ] 

I~x~l 
T1 

5? - ~'B$ ~ (A4-  zx~-~) Aj 

(6.10) -- ]Axj[ 

< IAJI" I@' B- l -< I A J l  " ]@' BCXl 
v=l i=I 

k = l  i = l  

Da diese Abseh/itzung ffir jeden Punkt  (A, b) e R (A, b) gilt, und da naeh Voraus- 
setzung die A,~ und daher 

i l  ~'B~-I[ �9 i I / , , l  
i=I i=1 
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integrierbar sind in bezug auf P, und da, wie wir wissen, Q (x, A, b) fiir jedes x 
P-integrierbar ist, k6nnen wir Satz 3 anwenden und haben damit die Diffe- 
renzierbarkeit yon Q(x)-= E(Q(x,  A, b)) bewiesen. Es gilt dann naeh Satz 3 
uncl (6.9) 

(6.11) aQ ( x ) = - -  ~ f q ' B ~ l A j d P ,  ] = 1  . . . .  , n .  
Ox3" i = l  ~ 

Um die Stetigkeit zu beweisen, miissen wir beaehten, dab naeh Definition ~ 
yon x abh~ngt. Mit einem beliebigen Vektor Ax ist daher 

j i=1  [ N~(x + Ax) ~3~(x) 

Analog wie friiher strebt die symmetrische Differenz der Mengen ~ (x -~ Ax) und 
~i(x), also (~3~(x ~- Ax) n ~ ( x ) )  u (~i(x  Jr Ax) r ~3i(x)), mit I x[- 0 
gegen eine Menge vom #-MaB Null, also aueh gegen eine P-Nullmenge. Daraus 
folgt die Stetigkeit der Ableitung sofort. 

w 7. Ungleichungen 

Man kann nun auf die Idee kommen --  und das geschieht ja praktisch in den 
meisten linearen Programmen -- ,  die zufi~lligen Variablen in (1.7) durch ihre Er- 
wartungswerte zu ersetzen. Wenn das Optimum des dadureh entstehenden linearen 
Programms end]ich ist, dann hat  man zwar im al]gemeinen keine L6sung des 
urspriinglichen Problems (1.7). Man erh~lt jedoch dann die M6glichkeit, den 
Optimalwert der Zielfunktion yon (1.7) nach oben und unten abzusch~tzen. Dazu 
beweisen wir folgenden 

Satz 1. Sei x ~ Rm ein Velctor zu/iilliger Variabler, deren Erwartungswerte 
existieren. Sei y ~ ~ ein Velctor yon Parametern, und sei [(x, y) /i~r jedes (x, y) 
endlich und [iir jedes [este y konvex in x. Existiert E [/(x, y)]/iir  ]edes y, und existiert 
] (s Y) -= min ]  (2, y) mit s = E (x), dann gilt 

yew 

/(2, y) =< in fE / (x ,  y) <= El (x ,  y).  
ye!3 

Beweis. Sei Qn -- {x I -  n ~ xj < n; ~ = 1, . . . ,  m}. Wir definieren eine Folge 
vektorwertiger Funktionen {x n, ~(n)} folgendermaBen: 

~ <=xJ< 2 ~ ; x e Q , ;  

(7.1) x~ ,~(n) ____ i = --  n .  2 ~(n) . . . .  , n .  2 ~(n) --  1 

[0 sonst 

f i i r ]  = 1, . . . ,  m. Uber v (n) setzen wir vorli~ufig nur voraus, dab v (n) eine nat/ir- 
liche Zahl ist, und dab v(n-[-1)  > v(n) gilt. Offenbar konvergiert {x ~',~(~)} 
iibera]l gegen x f/Jr n -+ c~. Ferner grit  

1 
< fal ls  

und 

I - x j l  - I JI sonst .  
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Also gilt fiberall 

Ix ' (n)l --< 1-51 + 1. 

Da nach Voraussetzung ]xjI -~ 1 integrierbar ist, konvergiert naeh w 6, Satz 2 
{x~, ~(u)} im Mittel gegen xf, d. h. t ~ jr -~*n"(n) dP} konvergiert gegen SxdP = ~. 

Zu festem y ~ !3 definieren wir nun die Treppenfunktionen 

{/(x n,~ (n), y) falls x e Qn 
(7.2) l n ( x 'Y )=  /(O,y) sonst. 

Auf Grund der Voraussetzungen ist /(x, y) fiberall stetig in x. Daher konvergiert 
{/n(x, y)} fiberall in Rm gegen/(x,  y) ffir n--> co. Ferner kann man wegen der 
Stetigkeit zu jedem n die Zahl v (n) so groB wi~hlen, dab zu festem ~ > 0 gilt: 

[ / (x, y) - - / n  (x, y) I <---- ~ falls x ~ Qn. 

AuBerdem grit 

I /~(x ,y) - / (x ,y)  I <= ]/(x,y) I + I / (0,y) l  falls x ~ Q n .  

Damit haben wir bei passender Wahl von v (n) allgemein 

[/~(x,v)r =< l/(~0v)l + 1/(0,v)l + ~ .  

Da nach Voraussetzung ] / (x, y) I P-integrierbar ist und das gleiche fiir die Kon- 
stante I/(0, Y) I ~- e gilt, konvergiert wieder nach w 6, Satz 2 {/n(x, y)} im Mittel 
gegen ] (x, y). 

Dutch die Definition yon x u (die Zahl v (n) kSnnen wit nun fortlassen, da sie 
dutch n bestimmt ist) ~ r d  der Quader Qn in endlich viele, z. B. r (n), Quader 
QJn, ] -~ 1 . . . . .  r(n), unterteilt, aus denen nach (7.1) je ein Eekpunkt xn,t ausge- 
w~hlt ~ r d .  Die Menge der Punkte x, die nicht zu Qn gehSren, bezeichnen wir 
mit QO und setzen x n,~ = O. 

Wegen der Konvexit~t yon ] (x, y) in x gilt dann 

r(n) 
Sin(x, y )dP  -~ ~{(xn,J, y) P(QJn) 

]=0 
r(n) 

/ ( ~, xn'~ P ( Q~), y) 
j=O 

= / ( ] x  n dP, y). 

Daraus und aus der Stetigkeit yon / folgt dann 

S ] (x, y) dP : lim ~/n (x, y) dP ~ lim / (] x n dP, y) 

= / ( l i m  SxndP,  y) -~ /(~ xdP,  y), 
~,- - ->oo 

also 

(7.3) ](E(x), y) ~ El(x ,  y). 

Nun gilt ffir jedes y ~ 

rain/(Ex,  y) = l (Ex,  ~]) <= I(Ex,  y). 
ye!8 
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Nach (7.3) grit dann ffir jedes y e !~ 

I (Ex,  y) ~ E/(x ,  Y) 

und folglich 

/ (Ex ,  ~) ~ in fE / (x ,  y). 
y e ~  

Das ist der erste Teil der Behauptung. Da der zweite Tell 

in fE / (x ,  y) ~ E/(x ,  ~]) 
y e ! ~  

trivial ist, ist der Satz bewiesen. 
Diesen Satz wollen wir nun auf unser Problem (1.7) anwenden. Dazu bezeich- 

nen wir die Zielfunktion mit 

Q(x,A,b,c)  = c' x + m i n ( q ' y ] M y  = b- -  Ax ,  y ~ 0). 

Wir haben vorausgesetzt, dal3 A, b, ~ existieren und wissen, dab unter der Voraus- 
setzung V3 die Funktion Q(x, A, b, c) ffir jedes (x, A, b, c) endlich ist, und dab 
E Q (x, A, b, c) ffir jedes x existiert. Iqun zeigen wit 

Satz 2. Sei V3 er/i~llt. Dann ist Q(x, A, b, c) konvex in (A, b, c)/i~r ]edes x. 
Beweis. Wir brauchen nur zu zeigen, d~l~ 

(7.4) Q(x,A,b)  = min(q 'y]  My---- b - -  Ax ,  y ~ O) 

konvex in A, b ist. Dazu w~hlen wit ein festes x, zwei Punkte (A 1, bl), (A 2, b 2) 
und ein 2 mit 0 < 2 < 1. Zu (Ai, b i) mSgen die LSsungen y~ (i ~ 1, 2) gehSren. 

Nun betrachten wir (A, b) = 2(A 1, b 1) + (1 -- 2) (A 2, be). Fiir ~) = 2yl  + (1 -- 2)y ~ 
gilt, da die y~ L6sungen yon (7.4) mit (A, b) = (A i, bi), i = 1, 2, sind, 

M y  = 2(b 1 -  Alx)  + (1 -- 2) (b 2 -  A2x) = b - -  ~tx 

und 

Folglich gilt 

q' ~/ ~ Q ( x, ~4 , [~ ) . 

Das bedeutet aber 

Q(x,~i,[,) <= 1Q(x, Al,  b 1) + (1 -- 2) Q(x, Ae, be), 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Da nun alle Voraussetzungen gegeben sind, k6nnen wir ohne weiteres Satz 1 

anwenden, und erhalten 

Satz 3. In  (1.7) sei die Voraussetzung V3 er/i~llt. Ferner existiere 

min Q(x ,~ ,[ , ,~) - -  Q(x ,A,b ,~) .  
x~O 

Dann gilt 

rain Q(x, A, b, ~) ~ i n f E  Q(x, A, b, c) ~ E Q(x, A, b, c). 
x>O z ~ O 
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