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Wurzeln vollergodischer Automorphismen 
mit quasidiskretem Spektrum I * 

HORST MICHEL 

Eingegangen am 25. August 1967 

Ffir mal]treue Transformationen T eines Mal]raumes (Q, .B, m) ist die Frage 
ihrer Einbettbarkei t  in eine Str6mung, d.h. die Auffindung einer einparametrigen 
Gruppe {Tr} mal~treuer Transformationen T v mit  den Eigensehaften T1 = T, 
Tvl Ty~ : Tvl+~,  wobei diese Gleichungen rood m-Nullmengen zu verstehen sind 
und die y die additive Gruppe der ree]len Zahlen oder eine ihrer Untergruppen 
durchlaufen, ein klassisches Problem der Ergodentheorie. Der erste Schritt zu 
seiner L6sung gelang HALMOS [4], der unter gewissen einschr/~nkenden Voraus- 
setzungen fiber T notwendige und hinreichende Bedingungen ffir die Existenz 
einer Quadratwurzel yon T, d.h. einer mM]treuen Transformation S mit  S 2 --~ T 
angeben konnte. 

Einige seiner I tauptresul ta te  shad in Arbeiten yon BnuM-F~IE])~AN [3] und 
KI%ENGEL-MIOHEL [12] auf  k-te Wurzeln vera]lgemeinert worden und man hat  
insbesondere die folgenden Resultate: 

]o. I s t  T ergodisch und gibt es eine k-re Wurzel S yon T (d.h. es gilt S ~ -~ T), 
so enthi~lt die Gruppe H(T) der Eigenwerte des vermSge (T/)(~o)-=/(Too), 
( / e  L2 (m), eo e ~ )  der mal~treuen Transformation T zugeordneten linearen iso- 
metrischen Operators T in L2(m) keine yon 1 verschiedenen k-ten Einheits- 
wurzeln. Die Bezeiehnung der maf t reuen  Transformation und des dutch sie 
induzierten isometrisehen Operators in L2 (m) dureh dasselbe Symbol T kann im 
fo]genden zu keinen Mil~verstandnissen ffihren und ist auch bei anderen Autoren 
fiblieh. 

2 ~ I s t  T eine ergodisehe Transformation mit diskretem Spektrum und H(T) 
frei yon k-ten Einheitswurzeln # 1, so besitzt T eine k-te Wurzel. 

3~ Is t  T eine invertierbare ergodisehe Transformation mit  diskretem Spektrum, 
so existiert eine einparametrige Gruppe {Tv} mit T1---- T und T~I Tv~---- Tu~+~, 
wobei die Parametergruppe {y} yon allen Zahlen 1/k erzeugt wird, fiir die k-re 
Wurzeln existieren. {y} ist also eine (ira allgemeinen eehte) 1 enthaltende additive 
Untergruppe der Gruppe der rationalen Zahlen. 

Es ist wiinsehenswert, sich yon den in diesen Satzen vorkommenden ein- 
schrankenden Voraussetzungen fiber T zu befreien, bzw. sie abzuschwachen. 
Schon HALMOS konnte in der oben zitierten Arbeit zeigen, da~ das zweite l%esultat 
auch fiir nichtergodische T gilt, wenn auBerdem k = 2 ist. Als besonders ein- 

* Gekfirzter Teil der am 21.2. 1967 yon der Mathematisch-l~aturwissenschaftlichen l~a- 
kult~$ der Martin-Luther-Universit~t tta]le-Wittenberg angenommenen Habilitationsschrift 
des Verfassers. 
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schneidend erweist sich die Voraussetzung des diskreten Spektrums, yon der indes 
beim Beweis yon 2 ~ wesentlicher Gebrauch gemach$ wird, da ffir ergodische 
Transformationen mit diskretem Spektrum eine ,,kanonische" Darstellung als 
Rotat ion in einer kompakten topologischen Gruppe angebbar ist, mit deren ttilfe 
die Wurzeln konstruiert werden kSnnen. 

1962 gelang AB~AMOW [1], aufbauend auf einer Arbeit [5] yon H~Mos ,  eine 
solche kanonische Darstellung ffir Transformationen mit sogenanntem quasi- 
diskretem Spektrum, das eine Verallgemeinerung des diskreten Spektrums dar- 
stellt. Um jedoch die Orthogonalit~t der Quasieigenfunktionen zu sichern, muBte 
yon T nicht nut  Ergodizit~t, sondern Vollergodizit~t (T  n ergodisch ffir alle natfir- 
lichen n) vorausgesetzt werden. 

Die Untersuchungen yon AB~AMOW dienen der vorliegenden Arbei~ als Grund- 
lage, um Existenzs~tze fiber Wurzeln vollergodischer Automorphismen ( =  inver- 
tierbare mal3treue Transformationen) mit quasidiskretem Spektrum herzuleiten. 

Die Theorie yon AB~AMOW erweist sich dabei als weitreichend genug, um ffir 
vollergodische Automorphismen mit quasidiskretem Spektrum analoge Resultate 
zu erzielen, wie sie oben ffir ergodische Transformationen mit diskretem Spektrum 
zusammengestellt wurden. 

1. Vorbemerkungen 

1.1. Gruppentheoretisehe Hil/smittel 

Aus der Gruppentheorie werden insbesondere kommutative torsionsfreie Abel- 
sehe Gruppen verwandt, ffir deren Theorie z.B. auf [13] verwiesen sei. 

Wir verwenden folgende Bezeichnungen: 
Ist  S ein Endomorphismus in einer torsionsfreien Abelsehen Gruppe G, so 

wird der Kern des Endomorphismus S n mi t  

KG(Sn) = {ge iSng = 1} 

bezeichnet. Sind Mil3versts ausgeschlossen, werden daffir auch die Be- 
zeichnungen K ( S  n) und an benutzt. Die zu S eindeutig bestimmte Fortsetzung 
in die Vervollst~ndigung G yon G bezeichnen wir mit Lq. Ffir die Vervollsts 
der Kerne der Potenzen yon S gilt dann 

K a ( S  n) = K ~ ( S n ) .  (n = 1, 2 . . . .  ) .  

S heil3t nilpotent, falls ein natfirtiehes n mi t  Sng  = 1 (g e G) existiert. Das dabei 
kleinstmSgliche n heil~t Nilpotenzindex von S. Mit S in Gist  aueh S in G nilpotent 
und zwar mit demselben Index. 

S heiBe (in Anlehnung an [13], S. 182, Ful3note) lolcal-nilpotent, falls zu jedem 
g e G ein natfirliches n mit Sng ~- 1 existiert. Es gilt dann 

Mit S in Gist auch S in G lokal-nilpotent und es gilt 

n = l  n = l  
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Sind G1 C G2 C . . . ,  G 1 C G2 C . . .  zwei waehsende (endliche oder unendliche) Folgen 
beliebiger Gruppen Gn, Gn und ist in jeder der Gruppen G = ~J  Gn, G '= (.J G'n 

ein Endomorphismus S bzw. S' derart definiert, dab SGn+I C Gn, S'Gn+I C G~ 
(n = 1, 2 . . . .  ) grit, so heiBen die Paare ({Gn), S )  und ({G~}, S ' )  genau dann 
dquivalent (in Zeichen: ( { G n } , S ) ~  ({Gn}, S')), wenn G1 ~--Gr gilt und ein 
Isomorphismus V yon G auf G' existiert, der die Elemente yon G1 ---- G~ festlABt 
und ftir den VGn ~ G~ (n --- 1, 2 . . . .  ), S -~ V- IS  ' V gilt. Sind die Gruppen G, G' 
kommutative torsionsfreie Abelsehe Gruppen und die Endomorphismen S, S' 
lokal-nilpotent mit KG ( S n) = G n , K G, ( S ' n ) = G'n , so kann ffir die Paare ({Gn}, S), 
({G~}, S')  einfacher (G, S), (G', S ')  geschrieben werden und damit ist 

(G, s )  ~ (G', S') 
definiert. 

1.2. Marl- und ergodentheoretische Hil/smittel 
Im folgenden werden nur Lebesguesche MaBr~ume (/2, B, m), ([16]) ver- 

wandt, die insbesondere separabel und normiert sind. Der jeweris zugeordnete 
Hribertraum Z2 (m) enth~lt daher alle m-Fastkonstanten. 

Sind zwei Automorphismen T1 auf (~1, B1, ml) und T2 auf (~2, B2, m2) 
konjugiert (-~ algebrenisomorph, [10], S. 164), so schreiben wit T1 ~ T~. 

Einzelheiten der Abramowschen Theorie kSnnen aus [7], [1] und [11] ent- 
nommen werden, so daI~ wir uns hier im wesentliehen auf die Erli~uterung ab- 
weichender Bezeichnungen beschriinken k6nnen. 

Ist  T ein ergodischer Automorphismus eines Lebesguesehen Raumes (~, B, m), 
so werde die abz~hlbare Gruppe der Eigenwerte yon T in L2(m) mit Hi(T)  und 
die Gruppe der normierten Eigen/unktionen mit GI(T) bezeichnet. Da jede m-fast- 
konstante Funktion aus L2(m) Eigenfunktion zum Eigenwert 1 ist, gilt Hi(T)  
C GI(T) und beide Gruppen sind nicht leer. Sind GI(T)C G2 ( T ) C . . .  C Gn (T) 
und Hi(T)  C H2(T) C. . .  C Hn(T) schon definiert, so bestimmt man Gn+I(T) 
und Hn+l (T) durch 

Gn+I (T ) :  {/~Z2(m)I H]][----1 und 3 ~ G n ( T )  mit T / -~q)]) ,  
H ~ + x ( T )  = (~eG~(T) I ~/EGn+I(T) mat T f  : ? /} .  

Dann grit 

Hn(T) CHn+I(T) CGn(T) CGn+I(T) (n : 1, 2 . . . .  ). 

Hn ( T) heii~t die Menge der Quasieigenwerte n-ter Ordnung you T. Gn ( T) heist die 
oo 

Menge der Quasieigen/unktionen n-ter Ordnung von T. Welter heist G ( T) -~ ~J Gn ( T) 
n = l  

die Menge der Quasieigen/unktionen yon T und H ( T) ~ 0 Hn ( T) die Menge der 
n = l  

Quasieigenwerte yon T. 
Existiert eine (und folglich auch eine kleinste) natfirliche Zahl n mit Hn (T) 

:Hn+I (T) ,  so gilt H ( T ) ~  Hn(T). G(T) und H(T)  haben folgende Eigen- 
schaften: 

1. A u s / e G ( T )  folgt ]/(o~)] ~-- 1 flit m-fast alle o) el2. 

2. Jede der Mengen Gn(T), Hn(T), G(T), H(T)  ist eine multiplikative Gruppe. 
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3. GehSren /1,/2 e G(T) zum gleiehen Quasieigenwert q, so gilt h = c[2, 
wobei c eine komplexe Konstante mit [c I = 1 ist. 

4. Definiert man eine Abbildung RT der Gruppe H(T) in sich dutch 
Tcf = .RT~" qJ, (7~ ~ H ( T)) so ist RT ein lokal-nilpotenter Endomorphismus der 
Gruppe H(T) mit der Eigensehaft 

KH(T)(R~) = H n ( T )  (n---- 1,2 . . . .  ). 

5. Die Gruppe H(T) ist abz/~hlbar. 

Ein Automorphismus heiBt vollergodisch, wenn T n (n = 1, 2 . . . .  ) ergodisch 
ist. Vollergodiziti~t yon T ist gleichbedeutend damit, dag Hi(T) keine n-ten 
(n ---- 2, 3 . . . .  ) Einheitswurzeln . 1 enthglt. Dann gilt zusi~tzlich 

6. Ist  T vollergodisch, so sind die Quasieigenfunktionen, die zu verschiedenen 
Quasieigenwerten gehSren, orthogonal. Dies macht folgende Definition sinnvoll: 

Ein vollergodischer Automorphismus T eines Lebesguesehen Raumes hat  ein 
quasidislcretes Spelctrum genau dann, wenn G(T) den ttilbertraum L2(m) auf- 
spannt. Offenbar ist ein quasidiskretes Spektrum, das nieht diskret ist, ein ge- 
misehtes Spektrum. Es gelten folgende grundlegende Ss 

Eindeutiglceitssatz. Die vollergodischen Automorphismen T bzw. T' in den 
Lebesgueschen R/~umen ((2, B, m) bzw. (SQ', B', m') mit quasidiskreten Spektren 
sind genau dann konjugiert, wenn (H(T),  RT) ~ (H(T'), .RT,) gilt (vgl. 1.1). 

Existenzsatz. Es sei H e i n e  abzi~hlbare torsionsfreie Abelsche Gruppe, die mit 
der K_reisgruppe K = {z ]z komplex und [z ] = 1} einen nichtleeren Durchschnitt 
hat und RH ein lokal-nilpotenter Endomorphismus in H mit KH (-RH) ~ H1 c K. 
Dann existiert ein Lebesgueseher Raum (Q, B, m) und in ibm ein vollergodischer 
Automorphismus T m i t  quasidiskretem Spektrum derart, dab (H(T), RT} 

(H, RH) gilt. 
Fiir die Klassen der zueinander konjugierten vollergodischen Automorphis- 

men T m i t  quasidiskretem Spektrum bilden also die (rein algebraisch definierten) 
Klassen der zueinander/~qnivalenten Paare (H, RH) ein vollst~ndiges Invarian- 
tensystem, wenn H und RH den Voraussetzungen des Existenzsatzes genfigen. 

Ftir die Beweise dieser Sachverhalte sei insbesondere auf die Arbeit yon 
AB~AMOW [1] verwiesen. 

2. Existenz- und Eindeutigkeitss~itze fiir Wurzel vollergodischer Automorphismen 
mit quasidiskretem Spektrum 

In diesem Kapitel werden der Begriff der Wurzel eines Automorphismus 
definiert und mit Hilfe der Abramowsehen Theorie, wie sie in 1.2 dargestellt 
wurde, notwendige und hinreichende Kriterien daffir angegeben, dab ein voll- 
ergodiseher Automorphismus mit quasidiskretem Spektrum eine k-te Wurzel 
(k = 1, 2 . . . .  ) besitzt. 

Wie bei den entspreehenden Fragestellungen fiir ergodische Automorphismen 
mit diskretem Spektrum (vgl. [7], S. 49ff. und [12]) wird aueh bier die Pontrjagin- 
sche Dualit~tstheorie topologiseher Gruppen wesentlieh benutzt, doch ist yon 
beiden Automorphismenklassen keine eine Untermenge der anderen, so dab es 
sieh nicht um eine Verallgemeinerung des Wurzelproblems fiir ergodische Auto- 
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morphismen mit diskretem Spektrum handelt. Das zeigt sieh insbesondere an 
dem in 2.3 bewiesenen Eindeutigkeitssatz, der ffir Automorphismen, die ergodisch, 
aber nieht vollergodiseh sind, im allgemeinen nicht gilt ([4], S. 165ff.). 

2.1. Problemstellung und Hil/ss~itze 

Definition 2.1.1. Ist T ein vollergodischer Automorphismus eines Lebesgueschen 
Raumes (~, 1~, m) und ]c eine nati~rliche Zahl, so heiflt der ergodische Automorphis- 
mus W yon ([2, JB, m) eine k-re Wurzel yon T,/alls W �9 N T gilt. Die 1-ten Wurzeln 
yon T sind also die zu T kon]ugierten Automorphismen. 

Bekanntlieh is~ die Beschrankung auf ergodische Automorphismen W in 
dieser Definition nicht unnS~ig eng, denn die unter einer mal~treuen Transfor- 
mation W invarianten Mengen sind wegen W ~ ~ T auch unter T invariant, so 
daS aus der Ergodizitat yon T die yon W hervorgeht. Wegen W -1 ,~ W ~-1 T-1 
ist W aueh Automorphismus. Darfiber hinaus gilt sogar der folgende 

Satz 2.1.2. Ist W eine k-te Wurzel eines volle,yodischen Automorphismus, so 
ist W selbst vollergodisch. 

Beweis. Ware namlich (vgl. 1.2) W l nicht ergodisch fiir ein natiirliehes l, so 
ware attch T* N WZ~ nicht ergodiseh. 

Die Wurzeln vollergodischer Automorphismen sing also nur in der Menge der 
vollergodischen Automorphismen zu suehen. 

Satz 2.1.3. Sing T1 bzw T2 zwei konjugierte vollergodische Automorphismen in 
den Lebesgueschen Maflr~iumen (f)l,  B1, ml) bzw. (~2, B2, m2), 8o hat T2 genau 
dann eine ]c-te Wurzel, wenn T1 eine hat. 

Beweis. Ist  S: (f21, B1, ml) --> (~Q2, B2, m2) der Isomorphismus, der T1 in T2 
iiberffihrt und W1 eine ~-te Wurzel yon T1, so ist offenbar W~ ~ SW1S -1 eine 
/~-%e Wurzel yon T2. 

Die Eigenschaft, eine ]c-re Wurzel zu besitzen oder nicht zu besitzen, kommb 
also nicht nur einem vollergodischen Automorphismus, sondern einer ganzen 
Klasse konjugierter vollergodischer Automorphismen zu. 

Nach den Resultaten yon ABRAMOW (vgl. 1.2) mul~ sich daher das Existenz- 
problem fiir Wurzein W vollergodischer Automorphismen T mit quasidiskretem 
Spektrum auf Beziehungen zwischen den in 1.1 und 1.2 eingeffihrten Paaren 
<H ( T), RT> und <H ( W), Rw> zur/ickffihren lassen. 

Es ist daher wieh~ig, den Zusammenhang zwisehen den Quasispektren TI(T) 
und H (W) zu kennen. Zu diesem Zweek wird zunaehsb der Zusammenhang yon 
G (T) mit G (W) untersueht. 

Lemma 2.1.4. Ist W eine k-te Wurzel eines vollergodischen Automorphismns T 
eines Lebesgueschen Raumes (~, B, m), so gelten ]iir die Gruppen Gn(T), Gn(W), 
G (T), G(W) der Quasieigen/unlctionen die Iclentiti~ten 

(1) G. (w) = a .  (T), 

(2) G(W)=G(T) (n=1,2  . . . .  ) .  

Beweis. 1. Ist  n = 1, so folgt aus g e G1 (W) mit einem gewissen # e Hz(W) 
die Beziehung Wg ~/~g und daraus Tg ~ W~g ~-/~kg, also g e GI(T). Umge- 
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kehr t  existiert zu f e G ~ ( T )  ein 2 ~ H I ( T )  mi t  T / =  ~[. Setzt man  h = W/,  
so ist auch 

Z h  = T W / - ~  W T ] - = , ~ W ]  = ~h .  

h und  / geh6ren also zum gleiehen Eigenwert  und  unterscheiden sich nach dem 
Eigenwertsatz  ffir ergodische Transformat ionen nu t  u m  eine Konstante ,  also grit 
W f  -~ #1, woraus / ~ G1 (W) folgt. 

2. I s t  nun  Gn(W) ~ Gn(T) schon gezeigt, so existiert wegen 

Gn+l(W) -~ {g~L2(m)[  [[g[I = 1 und  5 ~ e G ~ ( W )  mit  Wg = ~g} 

zu g ~ Gn+I(W) ein y)~ Gn(W) mit  Wg -~ ~g  und daraus folgt 

Tg = W~g = y~. W~p'..  W ~-~ ~p" g. 

Da y~eGn(W) ist, grit aueh v / . W ~ f . . . W ~ - ~ f l e G n ( W ) - = G n ( T ) ,  
g ~ Gn+~ (T). Umgekehr t  existiert zu / ~  Gn+~ (T) wegen 

G.+~(T) = { /eL~(m) l  II]il ~- 1 

ein 9 ~Gn(T) mit  T / =  ~o1. Man bride 

also ist 

und  3q~eGn(T) mi t  T ] =  q~]} 

h = W/ .  D a n n  ist 

und  daher 

T h - =  T W f  = W T / =  W ( 9 / ) =  W 9 .  W / =  W 9 . h  

Wegen ~0 e Gn(T) ---- Gn(W) ist der Quotient  Wq)/cf ~ Gn-I(W) = Gn-I(T),  also 
hff ~ Gn(T). Setzt  m a n  nun  wieder h ~ W/ ,  so gilt also W /  = ~ /  mit  V ~ Gn(T) 

Gn(W), woraus f e Gn+I(W) folgt. Dami t  ist (1) bewiesen und  (2) folgt sofort  
oo T 

wegen G(W) = U G ( w ) ,  G(T) = UGh(). 
~=i n=l 

Lemma 2.1.5. Ist  W eine k-te Wurzel eines vollergodischen Automorphismus T 
eines Lebesgueschen Raumes (~, B, m), 80 gelten /iir die Gruppen Hn(T) ,  Hn (W), 
H (T), H (W) der Quasieigenwerte die Beziehungen 

H n ( Z  ) = {~)" W ~ ) " "  W ~ - I ~ ) [ ~ I ) E H n ( W ) } ,  (n = 1 ,2  . . . .  ) 

H ( T )  = {V" W~f . . .  W k - I V I ~ p e H ( W ) } .  

Bewei8. I s t  V ~ Hn (W), so existiert wegen 

H~(W)= { ~ G _ ~ ( W )  I 3g~G(W) ,~t Wg=v,g} 

ein g ~ Gn ( W) mit  W g = y~g, woraus T g = W~ g -~ y~ . W ~o ... W~-l  ~f . ~ folgt. 
Mit ~ o E H n ( W ) c G n - I ( W ) =  Gn-I(T)  ist auch das P roduk t  ~0- W~p--" Wk-l~o 
in Gn-1 ( T) gelegen und  da g ~ Gn( W) = Gn( T) galt, so ist ~p " W y~ " " W~-l  yJ ~ Hn( T). 

I s t  umgekehr t  ~v ~ Hn (T), so gilt wegen 

Hn(T)  = {q~EGn-I(T) I 3 / e G n ( T )  mit  W / = -  91} 

T / =  q) / ffir ein gewisses f E Gn ( T). Aus Gn ( T) = Gn ( W) folgt aber auch ] ~ Gn ( W) 
und es existiert ein ~peGn-1 ( W) mit  W /~- ~ /, woraus man  T /-= ~ �9 W ~ . . . W ~-1 ~ " / 

h Th Wq~ h 
T T = T [ / -  -~ "-]-. 
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erh~l~. Also ist ~ in der Form 
---- ~ .  W ~ . . .  Wk-l~ 

darstellbar. 
Diesem Lemma kann unter ]~enutzung des in 1.2 definierten Endomorphis- 

mus R~, auch die folgende Form gegeben werden: 

Corollar 2.1.6. Ist W eine k-te Wurzel eines vollergodischen Automorphismus T 
eines Lebesgueschen Raumes (~, B, m), so gelten ]i~r die Gruppen Hn( T), Hn(W), 
H (T), H (W) der Quasieigenwerte die Gleichungen 

I[--[k--1 k } 
Hn(T) = (~__=0(R~)(~+l)~p EHn(W) ,  ( n :  1,2, ..). 

Beweis. Naeh Lemma 2.1.5 besitzt jedes ~ ~Hn(T) (bzw. H(T)) eine Dar- 
k-1 

stellung ~o = 1~ W ~  ~ mit ~ E H~(W) (bzw. H(W)) und wegen W~o = Rw~" ~ 
~ 0  
2 Z 

gilt W ~ ~ = 1-~ (R)~o)("). Reehnet man das doppelte Produkt 

k- -1  ) 

2 ~ 0  /*~0 

in ein einfaches urn, so folgt die Behauptung. 

2.2. Notwendige und hinreichende Bedingungen /iir die Existenz yon Wurzeln 
Die Existenz von Quasieigenwerten und Quasieigenfunktionen ist nicht an das 

quasidiskrete Spektrum gebunden. Ebenso benutzen die Hilfss~tze in 2.1 nirgends 
die Voraussetzung, T habe ein quasidiskretes Spektrum. Die folgende notwendige 
Bedingung basiert ganz auf diesen Hilfssi~tzen. Daher braucht nicht voraus- 
gesetzt zu werden, dab T ein quasidiskretes Spektrum hat. Die Situation ist hier 
also ganz analog zu der bei ergodischen Transformationen, wo die notwendige 
Bedingung auch kein diskretes Spektrum erfordert (vgl. das in der Einleitung 
zitierte Resultat 1~ 

Satz 2.2.1. Notwendig /i~r die Existenz einer It-ten Wurzel W (k -~ 2, 3, ...) eines 
vollergodischen Automorphismus T eines Lebesgueschen Raumes ([2, B, m) ist die 
Existenz eines Endomorphismus R in H ( T) mit den Eigenscha/ten 

(1) RTq~: I~  ( R ~ )  k) (q~eH (T)), 
tt=l 

(2) KH(T) (R~) c Ktt(T) (R n) (n -~ 1, 2 . . . .  ). 

Beweis. 1. Hat T eine k-re Wurzel W, so geh6ren zu ihr Gruppen H (W), G (W) 
und ein Endomorphismus Rw yon H (W) in sich. Jedes T E H (T) besitzt (Corollar 
2.1.6) die Darstellung 

k--1  k 
= V[ <R+ 

23 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., 13d. 9 
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woraus sofort 
k-1 

/~=0 

folgt. Daraus ist ersichtlich, dab die Einschr~nkung yon R w  auf H ( T )  ein Endo- 
morphismus in H ( T )  ist. 

2. Ist  ~ e H ( T ) ,  so ist wegen H ( T )  c H ( W )  auch 9 e H ( W ) .  Durch Vergleich 
yon Wgq~ ~ Tq~ ----- R T ~  �9 q~ und 

= = l q  

~=0 p=l  
folgt 

(3) RT ~ = ~ (R+ ~) . 
~=1 

3. Aus Corollar 2.1.6 liest man unmittelbar ab, dab H n ( T )  c H n ( W )  gilt, was 
wegen 1.2.4 mit 

(4) KH(T) (R~) : KH(T)(R~) (n = 1, 2 . . . .  ) 

gleichbedeutend ist. 
4. Da die Einschrs yon R w  auf H ( T )  dort ein Endomorphismus ist, so 

kann man den im Satz geforderten Endomorphismus R definieren durch R(~) 
= Rwq~. Die Eigenschaften (1) lind (2) sind dann wegen (3) und (4) erffillt. 

Der folgende Satz zeigt, dab die soeben gefundenen notwendigen Bedingungen 
auch kinreichend sind, wenn nut  zusatzlich gefordert ~ r d ,  dab T ein quasi- 
diskretes Spektrum hat. 

Satz 2.2.2. Hinreichend ]i~r die Existenz einer k-ten Wurzel W (lc = 2, 3 . . . .  ) 
eines vollergodischen Automorphismus T mit quasidislcretem Spektrum eines Lebes- 
gueschen Raumes (Q, B,  m) ist die Existenz eines Endomorphismus R in H ( T )  
mit den Eigenschaflen 

' + H ( r ) ) ,  (1) /~T~ ---- ~--[ (Ra ~) (~ 
#=1 

(2) KH(T) (R~) C KH(T) (R n) (n -~ 1, 2 . . . .  ) . 

Beweis. 1. Da H1 (T) torsionsfrei ist und ffir jedes q~ e H ( T) ( R n 9) ~ = R n (q~z) 
gilt, so ist auch H (T) torsionsfrei und besitzt eine bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmte Vervollsti~ndigung H (T) (vgl. [13]). Die E]emente ~ yon H (T) k6nnen 
in der Form 

(3) ~= (qJ, m) (9~eH(T) ,  m :  1,2 . . . .  ) 

dargestellt werden, wobei 

(4) (~i, mi) = (~2, m2) +~ ~ 2  = 97 ~, 

und 

(5) (~01, ml )"  (~2, m2) = (~0~ ~" ~ n l  mlTt~,2) 

grit. H (T) ist wie H ( T )  abelsch und torsionsfrei, aber nicht notwendig abzs 



Wurzeln vollergodischer Automorphismen mi~ quasidiskretem Spektrum. I 331 

Der Endomorphismus -R T und der nach Voraussetzung in H(T) existierende 
Endomorphismus R besitzen eindeutige Fortsetzungen ~ und R auf H---~. Es 
gelten fiir die Vervollst/s der Untergruppen Hn(T ) -= KH(T)(R~)die 
Gleichungen 

(6) KH <~) (R ~) = g ~  (k ~,) 
(7) KH(T) (R n) = KH(T)(_~n). (n ~- 1, 2 . . . .  ) ,  

Aus (2) folgt KH(T)(R~,) c KH(T)(R n) und daraus mit (6) und (7) die Beziehung 

(s) g ~ - ~ ( k ~ )  c Z~(-~([r 
Welter folgt aus (1), dab 

(9) KH(T) ( R n) C KH(T) ( R ~ ) , 

denn ist ~ E KH(T) (Rn), also .Rnq9 = 1, so ist nach (1) 

R~ ~ = (Rn ~)~~ 

wobei die weiteren Faktoren die Gestalt (R~q~) a~ mit ~ > n haben, so dab tats~ch- 
lich B ~  = 1 gilt, also ~ e Kn(T)(RnT). Aus (8) und (9) zusammen folg~ also 

(10) K~-wi(k}) = K~-~(kn) .  

Beriieksichtigt man daher die Gleichung (6) und (10), so folgt 
c o  

(11) H(T) = (,.J KB-(~ (/~n). 

2. In H (T) betraehte man den Endomorphismus 
k-1 [ k ~  

(12) P ~  = ] ~  ( k ~ )  ~+~j, (~ e l l (T) )  . 
v ~ 0  

Ist P ~  ~ 1, so ist ~ = 1. Ffir jedes ~ 4 1  in H(T) ist n~mlieh nach (11) eine 
Darstelinng ~ e KH- ~ (/~n) _ KBWi (/~n-1) mSglich (n > 1). Wegen der Torsions- 
freiheit yon H(T) und ~n-l (~)=(Rn-lc f )~  ist auch ~ K H - w i ( - R  n) 

- -  K~-u2i(/~n-1). Aus 

v = l  
folg~ daher 

k--1 [ /r ~ k--1 ( ~ 1 )  
~ (R~)~+~) = ~ "  ]-[ (R~0 e K ~ - ~ ( ~ )  --  K ~ ( R ~ - ~ ) ,  
v=O v = l  

also s ~= i .  Der Kern des Endomorphismus /3 is~ also {i}. P ist sogar Au~o- 
morphismus in H(T).  Man betrachte ni~mlich das unendliche Gleiehungssystem 

~zok ---- 1 ,  

~ / \ ~ k 
(13) . .~_:~_~v+l ) :O,  ( 2 : 1 , 2  . . . . .  k - - 2 )  

~-:  / k 
~" ~x-v (v + 1 ] = 0, (2 = k -- 1, k . . . .  ) 

~ 0  \ 

23* 
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ffir die Folge der r162 (~ ---- 0, 1, 2 . . . .  ), das eine eindeutig bestimmte LSsung besitzt, 
die rekursiv gewonnen werden kann. Ist  nun ~2 e H (T) beliebig gegeben, so setze 
m a n  

o o  

( 1 4 )  = 
/ ~ 0  

Da die ~ als LSsungen von (16) alle rational sind, und wegen (11) das Produkt  (14) 
fiir jedes einzelne ~2 nach endlich vielen Schritten abbrechen muB, so ist durch (14) 
ein ~1 e H ( T )  definiert. Mit (12) und (13) folgt daher 

P = V[ R' (k.  .+1) 
~ 0  
k - -2  o o  

~ = 0  ~ 0  

A=0 ~=0  ~ = k - - 1  v = 0  

Damit is~ die Automorphieeigenschaft yon P gezeigt und es existiert ein zu P 
inverser Automorphismus p-1  in H(T)  und nach [9] und [1] (Lemma 3 in w 2) 
l&]t sich H (T) durch einen Isomorphismus z auf eine Untergruppe yon K isomorph 
so abbilden, dab dieser Isomorphismus z die identische Abbildung yon Hi(T)  auf 
sich fortsetzt. Wir setzen 

(15) ZT(~3) = z(q~), (~ e l l ( T ) ) .  

ZT ist also die Einschriinkung yon z auf H(T) .  Weiter definieren wir 

(16) zw(~) = z(P-lc f ) ,  (q~ e l l ( T ) ) .  

Aus (16) folgt dann 

)) 
3. Nach Voraussetzung hat  T ein quasidiskretes Spektrum, is~ also naoh den 

l~esultaten yon A]~A~ow (vgl. 1.2) konjugiert zu einem Automorphismus der 
Charaktergruppe X(H(T) )  yon H(T) ,  der der Einfachheit halber auch mit T 
bezeichnet werde und die Gestal~ 

(18) T x  = z~" x" QTx ( x e X ( H ( T ) ) )  

hat. Dabei ist zT der dutch (15) gegebene Charakter  und der Endomorphismus 
QT in X ( H ( T ) )  dutch 

(19) QTx(q~) = x (RT~)  ( x e X ( H ( T ) ) ,  q~eH(T)) 

definiert. Legt man nun durch 

(20) Q x (~) = x (R ~) 
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einen zweiten Endomorphismus in X ( H ( T ) )  lest, der dem Endomorphismus R 
in H (T) entsprieht, so ist mit 

(21) W x  ~ zw" x" Q x  (x ~ X ( H ( T ) ) )  

eine Transformation in X (H (T)) gegeben, wenn zw der dutch (16) gegebene Iso- 
morphismus, also ein spezieller Charakter aus X ( H ( T ) )  ist. 

4. Die durch (21) gegebene Transformation W ist eine k-re Wurzel yon T, 
denn es gilt 

Wk x = l - [  ( O~ zw) ~+ l]. x . ~-~ ( Q ,x )  (,) , 
v=O Iz=l 

woFfir man mit (17) und (20) 

und wegen (1), (19) und (20) mit 

(9: (Q~x ~ 9 ) = x  R ~ 9  ~ = x ( R c e g ) = Q T x ( 9 )  

die Gleichung W ~ x  = ZTX QTX = T x  erhi~lt. 
Wir wollen nun zeigen, dab W maBtreu ist. Die Elemente 9 ~ H (T) bilden 

ein Orthonormalsystem in L 2 ( X ( H ( T ) ) , / z ) ,  das naeh Voraussetzung (quasi- 
diskretes Spektrum) vollst~ndig ist. Daher gilt ffir den dutch W / ( x )  = / ( W x ) ,  
(x ~ X (H ( T) ) ) in .L2 (X  (H ( T) ), #) definierten Operator W wegen 

W 9(x  ) = 9 ( W  x) = (W x) (9) = zw(9)  " x (9)  " (Qx) (9) 

= z w ( 9 ) ' x ( q ~ ) ' x ( R g )  = zw(9)"  ( R g ) x ' 9 ( x ) ,  

dab er L2 (X (H (T)), re) in sich iibefffihrt, denn zw (9) " (R 9) x .  9 (x) ist ein Charak- 
ter und somit ein Element des Orthonormalsystems. Aus 

(22) W 91 (x) = W 92 (x) 

folgt 

zw (91) x (91) x (R 91) = z w  (92) x (92) x (R 92) 

woraus mit x = 1 insbesondere zw (91) = z w  ( 9 2 ) ,  also 91R 91 = 92 R 92 und daher 

(23) 91921=-- R2n(gi 921) (n = 1, 2 . . . .  ) 

s Da R wegen (2) lokal nilpotent ist, so ist ffir hinreichend groSes n die rechte 
Seite yon (23) das Einselement und also 

(24) 91 = 92. 

Da aus (22) die Beziehung (24) folgt, so ergibt sich aus 

1, wenn 91---=92, 
(91, 9 2 ) =  O, wenn q~1:~92 

auch  

1, wenn 91~- 92, 
( W 9 1 ,  W 9 2 ) =  0, wenn 91 # 9 2 -  
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W ist also eine isometrische Transformation. W ist abet auch unifier, denn es 
werden alle Elemente des Orthonormalsystems durchlaufen, wenn man W an- 
wendet. Ist  n~mlieh ~2 e H ( T )  beliebig, so definiere man 

9)1 ---~ ~2"  ( R  9)2) - 1 "  ( R  2 9)2) . . .  

Dann grit 

W~l=zw(~D'q~2 mit [zw(~D] = 1. 

Als uniti~rer Operator erhi~lt W die Normen der charakteristisehen Funktionen 
beliebiger mei3barer Mengen aus X (H (T)), also ist W ma]treu. 

B e i s p i e l  2 .2 .3 .  Die Bedingung (2) in Satz 2.2.2 folgt im allgemeinen nieht aus 
(1), kann also nieht gestriehen werden. Dazu betrachten wit das folgende Beispiel. 
Ist  

H ~- {a  t b m c n I l, ~ ,  n ganzzahlig} 

die yon den drei Elementen a, b, c erzeugte torsionsfreie Abelsehe Gruppe und dureh 

P 1  (a t b m c n) : b 2n 

ein nilpotenter Endomorphismus P1 (mit dem Index 2) in H definiert, so grit fiir 
den durch 

p (at bm c n) = a-2~ b n 

definierten Endomorphismus P die Gleichung 

P1 (at bm on) = a-4t b2~. a~t = ]~[ (p~ (az b~ c~ ~ , 0) 

aber wegen 
K H (  P1)  = {at b m l l, m ganzzahlig}, 
~ . ( p )  = {bin [z, ~ ganzzah~g} 

nicht die Beziehung 

(2) K~ (PD ~ K~ (P).  

Iqach [1] (Lemma 3 in w 2) kann H durch einen Isomorphismus ~ in eine Unter- 

gruppe H = ~ (H) der Kreisgruppe K iibergeffihrt werden, wobei die Endomorphis- 
men P1, P in die durch Sl(~(h)) ~-- ~(Pl(h)), S ( ~ ( h ) )  = ~(P(h)), (h ~ H) definier- 

ten Endomorphismen $1, S in H fibergehen und es grit 
2 2 

(3) s~ (~ (h)) = ~ [  (S~ (~ (h)))(~) 
t t ~ l  

und die Inklusion 

(4) K~ ($1) =c K~ (S) 

ist falsch, wie man aus (1) und (2) folgert. Da durch den Isomorphismus ~ ins- 
besondere a u s  KH (P1)  eine Untergruppe yon K, ni~mlieh K~ ($1) geworden ist, 
hat  man in ( / t ,  $1} ein fiir den Abramowschen Existenzsatz zuli~ssiges Paar 
(vgl. 1.2). Es existlert also ein vollergodischer Automorphismus T in einem 
gewissen Lebesguesehen MaBraum (~, B, m) mit einem gewissen quasidiskreten 
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Spektrum H( T)  und der Eigenschaft ( / t ,  S,> ~ (H(T) ,  RT}, wobei R~ den in 
1.2 definierten Endomorphismus in H (T) bezeichnet. Nach 1.1 existiert daher eine 

isomorphe Abbfldung V y o n / I  auf H(T),  die die Elemente yon Kff ($1) festl/~l]t 
und fiir welche RT = V,~P,,~ -1V -1 gilt. Wie R~, ist auch der durch 

(5) /~ = V ~ P , I - *  V -~ 

definierte Endomorphismus R in H (T) defmiert und erfiillt wegen (3) die Beziehung 
2 

t t ~ l  

die f/Jr die Existenz einer 2-ten Wurzel yon T nach Satz 2.2.1 notwendig ist, nicht 
aber die Inklusion KH(T)(RT) C KH(T)(R), denn diese ist das isomorphe Abbfld 
yon (4) in H (T), jedoeh war (4) falseh. Also ist der dutch (5) definierte Endomorphis- 
mus ungeeignet fiir den Beweis der Existenz einer 2-ten Wurzel, da er zwar 
2.2.1,(1), nicht aber 2.2.1,(2) erffillt. 

2.3. Eindeutigkeitssatz [iir Wurzeln 

Zwar sind die Bedingungen (1) und (2) yon Satz 2.2.2 hinreiehend ffir die 
Existenz einer k-ten Wurzel eines vollergodischen Automorphismus T m i t  quasi- 
diskretem Spektrum, doch sind damit f/it die Auffindung eines Endomorphismus 
R, der in diese Bedingungen eingeht, im allgemeinen keine Mittel an die Hand  
gegeben. Dieser Umstand wird dadureh gemildert, dab sieh im folgenden Satz 
neben der Eindeutigkeit der Wurzeln (bis auf Konjugiertheit) aueh die Eindeutig- 
keit yon R zeigen wird. Wenn also iiberhaupt eine k-re Wm'zel existiert, so ist der 
fragliche Endomorphismns 1~ eindeutig bestimmt. 

Satz 2.3.1. Hat ein vollergodischer Automorphismus T eines Lebesgueschen 
Ragmes (~, B, m) mit quasidiskretem Spektrum zwei k-re Wurzeln W1 und W2, so 
sind W1 und Wz kon]ugiert (W1 N W2). 

Beweis. 1. Die Existenz einer k-ten Wurzel hat  nach Satz 2.2.1 die Existenz 
eines Endomorphismus R in H(T)  mit den Eigensehaften 

(1) R ~  = 1~ (R.~) (~ 

(2) KH(T) (R~) ~- KH(T) (R n) (n : 1, 2 . . . .  ) 

zur Folge. Ist  nun ~ e Hn+l(T) -- Hn(T), so gelten die Beziehungen 

rain (kin,n) 
(3) R~,q~= ~-[ (Ru~)'~,,, ( r e = l , 2  . . . .  ,n) 

,nit gewissen ganzzahligen O:m,u, die man aus (1) sukzessive herleitet. Aus diesen 
Gleichungen folgt, dab R q0 eine eindeutige Funktion yon R T ~0 . . . . .  R~, ~v ist. Denn 
insbesondere gilt ffir m = n 

R $ ~  = ( R ~ )  . . . .  , 

woraus wegen der Torsionsfreiheit yon H (T) die eindeutige LSsung 
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folgt. Ffir m = n - -  1 ist ebenso 

Rn-IQ) FRn-1-r  _~1[~. ,~-~n-1 n]l/~n-1 a-1 
~ L  T '.]Jl,~ Tt]/] " ) " j " 

also Rn-lq~ eine Funktion yon R~,-I~,  R ~ .  Durchl~uft man so absteigend 
m = n, n - -  1 , . . . ,  1, so ergibt sich Rmq~ Ms eindeutig best immte Funktion yon 
R ~ , / ~ + 1  ~ , - . - ,  R ~  ~, also fiir m =  1 die Behauptung. Damit  ist die Ein- 
deutigkeit yon R klar. 

2. Es seien nun W1 und W2 zwei b t e  Wurzeln yon T und (H(W1), Rw~ ), 
(H(W2), Rw2 ) die ihnen nach 1.2 zugeordneten Paare. Es ist zu zeigen, dab diese 
Paare ~quivalent sind. H(T) ist Untergruppe sowohl yon H(W]) als aueh yon 
H(W2). Da nach Satz 2.2.1/~wl und Rw~ , eingeschr~nkt auf  H (T) der Gleiehung 

~=I ~=1 

genfigen, so grit nach dem ersten Teil dieses Beweises 

(4) R w ~ =  Rw~ (~e//(T)). 

Welter betrachten wir die dureh 

k-1 ) ( ~ )  
P1~1 = E[ ( R ~ I  ~+1 (~le//(W1)) 

~=0 

P ~ 2  = ~ [ ( R ~ 2 )  ~+~J (W~eH(W~)) 
~=0 

definierten Endomorphismen P1 yon H(W~) auf H ( T )  und P~ yon H(We) auf 
H(T). Wir zeigen (am Beispiel yon P1), da~ P~ und P~ sogar Automorphismen 
yon H(W1) aa f  H(T) und yon H(W~) auf H(T) sind. 

Der Kern  yon P1 ist {1}, denn ffir jedes ~0~ 4 1 in H(W1) ist eine Darstellung 
~)1 @ K H ( W 1 ) ( . R ~ I )  n - 1  -- Kmw 0 (R w~ ), (n ~ 1) mSglich. Wegen der Torsionsfreiheit 
yon H (W~) und R~-~w, ('w~) = (R ~ ~ ) ~  ist auch ~0~ ~ K~(wO (R ~)  -- Kmw 0 (Rwl). 

Aus 
k--1 /~ 
] ~  (R~v ~ ~01)(~+1) ~ K m w 0  ( R ~ )  

folgt daher 

H (/~W, Vl ) V~.~-~(Rw~Vl)(~-I)~Ktl(W,)(Rw~) n- -1  ~ _  ~ ~ _ K n ( w o ( R w ~  ), 
~ 0  ~'=1 

also P~ F1 r 1, womit  die Kerneigenschaft gezeigt ist. Damit  ist aber bewiesen, 
dab P~ Automorphismus ist, weft P~ H(W1) auf ganz H(T) abbildet (Corollar 
2.1.6). Analog zeigt man yon P~ die Automorphieeigenschaft. 

Zum Beweis der J~quivalenz yon (H(W~), .RwI ~ und (H(W2), Rw~ } ist zu 
zeigen (vgl. 1.1) : 

a) es gilt H~(WO = H~(W~), 
b) es existiert ein Isomorphismus V yon H(Wa) auf H(Wz), der die Elemente 

yon H~(W1) = HI(Wz) festl~Bt und ffir den VH~(W~) = Hn(Wu), (n = 1, 2 . . . .  ); 
.Rw~ ~- V -1Rw, V gelten. 
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Wegen Hi(T)----- {'~l ~1 EHI(W1)} = {~II ~2 ~HI(W2)} urld der Torsions- 
freiheit yon Hi(W1) und Hi(W2) ist OffGnbar auch die yon HI(WI) und Hi(W2) 
erzeugte Gruppe {//1 (W1),//1 (W2)} torsionsfrei. Ware nun ~1 ell1 (W1) - - / /1  (W2), 
so ware Zlk e H I ( T )  und es existierte ein ~2 aH~(W2) mit ~ = ~ .  In  der yon 
Hi(W1) und Hi(W2) erzeugten Gruppe {Hi(W1), Hi(W2)} gilt daher (~l ~ -1)~=  1, 
also ~I----~2aHI(W2) entgegen der Annahme. Analog zeigt man, dad 
~2 ~ HI (W~) --  Hi (W1) unm5glich ist. Also gilt Hi (W1) ---- Hi (W2), womit a) er- 
fiillt ist. Zum Beweis yon b) definieren wir den Isomorphismus 

V~Ol= P2-1p1 y)l (y)l a H (W1)) 

yon H(W1) auf H(W2) und haben zun~chst V~pl = ~1, (~l e Hi(W1)) was wegen 
P2 ~Pl ~ P1 yJ2 unmittelbar klar ist. Ffir beliebige n folgt wegen VHn (W1) ~- Hn(W2) 
darans, da2 P1 die Grnppe Hn(W1) auf Hn(T) und p ~ l  die Grnppe Hn(T) auf 
Hn (W2) abbildet. Zum Beweis yon Rw~ = V -1.RW~ V benutzen wir die Identi tat  
yon Rw, und Rw~ in H (T). Ist  ~Pl e H (Wi), so ist P1 ~01 e H (T) nnd daher nach (4) 

(5) ~wl P1 ~l = Rw~ P1 ~l. 

Da RwI mit P1 vertauschbar ist, so gilt 

(6) RwI y~l = PII-RwI P1 ~fl, 

und da/~w~ mit P2 vertauschbar ist, anch 

(7) Rw~ P1 ~fl = P2 Rw~ P21 P1 Y~l. 

Aus (6), (5) nnd (7) folgt daher 

Rw~ y)l -~ P11 Rw~ P1 Y~l -~ p~-I Rw~ P1 y~ = P~ 1 P2 Rw~ p~ l  p~ ~fl = V_l Rw ~ ~1. 

Damit ist die ~quivalenz yon <H(W1),/2w~ > und <H(W~), Rw~ > gezeigt und der 
Satz bewiesen. 

Beispiel 2.3.2. Ans Tell 1 des Beweises yon Satz 2.3.1 ersieht man, dab es im 
allgemeinen betriichtliche Schwierigkeiten machen wird, den Endomorphismus R 
explizit als Funktion yon RT darzustellen. Ist  RT anstatt  lokal nilpotent sogar 
nilpotent, so ist eine explizite Darstellung yon R als Funktion yon RT zwar 
mSglich, doch im allgemeinen night in der Form 

R~  = (RT~) ~' (R~ ~)~ ..- ( R ~ )  =~ . 

Das soll das folgende Beispiel zeigen. Ist  RT nilpotent mit dem Index 3 nnd be- 
sitzt T eine 2-te Wnrzel, so gilt ftir den nach Satz 2.2.1 existierenden Endomor- 
phismus R wegen 

RT q) -~- (R ~)2 R 2 ~v 
(1) R ~ 0 - ~  (R2 F)4 (q~eH(T)) 

die Darsteltung 

(2) A~ ~ ~--- (R T ~ (R 2 ~0)-1/4) 1/2 , 

die im allgemeinen night in der Form 

(3) R ~ : (R~- F)1/2 ( R ~ ) - I / S  

geschrieben werden daft, denn aus der Existenz einer 2-ten Wurzel yon 



338 H. MICHEL : 

R T  q9 (R~ ~)-114, (~ ~ H (T)) folgt nicht ohne weiteres die Existenz 2-ter Wurzeln 
der Faktoren RT ~ und (R~ ~)-1/4: 

Es sei H ~ {a~bmcn I l, m, n ganzzahlig} die yon den drei Elementen a, b, c 
erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe und in H dureh Pl(a~bmc n) ~-aUm+nb 2~ 
ein nilpotenter Endomorphismus vom Index 3 definiert. Wegen P~ (a~bmc n) = a an 
gilt dann ffir den durch 

(4) P h = (P1 h (P~ h)-114) 1/2 (h ~ H) 

in H definier~en Endomorphismus P ( a e b m c n ) = a m b n ,  ffir den, wie man leicht 
nachrechnet 

(5) P z h  = ( p h ) 2 p 2 h ,  ( h ~ H )  

(6) KH (P1) = KH (P),  

(7) KH(P~) = K H ( P  2) 

grit, jedoeh gibt es offenbar Elemente h e l l ,  ftir die man 

(8) (P1 h) 1/2 ~ H 

hat, so dab also start der Darstellung (4) fiir P nieht 

P h  =- (P lh )  1/2 (P~h) -1Is 

geschrieben werden daft. Unterwirft man nun die Gruppe H und die Endo- 
morphismen P1 und P demselben Isomorphismus V wie die entsprechende 
Gruppe in Beispiel 2.2.3, so erh~ilt man einen vollergodischen Automorphismus T 
in einem gewissenLebesgueschen Raum (19, B, m) mit einem quasidiskreten Spek- 
t rum H ( T) -~ V A H und den in H ( T) definierten Endomorphismen 

(9) R T  = V A P1]L - 1 V  -1 ,  

(10) R = V 2 P 2  -1 V -1 .  

Wegen (4), (6) und (7), die naeh Ausfiihrung des Isomorphismus V2 gerade in 
die Bedingungen 2.2.2,(1) und 2.2.2,(2) iibergehen, besitzt T eine Quadratwurzel 
und der Endomorphismus R hat wegen (9), (10) und (4) sogar eine Darstellung (2), 
wegen (8) aber keine Darstellung (3), w. z. b. w. 

2.4. E i n  yon der Abramowschen Theorie unabhgngiges Beispiel  

Es erschein~ wtinschenswert, die Existenz yon Wurzeln an einem yon der 
Abramowschen Theorie unabhi~ngigen Beispiel einer vollergodischen Transforma- 
tion mit quasidiskretem Spektrum zu untersuchen. 

Es sei (19, B, m) die Randlinie des Einheitskreises, ausgestattet mit dem 
normierten Lebesgueschen Mal~, L2 (m) der zugehSrige tIilbertraum. Weiter sei 
(19", B*, m*) ~ (19, B, m) • (19, B, m) der aus zwei Kopien yon (19, B, m) ge- 
bfldete ProduktmaBraum, also insbesondere 19" = {(x, y) ] x, y ~ 19} und L2 (m • m) 
der zugeh6rige Iiilbertraum, in dem die Funktionen x m y  n (m, n ~ 0, 4- 1, 4- 2 . . . .  ) 
ein vollstiindiges 0rthonormalsystem bilden. 
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I n  ~2" be t r aeh t en  wir  die Trans fo rmat ion  

T (x, y) ---- (c2 x, c x2 y) ,  

worin c komplex ,  keine n- te  Einhe i t swurze l  u n d  [c I ~ 1 sei. T is t  i nve r t i e rba r  
(T - l ( x ,  y ) ~  (c-2x, c)x-2y))  u n d  maBtreu,  also ein Au tomorph i smus .  

Durch  Four ie ren twick lung  der  F u n k t i o n e n  in  L2 (m • m) beweis t  m a n  ]eicht  
den  folgenden 

Satz 2.4.1. Sind m, n gegebene ganze Zahlen und ist b komplex mit ] b I ~ 1, so 
er]iillt ] (x, y) ~ L~ (m • m) die Gleichung 

T / ( x ,  y) = / ( c 2 x ,  c x2y) : bxmyn  /(x,  y) 

genau dann, wenn /(x,  y ) - ~ a x ~ y  ~ (/~, 1-=O, :J= 1,-4-2 . . . .  ), m - ~ 2 l ,  n = O ,  b=c2~ +z 
und [ a ] = 1 gelten. 

Dieser  Satz  l iefert  m i t  den  Defini t ionen aus Abschn i t t  1.2 

H ( T )  : H2(T) : {c~"+~ x2'[/z, l : 0, =k 1, -[-2 . . . .  } 

und  fOr den E n d o m o r p h i s m u s  RT in H (T) 

.RT(C2g+lx 21) = c 41 , RkT(V2lZ+lX 2l) = 1,  (k ~> 2).  

FOr die Exis tenz  einer k- ten  Wurze l  W yon  T is t  naeh  Satz  2.2.2 die Exis tenz  
eines E n d o m o r p h i s m u s  R in H ( T )  erforderl ieh,  der  die Bedingungen  

(1) c4~ = [R  (c2~+~ x2~)]~, 

KH(T) ( RT) ~- (C 2g [/Z = O, :d:: 1, ~ 2 . . . .  } C KH(T) ( R) 

erffillt. Eine LSsung erg ib t  sieh nur  im Fal le  k----2 mi t  dem E n d o m o r p h i s m u s  

R (62/z+/x2l) : c 2 l  KH(T) (R) = {c2~ ]tz = 0, =J= 1, ~ 2 . . . .  }, 

also existier~ eine Quadra twurze l  yon  T. Sie 1/~Bt sich le ieht  expl iz i t  angeben :  
W(x,  y) ---- (cx, xy) .  Es is t  das  vonItALMOS in [7], S. 58 in  anderem Zusammen-  
hang  angegebene Beispiel.  F i i r  alle natf i r l ichen k > 2 exis t ier t  keine k-re Wurze l  
yon  T, auch fiir  den Fal l  k-----4 nicht ,  wie es nach  (1) scheinen mag,  well z .B.  
c ~ H ( T )  ist.  
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