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Dans un travail r6cent, M. Keane et M. Smorodinsky [2] ont &abli l'isomor- 
phisme finitaire de deux sch6mas de Bernoulli de marne entropie. En utilisant 
des m6thodes analogues, on peut g6n6raliser ce r6sultat au cas oh l'espace 
d'6tat est d6nombrable. 

1. D6f in i t i ons  et notat ions  

Etant donn6 X = N  z muni de la topologie et de la tribu habituelles, ainsi que 
de la mesure produit # d6finie par le vecteur de probabilit6 >0, 
P=(Po .. . .  ,P . . . . .  ), nous eonsid6rons la transformation bijective bi-mesurable 
T: X - * X  d6finie par (Tx),=x,+ 1 qui laisse # invariante. 

Le syst6me B(p)=(X,#,  T) est alors appel6 sch6ma de Bernoulli g6n6ralis6. 
L'entropie [1] d'un tel syst6me est donn6e par: 

h(p)= - ~, G l o g p , <  +oo. 
n=0 

(N.B. Traditionnellement le logarithme est pris en base 2.) 
Let but de ce qui suit est de dhmontrer le: 

T h 6 o r 6 m e  1. Si h(p)= h(q)= + o% B(p) et B(q) sont finitairement isomorphes. 

Rappelons [4] que ~p est un isomorphisme finitaire de B(p) dans B(q) 
=(X,v, T) s'il existe X ' c X ,  X " c X  tels que: 

(1) #(x')= v(X")= 1. 
(2) ~o: X'--*X" est bijective. 
(3) cp T = T(o. 
(4) g0 #=v .  
(5) Pour tout xeX' ,  il existe (n,m)e7l 2 tel que: x 'eX '  et x[n, ml=x'[n,m] 

impliquent (~p(x)) o = (cp(x')) o. Et r 1 v6rifie une propri6t6 analogue. 
Donnons maintenant quelques notations: 
Nous poserons, pour n =>2, 

-n Pl Pi--- si l_<i_<n--1 
1 - P o  
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et 
1 +oo 

P " -  1 - p o  , 

de sorte que P , - (p l , - - . ,  P~,) est un vecteur de probabilit6 sur A, = {1 . . . .  , n}. 
Nous noterons #, la mesure associ6e/~ P,. 
Nous noterons n. la projection canonique de N* sur A. d6finie par: 

~ . ( a )=a  si a < n - 1  

~z,(a)--- n si a>n. 

Pn 
Si #o est la mesure d6finie sur N* par # o ( n ) - 1 - p o  
6vident que #, = re, #o. 

Nous noterons g,(p) l 'entropie de P,: 

g.(p)= - ~ p~logp~'. 
n = l  

- - -  pour n > l ,  il est bien 

Enfin, nous d6finirons: 

O = Sup ( Max (/5~, g/~)) 
n>=2 l <=i<=n 

Remarque. 

et ~,(p)= inf /~. 
l <i<=n 

lim g,(p)= T~ l - -  h(P) + l P~~ log po + log(1-- po) < +oo. 

2. R6duction du probl~me 

Lemme2. Si h(p)=h(q)= + o% si le thdor~me est vrai dans le cas off po=qo, il 
est vrai dans tous les cas d'entropie infinie. 

D~monstration. Notons d 'abord que toute permutation q5 de N induit canoni- 
quement un isomorphisme finitaire. Ceci dit, supposons P0 > %, soit Po = %  + ~- 
Consid6rons r= (qo ,6 ,p l  . . . .  ,p , , . . . ) ;  il est bien ~vident que h ( r ) = + o o ;  par 
suite, grfice aux hypoth&es B(r) et B(q) d'une part, B(r) et B(p) (cf. remarque ci- 
dessus) sont finitairement isomorphes. D'ofl le lemme. 

3. Squelettes-Soci6t~s 

Par d&ir d'etre complet, nous rappellerons les d6finitions et propri~t& expos6es 
dans [2] et [3]. 

Etant donn6 une suite {Nr}r>_l d'entiers positifs, strictement croissante, on 
appelle squelette de rang r toute configuration 

S = O n o  llOYll/2 ~ ,, O n ~  1 l~  On~ 
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(suite finie de z6ros et de <<trous>>) telle que: 

(i) V t e ( 1 , m )  1,>1. 
(ii) g t ~ ( 0 , m )  n ,>  1. 

(iii) V te  ( 1, m - 1) n,< N t_-< min  (n o, nm). 

Etant  donn6 un squelette de rang r, s, on appelle longueur de s l 'entier 

l= ~, l~. s'est dit sous-squelette de s, s i s '  est un squelette de rang r ' < r  ayant  
i = 1  

pour  configurat ion:  

s' = 0 "' 1~.+, 0 . . . .  . . . - - 0  "*'. 

Deux  sous-quelettes s' et s" de s sont disjoints si leurs ensembles d ' indexat ion 
{t + 1, . . . ,  t'} dont  disjoints. 

Si s l , . . , , s  J sont des sous-squelettes de s, on dit qu'ils forment  une 
J 

d&omposition de s s'ils sont disjoints deux-/~-deux et si U ( t i +  1, t ' ~ ) = ( 1 , m ) .  
t=J .  

J 

On 6crit alors s = ~I  si- 
i = 1  

Rappe lons  alors [2, 3] : 

L e m m e  3. Tout squelette de rang r>  1, se d&ompose de fa fon  unique en sous- 
J 

squelettes de rang r -  1, s = I~ sl (appelOe d&omposition canonique de s). 
i = 1  

Et, 6galement:  

L e m m e  4. (1) Pour presque tout x e X ,  ou bien x 0 = 0  ou bien il existe, pour tout 
r>  1, un unique squelette s~(x) de rang r qui ((recouvre~ la coordonn& 0 de x. 

(2) Pour toute suite {L,}r_> 1 d'entiers, il existe une suite {Nr}r> I telle que 
pour tout x e X ,  x o 4=0, l(s,(x))> L,  d& que r e s t  assez grand. 

On d6duit de ce dernier r6sultat que: 
Si ~ d6signe la famille des suites {s~}~>=, de squelettes tels que: 

(i) rang (st)= r pour  tout  r > 1. 
(ii) s~ est un sous-squelette de s,+~. 

(iii) l (s , )=l~>L,  d~s que r e s t  assez grand. 

Et  si X'({s,}) = {x e X  [Xo =t = 0 et s~(x) = s, V r > 1 }, presque tout  x e X ,  tel que 
x o 4:0, appa r t i en t / t  un certain X'({s~}). 

Etant  donn6s deux ensembles finis A e t  B munis  de mesures  p e t  or, on 
appelle  soci~td de A vers B, toute  appl icat ion S de A dans ~3(B) telle que: 

V E c A  p(E)<=G(S(E)). 

Si S est une soci6t6 de A v e r s  B, on d6finit la soci6t6 S* de B vers A par :  

g y e B  S*(y)= {xlyeS(x)} .  
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Si R et S sont des soci6t6s de A vers B, on dit que R est plus f ine  que S si, 
pour tout xEA,  R ( x ) c S ( x ) .  (On 6crit alors R < S . )  

Enfin si S est une soci6t6 de Avers  B e t  T u n e  soci6t6 de B vers C (muni de 
la mesure ~), l 'application de A dans ~3(C) d6finie par: 

ToS(x)  = T(S(x)) 

est 6galement une soci6t6 (c'est imm~diat). 
Nous rappelons que: 

L e m m e  5. Pour toute socidtd S de A vers B, il existe une socidtd R telle que: 

(1) R <S.  
(2) Card {y e B ] Card R* (y) __> 2} < Card A. 

Enfin, nous donnons sans d6monstration: 

L e m m e  6. Si R 
vers C: 

(1) R < S  
(2) R < S  
(3) (ToS)* = 
(4) S**=S.  

D6monstrat ion 

P0 =q0" 
Choisissons 

et S sont des socidtOs de A v e r s  B e t  si T e~t une soci~td de B 

ToR < ToS. 
R*<S*.  
S*oT*.  

du th6or6me. En vertu du lemme 2, on peut toujours supposer 

une suite {hi}z> ~ telle que: 

Pour i pair > 2  g,,(q)> -21og t /  . . . .  (p) 
et (1) 

pour i impair >3  g,~(p)>-21ogt/,,_~(q). 

Nous poserons X,~ (pour i impair)= {0, ..., ni} ~ muni de la mesure d6finie par 

le vecteur de probabilit6 (Po,Pl,  . . . ,P , , -1 ,  ~ P,, �9 Nous donnons une d6finition 
analogue pour Y,~ (i pair) . . . . . .  

Nous noterons Bi(p ) (resp.Bi(q)) le sch6ma de Bernoulli ainsi obtenu. Nous 
appellerons encore 7z i la projection canonique de B(p) sur Bi(p) (resp. B(q) sur 
Bi(q) ) qui est 6videmment un homomorphisme finitaire. 

Enfin, les mesures ci-dessus introduites sur Xn~ (resp. Y,,) seront not~es ~ 
(resp. ~,). 

4. Remplisseurs - Soci6t6s 

Si i est impair, posons ~,,(s)=AZ,, off s est un squelette de rang quelconque et 
de longueur 1. De marne (5,,(s)=AZ,, lorsque i est pair 

L e m m e  8. Pour tout 6>0,  pour tout entier r>=l, il existe un entier lo=lo(6, r) 
tel que, pour tout i impair < r  et tout F ~ n , ( s  ) sauf  peut-~tre sur un ensemble de 
mesure <3, on air: 
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l 
#,~(F) < 2-g"i(P)~ 

et pour  tout i pair <__r, tout  G~lBn~(s ) sau f  peut-dtre  sur un ensemble  de mesure  
<g), on air: 

l 

vn~ ( G ) < 2-gn~(q)~. 

D~monstrat ion.  Raisonnons  par  exemple sur ~,,(s): 
En appl iquant  la loi des grands hombres  fi A z on d6termine un entier 

l i=l i (6 ,r )  tel que pour  tout  F~q~,,(s) sauf  peut-atre  sur un ensemble  de mesure  
< 6, on ait z 

I>  l i ~ #,,(F)<2-g",(P)2 - 

On prendra  ensuite l o = Sup Ii. 
l<_i<=r 

Prenons alors L~--Io(6~, r) off {6~} est une suite convergeant vers 0. 
On choisit alors une suite {Nr} de te]]e sorte que le lemme4-2) soit v6rifi6 

sur B(p) et B(q); de la sorte {N,.} convient pour tous les syst~mes Bi(p) et Bi(q). 
La construction ~i laqueHe nous allons maintenant proc6der s'inspire ~videm- 
ment de [3]. Notons ffi ]a projection canonique de A .... sur An~, et 6galement 
~i la projection de ~n~+2(S) sur ~i(s) (resp. @~+~(s) sur (5~(s)). Cette application 
peut  ~tre consid6r6e c o m m e  une soci6t~ car f f i# , ,+~=#~ (resp. ~i%~+=v, , , ) .  
R e m a r q u o n s  en passant  que ff~off* = I d .  (L' inverse est faux.) (2) 

L e m m e  9. Pour  tout squele t te  s de rang r, il ex is te  une suite de socidt~s 
{Si(s)}i>= 1 telle que: 

(1) Si i est  impair Si(s ) est une soci&O de q~,,(s) vers (5 . . . .  (s) et si i e s t  pair, 
de (5,, (s) vers ~ . . . .  (s). 

(2) Pour  i>=2, S~(s)=ff*_1oS*_~(s ). 
J 

(3) Si r > 2, et s i s  = I ]  sk est  la dOcomposition canonique de s, pour  tout i >  1, 
k = l  J 

S (s) < I ]  S(Sk). 
k = J  

(4) Pour  tout i<=r, Si(s) vOrifie le l emme 5.2). 

D~monstrat ion.  Soit s un squelette de rang 1; soit R 1 la soci6t6 de ~,~(s) vers 
(5,~ (s) d6finie par  R I(F) = (5,~ (s). Choisissons alors $1 (s) < R2 de fagon fi v6rifier 
le l emme 5.2). 

Posons  alors, pour  i > 2, S i(s) = i f *  1 ~ S *  1 (s). 
La suite {S~(s)} v6rifie le l emme 9. 
Supposons  donc  le l emme vrai  jusqu ' au  rang r -  1. 

J 
Soit s u n  squelette de rang r et soit s = iV I s k sa d6composi t ion  canonique.  

j k = l  

Posons,  pour,  1 <i<_r R i ( s ) =  l-~ Si(Sk)" 

Construisons  T~(s)<R,.(s) v6rifiant le l emme6,  et consid6rons Tr_l (s  ) 
J 

= T~* (s)o n~_-*, �9 Ayan t  T~(s)< [ [  S~(Sk) , en vertu des l emme 6.1) et 2), on a: 
k = l  
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J 
Y~* (s) < [ I  S* (s 0. 

k = l  

Par dOfinition S~r(Sk)=Sr_l(Sk)O~r_l, donc, grgtce & (2): T~_l(S)<R~_l(s). 
Deux cas se pr6sentent alors: ou bien T~_l(S ) v6rifie le lemme5.2) et le 

meme raisonnement s'applique 5. T, 2, ou bien ce n'est pas le cas: choisissons 
alors U,_l(s)<T~_l(s ) vOrifiant lemme5.2). On constate alors que, si U~(s) 
= ~ * *  o U* l(S), U~(s) v6rifie, a fortiori, cette propri6t6 puisque U~(s)< Tr(s). De 
proche en proche, et au bout de r raffinements au plus, on construit 
Sl(s ) . . . .  ,S~(s) v6rifiant le lemme 5. 

En posant Si(s)='~*_lOS*l(s) pour i > r + l ,  la suite {&(s)}i>_ ~ %rifie le 
lemme 9. Ce qui ach6ve la d6monstration. 

5. D6monstration du th6or6me 

Lemme 10. II existe une suite d'homomorphismes finitaires f/: Bi+ 1 (P) ~ Bi(q) si i 
est pair et de Bi+l(q)--+Bi(P) si i est impair telle que: 

V/>__I, f/of/+ 1 =~i 

off ~i est la projection canonique de Bi+ 2(p) sur Bi(p) (resp. Bi+2(q) sur Bi(q) ). 

D~monstration. Soit, par exemple i > 3  et impair; raisonnant comme dans [3] si 
X~,i({s~})={x~{0,...,ni}Z[sr(x)=sr}, pour presque tout x~X',,, Fr(x ) est contenu 
dans l'image par S~_~(sr) d'un unique G~ffi,~_l(sr) (en effet la probabilit6 pour 
qu'il n'en soit pas ainsi est major6e par: 

~1 . . . .  Z,(q) 

qui tend vers 0 en vertu de (1)) et ceci d6s que r est assez grand. Sans r6p6ter 
ici l 'argumentation de [3], cette propri6t6 permet de d6finir un homomorph-  
isme finitaire de Bi(p) dans B i_ l(q), soit f/_ 1. 

Si X'z est l'ensemble de d6finition de f/_~, il est clair que v . . . .  (f/_ 1X;)= 1. 
Donc, pour preque tout x ~ X'~, f/_ ~(x) appartient h l'ensemble de d6finition de 
f / -  2- Examinons alors f/_ 2 ofi_ l(x). 

Pour presque tout x tel que x0 4=0, il existe r tel que Fr(x) soit contenu dans 
l'image par Sz_a(s~) d'un unique G ~  . . . .  (s,) et G est contenu darts l'image par 
Si_2(sr) d'un unique F' ~ . . . .  (sr). 

Doric F~(x)eSi_l(s~)oSi_2(s,)(F'). Soit F"=~i_2F;  alors Si_2(s~)(F" ) 
=S*_z(s~)(F), en vertu de la formule d6montr6e au lemme 9.2). Ayant 
F~SI_I(s,)oS*_I(sr)(F), on obtient: F~(x)~Si_l(s~)oSi_2(F"); l'unicit6 de F' mon- 
tre que F'=F"  et donc que F'=~i_2F~(x); ce qui implique 6videmment 
f / -  2 ~ ~ = ~ -  2 et le lemme 10 est enti6rement d6montr6. 

Soit X~' l'ensemble d'arriv6e de f l .  
Posons X'~ l'ensemble des points appartenant 5- l'ensemble de d6finition de 

f2 et / t  l'ensemble d'arri%e de f3. I1 est clair que/~,~(X~)= 1. 
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On pose alors Xzi+l l 'ensemble des points  appa r t enan t  ~ l 'ensemble de 
d6finition de f2i et & l 'ensemble d ' a r r i%e  f2i+l. 

On pose enfin X " =  (-] - * " rc2i+ 1 Xz i+ l .  On a alors # ( X " ) =  1. 
i>O 

On d6finirait de marne Y". 

Construction de (p: B(p) ~ B(q). Si xeX" ,  rc2i+ l xeX'2'i+ 1 doric f2i(rCzi+ l x)e Y[z'i et 

par  suite l 'ensemble ~ rc2ilf21(rCZi+l x) est non vide. 
i > l  

1. Pour  tout  xeX" ,  (") rcz~lf2i(rc2i+l x) est r6duit ~ u n  point.  

En effet, si y,y'e 0 ~2il fzi(Zc2i+l x), pour  tout  i, g21y=gziy', donc y=y' .  
i> l  

En vertu de cette propri6t6, il est loisible de consid6rer l 'appl icat ion:  

X ~ @(X)= i~>= 1 ~z2ilf21 ~2i+ l(x) �9 

2. ~o T =  Top. est tout  a fait 6vident. (3) 
3. Pour  tout  i > l ,  zc2iop=f2iozc21+l. (4) 
Est 6vident par  d6finition. 
4. (p # =  v. 
En vertu de (4), et puisque f2~ est un h o m o m o r p h i s m e  finitaire: 

7~21 ~0 [.~ = f 21on2i + 1 [.l = f 2i ~n2i +I = ~)n2i" 

Donnons  nous alors un cylindre A de B(q). On peut  choisir i assez grand pour  
que: v(A) = ~,2,(Ir21A). 

A &ant  un cylindre, pour  ce marne i,~rs 
Donc,  v(A)=~nzi(g2iA)=#((p-1 g2i1('g2iA))=#((p-aA) ce qui mon t re  (5) 
5. Pour  tout  E c X " ,  la suite {)z2ilf21gzi+i(E)}i>l est d6croissante. (6) 
En effet, si -1 zeI~zi+ 2f21+ 2 ~2i+ 3 E,  7r,2i+ 2 z e f 2 i +  2 7~zi+ 3 E.  
Mais  7"(,2iZ=~2ioTr,2i+2 Z, donc ~ 2 i Z e ~ 2 i f 2 i + 2  7~2i+3 E.  

En vertu du l emme 10, ~2i=f2iofe~+l, donc:  

TC2i z@f2i~ 1 ~  2 ~ 3 E ;  

ayant  f2i+iof2i+2=:~2i+l, il vient: 

7r, ei Z e f  2i Tc2i + l E 

c'est-~t-dire zert2ilfzi zc2i + 1 E: (6) est donc d6montr6.  

6. ~0 est un h o m o m o r p h i s m e  finitaire. 
En tenant  compte  de (3) et (5) il nous suffit de mon t r e r  la continuit6 de (p. 

Soit y e N * ;  prenons  io assez grand  pour  que ~Z21oy=y. I1 existe un cylindre 
[a . . . . . .  a , ]  de B2io+l(/) ) tel que: 

g xe[a . . . . .  , a,] (fzlo(X))o = y. 

Soit I le cylindre de B(p) s '6crivant [a . . . . . .  , an]. 
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On remarque  que re211+ 1 [a . . . . .  , a , ]  = I. 
Pour  tout  zeI, Tc2io+ 1 z@[am,"', an], donc (fzlo r~2io+ 1 Z)o =Y- 

~ E ~ - I  ~ Par  cons6quent  pour  tout  y 2ioJ21og2io+l z, on a yo=y. 
Ce qui implique rc2-~f2io rt21o+ 1 (I)  C [ J ] ,  

En vertu de (6) ~2i l f2 i~2~+l ( l )=~51f21n2~+l( I ) ,  ensemble  qui 
i ~'; " i o  i ->~ 1 

contient  bien 6v idemment  q0(I). 
De  sorte que ~o(I)c [y]. 
(Les cylindres sont toujours,  na ture l lement  suppos6s restreints ~t X"  et Y" 

respectivement.)  

Construction de ~: B(q)-~B(p). Par  sym6trie, si yaY", nous poserons  O(y) 

= ~'] 7r,2il_lf21_l 7c2i(Y ). I1 nous suffira donc  de mon t r e r  que O((p(x))=x. 
i>1 

Soit z=O(q)(x)) ;  pour  tout  i, ze~Zei*_lfgi l~c2~((p(x)) c'est-/t-dire 

7~2i-1 Z = f 2 i - 1  g2/((P(X))" 

C o m m e  q~(x)e~ilf2i rc2i + I(X), 7C2i @ ( X ) = f 2 i  ' ~ 2 i +  1(X) d o n c  

"l'C2i 1 z =  f2i-- lof2i~Z2*+ i(X)" 

/t nouveau  le l emme  10, c o m m e  dans la d6mons t ra t ion  du (6), il Ut i l isant  
vient:  

TC2i_ 1Z~7"C21_1X. 

Ceci 6tant vrai  pour  tout  i, z = x. Le th6or~me 1 est doric ent i6rement  6tabli. 
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