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Eingegangen am 14. Juli 1966 

Einleitung 
Fiir station~re Prozesse (Xn, n = O, 1, 2 . . . .  }, die eine starke Mischungs- 

bedingung erffillen, gilt der zentrale Grenzwertsatz, d.h., die Verteilung von 
S2v = ~V-1/2 ~ xn strebt gegen die Normalverteilung (siehe z.B. [2] und die dort 

n ~ N  

angegebene Literatur). Daher ist es vielleicht von Interesse zu zeigen, dal~ ffir 
derartige Prozesse das Gesetz yore iterierten Logarithmus gilt, d.h., da$ mit 
Wahrscheinlichkeit 1 

~x~ 

lim sup V ~ ~ N  
N - - >  oo 

wenn fiir die Streuung des Prozesses a 2 # 0 gilt. Dies um so mehr, da der Beweis 
im wesentlichen bereits durch die Arbeit yon ERD6S U. GXL [1] und eine friihere 
Arbeit [2] erbraeht ist. Natfirlich gibt es noch einige Hindernisse zu fiberwinden, 
doeh sind diese yon geringerer Schwierigkeit. 

Genauer beweisen wir folgenden 

Satz 1. Es sei (x , ,  i = O, l ,  2 . . . .  > ein stationiirer Proze[3 im weiten Sinne mit 
[olgenden Eigenscha/ten : 

(i) E x t = O  ( i>O) .  

(ii) Es gibt eine Funkt ion L (x), de/iniert /iir alle ganzen x > O, mit L (x) L (y) < 
<= L (x + y), so daft liar alle ganzen Zahlen r > 1 ; 0 <= io < i l  < "'" < ir ; 1 <= j < r 
und pi > 0  (1 <~i <~r) gilt 

] E (x~:... ~:) - E (x~:... <~) F~ (4'::"" x~:)l <--_ 
(1) 

<=L(j) c(i~+l --  i~) sup E(] xt]~ v'), 
l ~_i<--ir 

(2) IE(zF: "''2r,~ A ~ - -  =< L ( O ) C ( i l - - i o ) s u p E ( ] x * l  2v~ ) 
l~i<=ir 

/iir alle A E ~;~io~ Dabei ist ~ b  a die a-Algebra, die durch die Ereignisse {xn < ~} 
(a <~ n <~ b) erzeugt wird, und c (s) = s-v(s) mit  y (s) ~ oo so rasch, daft ~ ~, (N 1/16) >~ 

I9 + 1 /i2r alle ganzen N >= 1 und p --< 3 logs N.  Welter wird vorausgesetzt, daft 

sup E (1 xi 16 log~ 2v). L (6 log2 N) = 0 (N1/12). 
0 ~ i < 0 0  

Dann existiert 
o o  

a 2 = ] J m N - 1 E  ( ~ x n l  2 = I[xol[ 2 + 2 ~ E ( x o x s ) .  
\n~2V / s = l  
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Ist  a r O, dann gilt mit  Wahrscheinlichkeit 1 

n< ~v 1. 
Jim sup ~/~2 Nlog2 N 

2V--~- a o  

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich der Lektfire einer noch unver- 
6ffentlichten Arbeit [4] yon STACKgLBERO, der mir das Manuskript freundlicher- 
weise zur Verffigung stellte. 

1. Die Absch~tzung nach oben 

Wit zeigen bier, daI~ limsup(.. .)  ~ 1, und zwar sogar unter schwhcheren 
Voraussetzungen. 

Proposition 1. Es sei (x i ,  i----O, l, 2 . . . .  } ein stationdrer Proze/3 im weiten 
Sinne mit den Eigenscha/ten (i) und (ii), wobei wi t  aber in (ii) nut  (1) als er/i~llt 
annehmen. Ist  (7 ~: O, dann gibt e8 zu jedem e ~ 0 und ~ ~ 0 ein No ~- No (e, ~), 
so daft mit  Wahrscheinlichkeit ~ 1 - -  ~ und liar alle N ~ No 

n<~ [ 

Zum Beweis brauchen wir einige Hflfss/itze, die wir alle unter den obigen 
Annahmen beweisen. Die Existenz yon a 2 folgt aus Hilfssatz 1.1 in [2]. 

IIflfssatz 1. Es gilt liar alle ganzen M,  N ~ 0 und 0 g p g 3 log~ N 

tt::o)) E/ /M+N- lxn \2p \  = 2pp!(2P)! N~t72P(1+ O(N-~ 0 < d <  --'100 

gleichm~fiig in M.  
Der Beweis folgt sofort aus Hilfssatz 1.7 in [2], indem wit diesen auf den 

Prozel~ (Xn+M, n = 0, 1 . . . .  } anwenden. 

ttilfssatz 2. Wir setzen /i~r ]estes M,  N ~ 0 

{ M+N--1 , } 
r  = P .~MX.  >= l / 2 t ( ~ l o g 2 N  . 

Dann gilt/i~r alle N ~ No 

{ 181og2N /i~r O ~ t ~ 3 und 
(3) ~ ( t )  < log~V - 

= 61ogzN ]i~r t ~ 3  
t 2  l o g 2  N - -  " 

Dabei hiingt No nur vonder  Konstanten ab, die durch 0 in Hil/ssatz 1 impliziert 
wird. 

Der Beweis ist identisch mit dem yon Lemma 7 [1]. Wir setzen nun 
M §  ] 

F (M, N) = .__~MXn . 

Die Lemmas 12, 13, 14 in [1] fibertragen sich dann s inngem~.  Man folgt dem 
restlichen Beweis yon Lemma 11, dem ja Proposition 1 entspricht, bis ans Ende 
und iiberzeugt sich leicht, dab alle Schritte richtig bleiben, wenn man sie sinn- 
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gemi~B fibertr~gt, ausgenommen jener, bei dem F([a n] + mz 2x, N*) dureh N* 
nach oben abgesch~tzt wird. Diese Abschgtzung ersetzen wir durch folgenden 

Hilfssatz 3. Fi~r jedes 1 < a <= 2 gilt mit Wahrscheinlichlceit 1 

F([a n] + m~2 ~, N*) --~ O(N(1/3)+~), e > O. 

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gilt 

~F([a n] + m~ 2 ~, N*) 2 = IF(0 ,  N*) 2 = O(N*). 

Da ffir s > 0 die Reihe ~ N *-l-e < co, folgt nach einem bekannten Satz, dul3 
mit Wahrscheinlichkeit 1 

F ( [ a  n ] -~- m x  2 g, ~ * )  = O(2u  * l+e)  = 0 (_~(1/3)+~). 

Damit ist Hilfssatz 3 und Proposition 1 bewiesen. 

2. Die  A b s c h i i t z u n g  n a c h  u n t e n  

Propos i t ion 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes I gibt es zu jedem s > O, 
> 0 und N > 0 ganz, eine endliche Folge ganzer Zahlen J~ ~ N1 < "'" < N~, 

so daft mit Wahrscheinlichkeit > 1 -- 

(0, 2v~) 
max - - - - ~ 1 - - 6 ,  l < , < k  ~(/%) - -  

wobei ~p (N) = ]/~ ~ N log2 N.  
Die folgenden drei ttilfssiitze gelten alle unter den Voraussetzungen des Satzes 1. 

IIilissatz 4. Es gilt gleichmgflig in M 

~MXn = P ( A )  (2P)! N~ ~2~(I + O(N-~ 0 < ~ <  
n ~ ' 

A 

[iir aUe A ~ g2o M-~  mit ~ N  < m < M (a > 0) und alle 0 <= p ~ 31og2N. 

Beweis. Aus dem polynomisehen Lehrsatz folgt 

(4) = 2 r x ,  . . . .  - - - -  J M X M + N - 1  
n Pli-7"'PN! n 

A 

wobei fiber alle p~ >_-- 0 mit ~p~ -~ 2p summiert wird. Nun ist nach (2) 

p~ , . .  pN ] x ~  .. �9 XM+N_ ---- P ( A ) E ( x  M xM+~_~) + 0 L(O) c(m) P(A)  sup E(Ixil2~) 
A 0_~i<c~ 

mit ]0]  ~ 1. Dies in (4) eingesetzt, ergibt unter Verwendnng yon Itilfssatz 1 

A 
+ P (A) L (0) c (m) sup g (I x, I~v) N2v 

0 < i < o o  
1 

- -  P ( A )  (2P)! NP(12P(1 + O ( N - ~ ) )  0 < ( $ <  100 
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I n  Analogie zu Hflfssatz 2 gilt 

Hilfssatz 5. Wir setzen 

wobei A e ~M-r~  (~N < m < M,  o~ > 0). Dann gilt/iir q5 A (t) die AbscMitzung (3). 

tIilfssatz 6. Fiir 0 < e < 1 und A e !I2o M-'~ (gN  < m < M, o: > O) gilt 

~5A(X --  e) > (logN) -l+(e~/4) . 

Ffir einen Beweis siehe L e m m a  8 [1]. 
Wi t  fiihren nun den Beweis yon  Proposit ion 2 zu Ende. Dieser folgt aueh der 

allgemeinen Linie yon  [1], und  so k6nnen Mr  uns etwas kiirzer fassen. Wi t  sehreiben 
ffir k =  1 ,2  . . . .  

F ~  = F ( 2  (au + . . -  + a u + ~ - l ) ,  a~+k) ,  

~o~ = ~v (aU+k), NI~ = 2 (a u -~- . . .  -~- a u+k-1) -~- a u+~ , 

wo die ganzen Zahlen a > 3 und  u > 2 wie in [1] sp/~ter passend gew/~hlt werden. 
Wi t  definieren nun  die Ereignisse E0, E1 . . . . .  E~ indukt iv :  Eo ist leer; 

E , ~ = { f , ~ > ( 1 - - 2 ) ~ o ~ } n { ' - - ( E l + ' " - f - E ~ - l )  }. 

Es isg/2  - -  (El § ""  § Ek) e !12o ~ ,  wie man  leicht sieht. Hilfssatz 6 mit  

M = 2 ( a  u + . . . - 4 - a u + ~ ) ,  N = a  "+e+l und m = M - - N ~ = a  u+~ 

angewendeg, ergibt ffir k > 0 (ffir k = 0 bedeutet  D - -  (El + "'" + Ek) = D) 

P{Ek+I}  > P{/2  - -  (El -? ""  + Ek)} '  ((a -~ k + 1)loga) - I  . 

Daraus  folgt durch Induk t ion  naeh k 
k 

P { D  - -  (El @ . "  @ E~)} ~< ~ ( 1  --  ((u -}- v ) loga) - l ) .  
v = l  

t 

Wir definieren die Ereignisse E k (k > 1) dureh 
t 

Ek+ 1 = {F(O, N~ + a u+~ > V ~ v ( N k  + au+k)} 

und erhalten aus Hilfssatz 1, wenn a > ao, 

, 1 k ) -3 /2  P(Ek+I)  < ~ (u + 

und schlieBlich 

E .  + P E,  < (l ((u + v) loga)  -1) -? (u 1) -1/2. P D - -  --  - -  

W e l t e r  gilt 
F(O, N~,) > Fv . y~, F(O, N~, + a u+~'-i) . ]/~ y~ (N~,-i JF a u+~'-l) 

~/j(~T~,) - -  ~o~ ~f (N:,) V2 ~(N~,-1 ~- a u+~'-l) ?fl (Nv) 
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Der Rest  des Beweises ist analog zu [1]. Man wi~hlt dabei a nur in Abh~ngigkeit 
yon e (a > N wfirde namlich ~ ---- 0 zur Folge haben) und ws dann u so groB, 
dal~ a u > N. 

3. Eine Anwendung 

Es sei T eine Resttransformation vom Typ A (s. [2] und [3]) oder T x  = x  -1 
rood 1 (Typ C). Weiter sei g (u l , . . . ,  urn) eine Funktion, wie sie in Itilfssatz 2.9 
[2] besehrieben wird. Aus diesem Hilfssatz folgt, dai~ die Bedingung (1) im Satz 
erffillt ist. Da~ auch (2) erffillt ist, zeigt man analog. Es gilt also im Falle ~ :~ 0 
ffir fast Mle x 

I~l(T"x)l  
n ~ _ N  

lira sup V2 ~2 N log2/V ~-- 1, 
N - - +  o o  

wenn E (]/161~162 ~-- 0 (Nlm~) und m eine feste natfirliche Zahl bedeutet. 

4. Zwei weitere S~itze 

I n  Wirklichkeit beinhaltet der Beweis des Satzes sogar 

Satz 2. Es 8ei <Xn, n ~ O, 1, 2 . . . .  > ein stochastischer Proze]3 mit ]olgender 
Eigenscha/t: Es gibt eine Konstante y > 0, so daft ]i~r alle ganzen M, N ~ 0 und 
0 g p g 3 logs N gilt 

[[M+N--1 \2p\ /(2p)! ~p  ~ 

Dann ist /ast sicher 

~. xn] 

l imsup V2yNlogsN ~ . 
~ - - >  c o  

B e m e r k u n g .  Dieser Satz finder sieh bereits bei S. GXL [5] in etwas schw~cherer 
Form. 

Satz 3. Es sei <Xn, n = O, 1, 2, ...> ein 8tochastischer Prozefi, /i~r den/olgende8 
gilt: Es gibt eine Konstante ~ > O, so daft/i~r alle ganzen M, N ~ 0 und 0 ~ p 

3 log2N und alle A e ~o  ~ -m  mit ~N < m ~ M (:r > O) gilt 

/ / M + . b T - - 1  \ 2 p  A )  ~ 7 ~ N ~ ( 1  + o ( 1 ) ) .  
Ell ~= x,) = 2,p. 

Dann ist /ast sicher 

I Xx,,I 
n <= l~ I 

lim sup V2~N-I~g2 N ~ 1. 
N----~ oo  

Die beiden S~tze sind ffir einige Anwendungen yon Bedeutung. 
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