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Einleitung 

In den letzten Jahren wurden yon verschiedenen Autoren [5], [12], [13] 
station&re Prozesse im strikten Sinne <Xn, n = O, 1, 2 . . . .  > untersucht, die starke 
Misehungsbedingungen erffillen. Eine yon diesen ]autet 

sup t P ( A B )  - -  P ( A )  P ( B ) ]  g o ~ ( n ) ~  O, 

wobei sup fiber alle A ~ ~~ und B e ~0~ erstreckt wird; ~ b  ist dabei die 
a-Algebra, die durch die Ereignisse <(x n . . . . . .  Xn~ ) ~ E> erzeugt wird (E eine be- 
liebige k-dimensionale Borel-meBbare Menge und a <= n l  < ""  < nk ~ b). Unter 
gewissen Voraussetzungen fiber die Folge <~ (n)> wurde gezeigt, da$ die Verteilung 
yon SN -~ N -1/2 ~ ,  xn gegen die Normalverteilung strebt. 

n_~2/ 

In dieser Arbeit werden nun station~re Prozesse im weiten Sinne betrachtet, 
die eine starke Mischungsbedingung erffillen, die der obigen im wesentlichen 
~quivalent ist. Es wird gezeigt, dab die Verteilung yon Sly gegen die Normal- 
verteilung streb~, wobei aber auch noch fiber die Geschwindigkeit der Konvergenz 
Aussagen gemacht werden (Satz 1). 

Der Beweis yon Satz 1 ist yon den Beweisen der oben erw~hnten Si~tze grund- 
s&tzlich verschieden. Es werden in dieser Arbeit die hSheren Momente der SN 
abgesch~tzt und dann gezeigt, dab die charakteristischen Funktionen der 2V-1/2 Sly 
mit einer gewissen Geschwindigkeit gegen die der Normalverteilung streben. 

Mit Hflfe yon Satz 1 wird in Kapitel 3 gezeigt, dal~ die Verteilungen der 
Summen 2V-i/2 ~ / ( T n  x) gegen die Iqormvalertei]ung streben, wobei / eine Funk- 

n_~2/ 

tion aus einer gewissen Klasse K ist (diese Klasse enthiilt z.B. die Funktionen yon 
beschri~nkter Variation und Lip ~ (~ > 0)) und T zu einer gewissen Klasse yon 
Abbildungen des Einheitsintervalls auf sich gehSrt, die in der Zahlentheorie 
eine Rolle spielen; z.B. T x  ~- a x m o d  1 (a > 1; ganz) oder T x  = ~gxmod 1 
(ffir gewisse ~ > 1, nichtganz) oder T x  -~ x -1 rood 1 (dieses T definiert den 
Kettenbruehalgorithmus). Im 1. Fall wird dadurch ein Ergebnis von M. KAC [7] 
und IOOST~IKOV [9] und im 3. Fall eines yon IBRAGII~IOV [6] versch~rft. 

Herr  Dr. STiCKEL~ERa hat mir freundlieherweise das Manuskript seiner noch 
unverSffentliehten Arbeit [14] zur Verffigung gestellt. Aus dieser Arbeit habe ieh 
einige der Ideen Dr. STACK]~L~]~GS benfitzt, die hSheren Momente der S~v abzu- 
seh~tzen. 

* Diese Arbeit wurde teilweise durch das United States Office of Naval Research unter- 
stfitzt. 
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186 W.  l~rtlLIel": 

1. Formulierung und Beweis yon Satz 1 

Im folgenden bedeutet [O1=< 1 eine -- nicht notwendigerweise immer 
dieselbe -- Konstante. Weiter bedeutet durchwegs S ('" " ) =  S ('" " )dP,  wobei 

X 
~Q = (X, Z, P) stets der zugrunde liegende Wahrseheinlichkeitsraum ist, und II x II p 
die p - ~ o r m  v o .  x FUr ~ = 2 lass~n w ~  den  I n d e x  weg ,  a~so l] x II~ = H ~11. 

Satz 1. Es sei (xt,  i = O, 1 . . . .  } ein stationSrer Prozefi im weiten Sinne, der 
/oIgenden Bedingungen geni~gt: 

(1.1) E x t = 0  ( i ~ 0 ) .  

(1.2) Es gibt eine t~unktion L(x) ~ 1, de/iniert /i~r alle ganzen x >= 1, mit 
L (x) L (y) <~ L (x -F Y) und der Eigenscha/t: Fi~r alle ganzen Zahlen 

r >= l; O <~ il < "" < ir; l <= ] < r und p~ >= O ( l _ < v _ < r )  

existieren die gemischten Momente und es gilt 

]E ( ~  . . . .  x~;) - -E  (x,~: ... x~/J) E (x~J++: ... x~;)[ gL(~)  c (ij+l - -  i I) sup E [x~l Zp', 

wobei c(s) = s -~(~) mit yJ(s) ~ oo. 
Dann existiert 

o o  

o~ = ~ m N - X  ~ ( Z x . l ~ d p =  ilxoll~ + 2~E(xox~). 
N--+c,o \n<=N ] s = l  

Ist a ~: O, dann gilt 

_ ] Ie-~'12dt+O(Q-1/~)+ p 1 ~ Xn < y g2~ 
n < ~  --00 

~- 0 ( N-1/16C20+I L ( 2 Q +  1)supEIxil2Q+]) 

Dabei ist C : ~ s c (s) < oo und Q ist so zu wiihlen, daft 

Q -< max logaN ' Po , wo P0 = sup p mit yJ (N 1/16) >= 4p. 

Die Konstanten in 0 sind numerisch. 
Sp/~ter werden wit folgendes Korollar verwenden: 

Korollar. Ist speziell 

~(s)>~s ~ ((~>0) und supllx~ll2Q+l<<Q a, a>=l,  
l<=i<co  

so gilt } Y 
_ 1 ] e  - t~ /2dt  + RN, p x ~ xn < y V ~  

n ~  N --oo 

wobei im Falle L (x) = L = eonst 

R x =  \ \ l~g N ] ] 

und im Falle L (x) = exp (or 

Rz~ = O(fll/21og~]'2 N) + exp (--  l log N + o:logl/2 N ) .  
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Die Konstanten in 0 h~ngen nut von a und ~ und im 1. Fall yon Lab. 
Der Beweis des Satzes beruht auf  einigen Itilfssi~tzen, bei denen stets die 

Voraussetzungen yon Satz 1 als erffillt angenommen werden. Wit setzen h ~ IN 1/2] 
und k ~ [N1/a] _ diese Wahl ist bis zu einem gewissen Grade willkfirlich --  und 
ffihren neue Zufallsvariable y~, ul (1 ~ i ~ l) ein. 

yl = xo § . . . . . . . . . . .  § xh-1 Ul = x~ § . . . . . . . . . .  § x~+~-i 

yl = x ( t - 1 )  (a+k) ~- "'" + Xlh+(l-1)k-1 Ul ~ X l h + ( l - 1 ) k  -~  "'" ~ -  X N .  

Da lh -k (l -- 1)k =~ N < (h ~- k)l, folgt 1N1/2 < 1 ~ N 1/2 fiir N ~ N0. Ohne 
Beschr~nkung der Allgemeinheit setzen wir C > 1 voraus. Wir sehreiben 

s~  = y~  + v~  = ~ y~ + ~ u~. 
i ~ l  i~_l 

r 

ml~ss~t~ 1.1. o~= E xo ~ + 2 5 E (xo x~) =N-~  f ( 5 x./~ + 2 o L (1) e~ -~Exo  ~ 
s = l  \ n ~  / 

r 

= Ex~ ~- 2 ~ E ( x o x s )  + 2 0 L ( 1 ) C N - ~ E x ~ ,  

da wegen (1.1) und (1.2) IE(xoxs) l ~ L(1)Ex~ s -~ (~) 

IIilfssatz 1.2. iV -1E  Y~v ~ ~2 ~_ 6 0  L (1) C N-1/4E x~, 

Ey~ = hg  2 + 20L(1)CEx~o . 

\ i - < _ l ]  i * ]  

: 1Ey~ Jr OL(1)N2lc -~ (k)Ex~o, 

da wegen (1.1) und (1.2) [ E (yiyj [ ~ L (1) h2k -v  (k) EX2o ffir i * ]. Ebenso erhalten 
wir wie in Hilfssatz 1.1 

h-~Ey~ = a~ ~- 2 0 L ( 1 )  Ch-~Ex~.  
Daraus folgt 

N-~ E Y~  -~ a~ ~- 6 0  L(1)CN-~/4 Ex~o , 

da wegen Hilfssatz 1.1 
a ~ ~= 3 C L ( I ) E x ~ .  

ttilfssatz 1.3. Es gilt/i~r ganzes M ~ 1 und alle p ~= 1 mit y~(M ~/a) =~ 4(p ~- 1) 
und 2p ganz 

(1.3) ~ [i ~_~M x~ ~ ~ L (2 p) ( I O C M )P (4 p) ! E ~  , 

wo wir supE I x~ [2P -~ E ~  setzen. 
l ~ _ i ~ M  

Ffir ganzes 2p, m ~ 1 ist die Anzahl der L6sungen der Gleichtmg ~ p ~  ~ 2p  
i g m  

in ganzen Zahlen pt ~ 1 h6chstens gleieh 10p, wie man leieht sieht, wenn man das 
Volumen des Tetraeders ~ T~ ~ 2p, p~ ~ 0 berechnet. Wegen des polynomischen 

i ~ m  

14" 
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Lehrsatzes genfigt es daher, anstelle von (1.3) folgenden Hilfssatz zu beweisen. 

ttilfssatz 1.4. Es seien M, 2p > 2 ganz mit v ( M  u4) > 4(p  A- 1). Dann gilt 
/i~r alle ganzen m > 2 ,  p~ > 1  (1 <~ i <-- m) mit ~p~ = 2p 

i<=m 

(1.4) ~ [E (xiV: . . .  x~:)l ~ L (2 p) (CM)p E ~  (2 p ) ! ,  

wobei iiber aUe 1 <= il < "" < im <= M summiert wird. 
Beweis. Wir ffihren den Beweis durch Indukt ion  nach 2p. Ffir 2p  ---- 2 folgt 

die Richtigkeit  yon (1.4) aus IIrifssatz 1.1. Wi t  zerlegen nun  die linke Seite 
yon (1.4) in 

(1.5) = Y: + 

wobei in ~ '  fiber alle Terme yon ~ summiert  ~/rd,  ffir die gilt ii+ 1 -- ij <= M 1/4 
ffir alle ]---- 1 . . . .  , m -  1. Die Anzahl der Terme in ~ '  ist hSchstens gleich 
M .  M(1/a)(m-l) < MP. Aus der HSlderschen Unglelehung ergibt sieh 

2 p  (1.6) E ( ~ : . . .  x~:) <= EM , 

Daraus folgt 

In  ~ "  wird fiber die restlichen Terme summiert .  Dabei gilt ffir mindestens ein 
mit  l ~ / < m - - 1  

(1.7) i1+1 --  ij > M l/a . 
t t  

Wit  fassen nun in ~ j  alle Terme aus ~ "  zusammen, ffir die (1.7) grit. Daraus 
folgt wegen (1.7) 

m - - 1  

y : , =  z 
1 = 1  

m - 1  

<:)1 + 
1 = 1  

m - 1  

+ Y ~ : ' L ( ] - -  1)c(M1/4)Ey.  
] = 1  

Nun ist 
m - - 1  

~ : ' L ( i  - -  1 )c (M1/4)E~  g L ( 2 p - -  1 ) E ~ M 2 p  �9 c(M 1/4) < L ( 2 p - -  1)~2PM~ _ _  = Ju~/~i[ . 
1 = 1  

Welter  grit nach Indukt ionsannahme 

,o)1 =< 
=< L (pl + ""  + p j )L  (pj+~ + .. .  + p~) x 

x E ~ ( p l  t- "" + pl)l (pj+l + ""  + Pro)! (10CM)v 

<= L(2p)E~( IOCM)P(2p  -- 1)l ,  

auBer wenn ] ---- Pl ---- 1 oder ] ---- m --  1, Pm ---- 1. In  diesen beiden Firilen ver- 
sehwinden aber siimtliche Terme yon ~ ~'. Somit gilt 

~ "  <_ L ( 2 p ) E ~ ( l O C i ) V ( 2 p ) ! .  
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(1.4) folgt nun sofort aus (1.5) und den Absch/~tzungen fiir X '  und ~ " .  

Hilfssatz 1.5. Fi~r alle ganzen p, Pc > 1 mit ~ p ,  = 2p  gilt 
l~ i<t  

IE(y7 . . . .  y~') - -  ~ E(y~')l g (hElv)Upk -~(k) ~ L(p j ) .  
i ~ t  j < t  

Beweis. Aus (1.2) folgt 

E (y~ . . . .  y~') = E x(ij-1) (h+k) +r~ 
\i  ~- t \rj = o 

h - - 1  h - - I  

h - - 1  h - -1  

r 1 i = 0  rtvt = 0 v < p j  ] < t  ] 

= ] ~ E ( y ~  j) + O(hEN)2"k  -v(k) ~ L ( p j ) .  
j<t j<t 

Im folgenden bedeuten Cl, c2, . . .  stets beliebig kleine positive Konstanten. 

Hilfssatz 1.6. Es sei 1 • p < ~2 " logN mit ~(N 1/16) _~ 4(p + 1), dann gilt 1og~ N 

(1.8) E ~Z~vP -- (2p)! NP ~2p + 0 (CEN) 2p" L (2 p) N v-(3/s)+c~ 
2vp ! 

(1.9) ]E y~v+l] g (CEiv)2p+IL(2p + 1)Nv+(a/s)+*~ , 

(1.10) ]E U~V[ g (CEiv)2p L(2 p) N (sp/4)+ (1/a2). 

Wh" beweisen zuerst (1.8). Dazu entwickeln wit y2v nach dem polynomisehen 
Lehrsatz und erhalten 

f (  Z ,I = ( + + S " )  \ iz~ / p~t.. .pz! E(y~ . . . .  y~,) 

dabei sind pc ~ 0 ganz und ~ p, = 2p. 
i g l  

In ~ '  wird fiber alle Terme summiert mit p, ~ O oder 2 (1 ~ i ~ l), in ~ "  fiber 
alle Terme mit Pc # 1 (1 g i _~ l), ffir die es mindestens ein ] mit P1 ~ 0 oder 2 gibt. 

' "  enths die iibrigen Glieder. 
Wit sehreiben ~ '  als 

. . . .  y~), 
2p 

wobei fiber ~]le 1 ~ il  < . . .  < ip ~ 1 summiert wird. Indem wit Itilfssat~z 1.5 
~nwenden, erh~lten wir 

~ ,  (2p)! 
O (h E~v)2p p L (2) k-~(~)) . 

Nun ist -- < (p -- 2)! " Dies gibt unter Verwendung yon Hilfssatz 1.2 

2~p! = 2 ~ ~  l~ + (hE~v)~PpL(2)k-~(~) ~ 

(C E~)~p L (2 p) NV-O/~) +c~ 
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Wir betrachten nun einen Term in ~ " .  Aus Hilfssatz 1.5 folgt 

(1.11) IE(y~ . . . .  y~l)l <= l-[ IE(y~J)] + (hEN)2p.k -~(k) ~ L(ps ) . 
j<l j <  t 

Bezeichnen wir mit r die Anzahl der Faktoren mit Pi ---- 2 und mit s die Anzahl 
jener mit p~ ~ 3, dann gilt 3s + 2r ~ 2p. Da s ~ 1, haben wir r + s ~ p - -  1. 
Daher enth/ilt ~ "  hSehstens IP -1 Terme. Also folgt aus Hilfssatz 1.3, angewendet 
auf die Prozesse (x~+t} (i ~ 0) ffir gewisse t 

[ ~ " l  <= (IOCh)P. l~-l(4p)!]-~ L(ps)E~ + E~ p . NSpl2k-v(~) ~ L(pj) <= 
j~_l j < l  

<= (C EN)2~ L (2 p) N'-<s/s) +~. 

Nach I-Iilfssatz 1.5 erh~lt man ffir einen Term in ~ ' "  aueh die Abseh~tzung 
(1.11). Daraus folgt 

(1.12) I E (y~ . . . .  y~l)] g (h Ez~)~P �9 L (2 p)k -~(k) 

da mindestens ein p~ ----- 1. Also gilt 

[ ~ ' " ]  < E~vp N2~./c-v(~)L(2p) __< (CEN)2pL(2p)N~ -1 . 

D.roh Ad tio. der Absehat ungen Z'" ~  ieh (1.8). 
Um (1.9) zu beweisen, sehreiben wir wieder 

mit ~. p~ = 2p + 1. Dabei wird diesmal in ~ '  fiber alle l e rme  mit Pi :~ 1 
(1 <-- i g l) summiert, und in ~ "  fiber die restlichen. 

Wir betrachten nun einen Term in ~ ' .  Wir bezeichnen mit r die Anzahl der 
Faktoren mit Pt ~ 2. Dann gilt 2r ~ 2p + 1, also r ~ p; es gibt daher hSehstens 
lP Terme in ~ ' .  Man kann nun wie in (1.11) schliel~en und erh~It 

[ ~ ' [  <= Ip((IOCENhlI2) 2~+~ L(2p + 1) + E~h)~+l L(2p + 1)k -~(~)) (4p)! =< 

g (CEN)2p +~ L (2 p + 1) N ~+(~/s) +c~ 

Wie in (1.12) erhs man ffir einen Term in ~ "  

I E (y~ . . . .  Y~t) l ~ (h EN) e~+~ L (2 p + 1)/c-+(~). 
Also ist 

I ~ " 1  <---- (CE~v N) zp+~ I~-+(~) L(2p + 1) g (C E~v)2P+X L(2 p + 1)NP +(~/4) . 

Damit ist (1.9) bewiesen. Der Beweis yon (1.10) verl~uft genau so wie jener yon 
(1.8). Man mui~ nur h mit k vertauschen. Also gilt 

]E U~[ <= pp(~(Icl)~ + pP(IOCEN)~L(2p)N (a~l~)-(~l~)+~ 

~_ (CE~)2v L (2 p) N (avl~) + (~/a~). 

IIilfssatz 1.7. Es gilt liar die p' s aus Hil/ssatz 1.6 

(1.13) E S p y _  (2P)!2~p! N~a2v + 0 N v-(a/a2) (CE~) 2~ L(2T) 

(1.14) ] ES~v+~I ~ Nv+Oala~)(CE~r)2p+lL(2p + 1). 
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2p 

y~J_ 

Nach Hilfssatz 1.6 gilt fiir alle v _--> 1 

E ( =zcv2P-" ~NIrT: ~ =< (E (Y~P-~)u) E U}:) 1/2 =< N p-(3/32) (CEN) 2p L (2 p) .  

Daraus folgt 
2p 

und somit (1.13). Ebenso verlauft der Beweis yon (1.14). 
Wir setzen nun den Beweis yon Satz 1 fort. Dazu betrachten wir die charakte- 

S~ 
ristische Funktion yon ~ ,  also 

q N(t)= fexp( it)dP= fcos t ifs n t 
__--~ (--i) ~t2~ 
p=o (2p)Z E\a2PN~/ O(2Q)!~QN~ + 

Q-1 
§ i 

~o=o ( 2 p + l ) !  (~p+lSrp§ 1)!~Q+~N ~+~/~ 

- -  0 t ~  Q-1 
- -  e-t~/2 -~ 2~Q! -~ 0N-3/~2 ~ (CE~yt)2p L(2P) d- 

p = 0  

Q - 1  

~- O N-~/a2 ~ (CEivt)~+~ L(2p ~- 1) ~- 
p=O 

t~ 
~- (~ ~ -~- 0 N -3/32 ( CE N t) 2Q L (2 Q) -k 

d- ON-a/~2(CElvt)2Q+~L(2Q d- 1) 

2 ~ t~ Q = e -t:]2 -~- -2~.Q~. ~- O N - a / a ~  (CE~vt)~p-~L(2p-- 1) ffir t ~= 0 
p=O 

1 logN 
und alle 1 ~ Q ~ 32 log2N mit y)(N l/is) ~ 4(Q d- 1). Ffir T ~ 3 ist dann 

T 
WN(t) -- e--t~/~ 

(1.13) .f l t I - -  ~ d- N -a/32 T2Q+I(CE~)~Q+:~L(2 Q + 1). 
- - T  

Wir w~hlen nun 
1 logN ) Q 

Q ~ m i n  32 log2N' P0 und T 2 : - 2 -  , 
wobei 

P o = s u p p  mit ~(N 1/16) ~=4(p~-1). 
Dann wird 

(1.13) ~ co Q -~ N-1/32(CE.~)2Q+1L(2Q -~ 1) mit co > 1. 
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Nach einem Satz von EssE~N [4, p. 197] erhalten wir 
y 

P I ~ S ~  < Y } - -  ~u~l fe-t~IZdt+O((1/Q)l/2)+O(N-U16(CEN)2Q+lL(2Q+l)'_oo 

Damit ist Satz 1 bewiesen. 
Sind noeh zusatzlieh die Voraussetzungen des Korollars erffillt, so folgt 

~(Nm6)_>N0/16 > = 4 ( Q +  1) ffir N>=N0(a  ). 

1 log N 
Im Fall L ( x )  = L ~- const setzen wir Q - 64a log2N und erhalten 

logzN 1/2 I logN log(CL) + 

/ / l og~N ]1/2] . 

Ist  abet L ( x )  = exp(~fix) (fi > 1), so setzen wir Q - �88 log2N -- �89 und 
erhalten 

RN : - 0  (fll/z log~-1/2 N) + exp (- -  ~ 6  log N + ~ e  �89176 N + c  log~ N )  

: o x , ( _  

2. Hilfss~itze fiber Resttransformationen 

In diesem Abschnitt beweisen wit einige Hilfsss fiber die Transformation 
T x = x- lmod 1 und aueh fiber Resttransformationen, die Roos  [11] eingehend 
untersucht hat. 

Die Transformation T x  = x - l m o d l  des Einheitsintervalls auf sieh besitzt 
ein eindeutig bestimmtes invariantes MaB (~quivalent zum Lebesguesehen MaB), 
das gegeben ist dutch 

1 f dx 
I E l  = - -   og2 l + x ,  

B 

E c (0, 1] und L-meBbar. T ist stark mischend yon beliebig hoher Ordnung [10]. 
Wit bezeiehnen als Grundintervall m-ter Stufe die Menge 

{cr al  (~) = rl  , . . ., am (cr = rm} , 

wobei die a~ die Teilnehmer der Kettenbruchentwicldung yon ~ sind. ])ann gilt [8]. 

IIil~ssatz 2.1. I s t  I m  ein Grundinterval l  m-ter S tu /e  und  F eine meflbare Menge ,  
dann  gilt ]i~r n >= m 

I l m n  T - n F I  = I Im[  I 1(1 + o ( e v ~ ) ) .  

Dabei  ~ind Q < 1 und  die Konatante  in  0 , ,numerische Kons tan ten" .  
Es folgt sofort, dab dies aueh ffir Vereinigungen yon verschiedenen Grund- 

intervallen m-ter Stufe gilt. 
Roos  folgend bezeichnen wir die Abbildung T yon [0, 1) auf sich Resttrans- 

formation yore Typ A, wenn 
x - -  cj  

(2.1) T x  - -  c - + 1 ~ - c ~  , x e [cj, c~+1), 
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wobei <cj> entweder  eine endliche Folge mi t  0 = c0 < cl < "'" < cR -= 1 oder 
eine unendliehe Folge mi t  0 = c o < cl < "'" < cj < . . .  1 und  l i m c  I = 1 ist. 
T ist  maS t r eu  bezfiglich des Lebesgueschen MaBes und s tark  mischend yon beliebig 
hoher  Ordnung [10]. 

SchlieBlich be t raeh ten  ~ r  noeh Res t t r ans fo rmat ionen  yore  T y p  B, die eben- 
falls dureh (2.1) definiert sind, nu t  gilt  in diesem Fall  ffir die endliche Folge 
<cj> 0 --= co < Cl < ""  < cR-1 < 1 < c~ < 1 + c~_1. Auch hier gibt  es ein sin- 
deutig bes t immtes  MaB tt, das/~quivalent zum Lebesguesehen MaB ist und  dessert 
Radon-Nikodym-Der iv ie r t e  eine Treppenfunkt ion  mi t  abz/~hlbar vielen Sprfingenist .  
T ist stark misehend yon beliebig hoher Ordnung. Dies folgert  m a n  aus Hiffssatz 2.8 
genauso wie in [8]. I m  Spezialfall T x  = ~x, m o d  1 (8 > 1, nichtganz) s t a m m t  
dieser Satz yon I~O~LrN [10]. Bei den Trans format ionen  der T y p e n  A und  B 
folgen wit  der Bezeiehnung yon R o o s  [11]. Der  Einfachhei t  halber  bezeichnen wit  
die Trans fo rmat ion  T x  = x -1 rood 1 als T y p  C. Welter  bezeichnet  # ( ' )  oder 
[" I stets das zu einem fest vorgegebenen T gehSrige, eindeutig bes t immte  invar iante  
MaB. (Eine Verwechslung mi t  dem Absolu tbe t rag  ist nieht  zu befiirchten.) 

Wi t  zeigen nun  fiir die T y p e n  A und  B I~Iilfss/itze, dig zu Hilfssatz 2.1 analog 
sin& Dazu  benfitzen wir folgende Formel  [11, p. 50]: 

Es  sei n > m, dann  gilt fiir Trans format ionen  yore  T y p  A und B und  f/it 
integrierbare Funk t ionen  / 

t m-- I ~ 1 
(2.2) f / ( T n x )  d x - ~ c k ~ + 1 1 ~ ( c k ~ + l - - % , ) . f / ( T n - v - l x ) d x  ~- 

0 v = 0  3"=1 0 

m r~(t) 

+ I-[(%+1 - %) St( Tn-m x) dx. 
]=1 0 

Abweichend yon Hilfssatz 2.1 bezeiehnen wir je tz t  [tl, t2) als Grundinterva] l  
m- ter  Stufe, wenn rm( t l )=  rm(t2)= 0 und  die ers ten m -  1 Ziffern in der 
Ziffernentwieklung ffir jedes x e [tl, t2) kons tan t  sind. Da  das Lebesguesehe 
MaB invar ian t  beziiglich der Trans fo rmat ionen  v o m  T y p  A ist, folgt aus (2.2) 
so fort  

IIi lfssatz 2.2. Ist T yore Typ A und Im ein Grundintervall m-ter Stu/e, so gilt 
/iir ]ede me/3bare Menge F c [0, 1) und n > m 

II n T- F[ = II l IFI . 

Dies gilt aueh ]i~r Vereinigungen Im von versehiedenen Grundintervallen m-ter 
Stu]e. 

Eine ~hnliche Aussage gilt ffir Trans fo rmat ionen  v o m  T y p  B. 

tIi lfssatz 2.3. Ist T vom Typ B und Im ein Grundintervall m-ter Stu/e und I 
ein beliebiges Intervall c [O, 1), so gilt/i~r ]ede mel3bare Menge F c [0, 1) und n > m 

(2.3) ).(Im (3 T -n  F) ~-- ,~(Im) I F] (1 -[- O ( e n - m ) )  , 

(2.4) 2 ( I  n T -n F) = 2(I)  IF[ ~- IF[ O(en). 

Dabei bedeulet ~ das Lebesguesche Marl, Q < 1 und die Konstante in 0 sind Kon. 
stanten, die nur yon T abhd~ngen. 
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Beim Beweis yon (2.3) folgen wir GEL'I~OND [3]. Wir  setzen in (2.2) m = n 
und  t = 1. Dann  is~ im allgemeinen rn(1) # 0. Wir  bemerken,  dab 

n 

(2.5) qn = ~ [  (%+1 - %) <= q ,n ,  
i=1 

wobei 

oder  

Q* = m a x  (c /+1 - -  c])  < 1,  
O=<i~R 

1 n - -  1 1 'f.(1) 

j" 1 (Tn x) ~x = 7 ~ ~ 1 (tn-,-~ x) d~ + ~n ~ 1 (~1 d~ 
0 v = O  0 0 

n - - 1  

An = ~ t~An-~-i + Bn 

mi% sinngem~B interpretier~en An, Bn, In und  

1 

B o = A o = f / ( x )  dx, 2o=0,  Qo=l, 
0 

Setzen wir 

so gilt 

A - I = O .  

F ( z ) = ~ A n z  n, W ( z ) =  Bnz n, U ( z ) =  inZ n, 
~ , ~ 0  n = O  n=O 

wobei 

F(z) = F(z) u(z) + W (z), 

W(z) ( 1 1 ) F(z)-- 1--U(z)--W(z),-U'(1) i_~-~- V(z) , 

V (z) = ~ bn z n mit I bn I < N ~n [dies folgt aus (2.5)], 
n = 0  

e * < ~ < l  und  M = s u p [ 1 - - V ( $ ) [ ,  C = { $ :  ]$ [=_~-1} .  

Wir  setzen 

daher  is~ 

~eC  

oo 

W (z) V(z) = ~ cn zn, 
n = O  

(2.6) 

da 

{c~[ ~ n - ~ , % ( F ) ~ M l q n l F {  mit q * < ~ < o < l .  

Daraus  folgt mi t  ~ = U( '  (1) 
n 

~:An = ~ Be + Cn, 
k = O  

1 ~ E B ~ +  i_rl o(~n)=  i v [  (1 + o(Qn)), f /(Tnx) dx = An= ~- 
0 k = O  

1 oo 

T :  U ' ( 1 ) :  EnAn-= E r n H  (%,+l-%,). 
n = O  n = O  ] = 1  

Es sei nun  Zm = [tl, t2) ein Grundinterval l  m-ter  Stufe, d .h.  rm(tt) = 0 (i = 1, 2), 
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dana folgt aus (2.2) und (2.6) 
t~ m - - 1  1 

S I(T n x) dx = ~ (~(t2) -- A,(tl)) S I(T ~-~-1 x) dx 
t i  v = 0  0 

~r t - -1  

v ~ 0  

---= IF I (t2 -- ti)(1 § O(sn-m)). 

Damit ist (2.3) gezeigt. Es gen/ig$, (2.4) fiir Intervalle I = [0, t) zu zeigen. Wit  
erhalten aus (2.2) ffir m ---- n und (2.6) 

t n - -  1 1 r,~ (t) 

f / (T  n x)dx = ~ ~(t) f ](T n-~-i x)dx § e. ~/(x) dx 
0 v = O  0 0 

n - - 1  

= [FI ~ ~(t)(1 + o(5--~)) + IF] o(5~) 
Y ~ O  

(s ) = I f [  a,(t)+o(5n)+Z-~o(5~-O +lF[O(5 ~) 
v y ~ 0  

= IFI  t +  ]~[ o(5-)  
Ililfssatz 2.4. Ist Em eine Vereinigung von verschieder~en GrundintervaIlen m-ter 

Stu/e, dann gilt/iir ]ede meflbare Menge F c [0, 1) und T vom Typ B 
IEmC~ T - ~ F  I = [E~[ It '[  (1 + O(5"-m))+  rF] 0(5~), 

wobei 5 < 1 und die Konstante in 0 nur von T abhSngen. 
Beweis. Aus (2.3) folgt sofort 

(2.7) 2(Em n T-n F) = 2(Em)IF]  (1 § O(sn-m)). 

Es sei F (x) die Indikatorfunk~ion yon Era, dann gilt 

1 1 

I Em n T-" F[ = ~ ~ V (x) / (T n x) s I[o,  r~)(x)  ~-~ (% + 1  - -  %) 
0 v = 0  j = l  

__ 1 ~ ~ ( % , + 1  %,) X(Em V~ [O, r,) (~T-nF)  - -  - - -  . 

v = 0  j = l  

Da Em r~ [0, rv) eine Vereinigung U~ yon Grundintervallen m-ter Stufe mit 
h5ehstens einem Intervall I~  ist, dessen rechter Endpunkt vielleicht kein Grund- 
punkt m-ter Stufe ist, folgt aus (2.3) und (2.4) 

2(Em n [0, r~)n T-n F) = 2(U~) IF[ (1 § O(sn-m)) § 2(Im) IF] § I~l 0 ( 5 - ) .  

Dies oben eingesetzt ergibt wegen 2 (I~n) = O (5 m) 

1 
] E m ~ T - ) ~ F ] = ] F ]  T s ]~(cb+i- -%,)2(Emn[O,r~))§  

v = 0 j = l  

l ~ l ~  I + IFIv ~ (%+l-%)(a(u;)+a(r~))o(5n-,~) + 
v=O]=l 

+ It~l o(5~) u 

= I -F] levi  + I-FI IEm[ O(e"-m)+ ]FI 0(5"), 
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da 

1-[ (%+1 - %) = 0(1) .  

I m  allgemeinen ist rm (1) :P 0. Wir  erweitern nun  den Begriff des Grundintervalls 
m-ter Stufe etwas, indem wit als rechten E n d p u n k t  eines solchen Tntervalls den 
P u n k t  I zulassen. Anstelle yon  Hilfssatz 2.4 gilt dann  folgender 

tIilfssatz 2.5. Ist  Em eine Vereinigung von verschiedenen Grundintervallen m-ter 
Stu/e, dann gilt liar #ede meflbare Menge F c [0, 1) und T yore Typ  B 

IEm N T-nFI = IEml IFI + IF[ O(en-m). 

Beweis. Enth~l t  Em kein Grundintervall  mi~ E n d p u n k t  1, so ist die Aussage 
bereits in st~rkerer Fo rm in I-Iilfssatz 2.4 enthalten.  Andernfalls ist Era= [0, 1) - -  F u ,  
wo nun  Fm kein Grundinterva]l  mit  E n d p u n k t  1 enths Daraus  folgt nach 
tt i lfssatz 2.4 

= I f [  I [Fm] IF I + I F ] O(e ~-'*) 

= IF I  + IF I  

IIilfssatz 2.6. Es 8eien Io, . . . ,  Ir GrundintervaUe m-ter Stu/e und 1 ~ i l  < " "  < ir 
ganz. Welter sei 0 ~ ] ~ r mit  i1+1 ~ ij + m. Dann gilt 

I Io n T -i~ I1 n . . .  n T - i ,  Ir I 

= 1Io n . , .  n T - i , I  IT-i,§ n . . .  r~ T - i ' l r l  + RI ,  

wobei im Fall A Rj  = O, 

im Fall B R i ---- IT -i'§ Ii+z n . . .  n T - i ,  Ir  [ 0 (~'+~ - i ~ - ~ ) ,  

im Fall C RI = [ Io r~. . .  n T- i~ 111 • 

x IT -~'~ I~+~ c~...  n T -~, I ,  ] 0 (q(~-~-~,-'~)~'~). 
Der Beweis ergibt sich sofort aus den Hilfss/itzen 2.1, 2.2 und  2.5 und  der 

Tatsache, dab I0 (~ T - ~  I1 c~ . . .  r~ T -i ,  I I eine Vereinigung yon  verschiedenen 
Grundintervallen der Stufe ij - k m  ist. 

I m  folgenden besehr~nken wit uns im Fall B auf  Transformationen T, ffir 
die es ein h mi~ ra(1) = 0 gibb. Natfirlich ist dann  rm(1) ~ 0 ffir m ~ h und 
ri (1) ~ c > 0 ffir 1 ~ i < h, wobei c nur  yon  T abhs wenn man  h minimal 
ws Wir  bezeichnen diese Trunsformationen als Typ  B*. Solche T gibt es 
flit jedes h ~ 2. Man setze bloB T x  = {~x} ,  wobei 1 < ~ < 2 und  Oa _ vq - -  1 - -  0. 
Die Tr~nsformationen yore T yp  B* haben  die Eigensehaft,  dab die Grundinter-  
valle der Stufe m nicht  kleiner als e m sind, wobei 0 < e < 1 nur  yon  T abh/~ngt. 
Dies folgt aus der stfiekweisen Linearit~t  yon  T und  der Tatsache,  dal] r~ (1) ~ c > 0 
ffir 1 g i ~ h .  

t[ilfssatz 2.7. Es seien I~ (0 ~_ k ~ r) Grundintervalle m-ter Stu/e, T yore 
T y p  ]3* und 1 ~ iz < . . .  < ir ganz. Dann grit 

[I0 (~ T -i~ I1 n .. .  r~ T-~" Irl ~ e ~(A'+A'-~+'''+I), 

wobei e < 1 und A ~ 2 nur von T abhiingen. 
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Wir ffihren den Beweis durch Induktion nach r. Es ist nach Hilfssatz 2.6 

IZon &[ = IZ, l (Izol + 

wobei C1 > 1 die nur yon T abhgngige Konstante in 0 ist und I O] < l.  Wir 8 
setzen 

(2 log e -- log 2 C1 log s -- log 2 ) 
n l = A m  mit A = m a x [  1~0 ' ]og~ ; 

dann gilt ffir il ~ nl 
~2m 

C1 ~i1-~ < C1 exp (m log (e2/2 C1)) ~ 2 

und somit 

l io n T-r &l  > ]&] (IZol - => 
Ist aber ii  < hi ,  so ist I0 n T - i ' I i  eine Vereinigung yon Grundinterval]en der 
Stufe ii -~ m u n d  somit 

[/ON T - i l l 1 [  ~ s i'+m ~ 8 m(A+l). 

Wir nehmen nun an, dab der Hilfssatz for 1 ~ k < r richtig ist. Wir setzen 
n ~ = m A i  ( l g ? ' ~ r ) .  Ist  ffir alle 0 ~ ] < r  stets i j + i - - i j < n l + l ,  so ist 
Io N ".. ~ T - #  Ir  eine Vereinigung yon Grundintervallen der Stufe ir ~ m. Nun 
ist aber ir ~ n i  q- "'" ~- nr -~ m ( A  r ~ A r- i  Jr- "" -~ A) ,  also 

]I0 (~ "'" (~ T - i ~ I r [  ~ em(A'+A'-*+...+I). 

Andernfalls bezeiehnen wir mit k die kleinste natfirliche Z~hl mit ik+i - -  ik ~ nk+i ; 
dann gilt ]c < r und 

C1 ~+1-~--~, ~ �89 exp (m A ~ log s) ~ �89 e ~A~ . 

Dies in Hilfssatz 2.6 eingesetzt, ergibt wegen der Induktionsannahme 

]I0(~ T - i '  I i  (~ . . .  ~ T - i "  Ir] 

=> I I ~ + l  n . . .  n T - i r+ i~§ I r ]  ([ Io n ... n T - i "  I ~ ] -  �89 >= 
8m(A'-~-i+'''q-1) �89 8 m(A~q-'''q-1) ~ ~m(Ar § Ar-i~-'"-k l). 

Mit Hilfe dieses Ergebnisses k6nnen wit Hilfssatz 2.6 etwas anders formulieren. 

ttilfssatz 2.8. Sind Io . . . . .  Ir  Grundintervalle m-ter Stu/e, 1 ~ i i  < "'" ~ ir 
ganz, 0 ~ ] ~ r mi t  i~+i ~ i~ -~ m dann gilt 

I Io ~ T - i l l i  ~ " "  n T - i ~ I r J  

= l i o n  T - i ' I i n  . . . n  T-~,I~[ I T - ~ - ,  Z~+~ n ... n T-~,  Z~I (1 + R~), 

wobei im  Fall  A R i = O, 

im Fall  B* R~ ~ 8 -mA~+i  o(~i~+~--i~)) ,  

im Fall  C R~ = 0 (~0"~+,-i~-m)~). 

Es sind dabei ~ ~ ~ ~ 1, A ~ 2 und die Konstante in  0 nur  yon T abhSngige 
Konstanten. 

Hflfssatz 2.9. Es  sei g (u l  . . . . .  urn) eine FunCtion, die /iir alle m .Tupe ln ich t -  
negatlver ganzer Zahlen de/iniert ist. I s t  x ---- [/ci (x), k2 (x), ...] die Zi//ernentwic]c- 
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lung yon x, so de/iniert g (kl (x), . . . ,  km (x) ) -- ] (x) eine Funktion au/ dem Einheits- 
intervall, yon der wir annehmen, daft sle flit alle p >_ 1 in L~ liegt und # ([) = 0 ist. 
Es gilt dann [iir alle ganzen r >= 1; 1 ~ i l  < "'" < ir; Pi >= 1 (0 <-- i <-- r) und 
0 <= j ~ r mit i j + l - - i j  >= m 

y /PO(X) ]Pl( Til x) ... ]P* ( Ti* x) 

= S [vo (x ) . . . / v ,  ( T r x) .  ~/v,+l (TiJ+, x ) . . . / v , (  T i, x) + 

-}- Rj f [ iv~ I v` (TiO ]. [. [ I v`+' (T"J+')... I v' (Ti ') I, 

wobei im Fall A Rj  = O, 

im Fall B* Rj = e-~nA'+~ O(~i'+~-i'), 

im Fall C Rj = 0(~(i~+~-*5-m)�89 

Die Konstante in 0 und ~ < 1 hiingen nur yon Tab .  

Beweis. Wir bezeichnen mit 

I j  = / j  (]r j) . . . . .  k ~  )) = {X: ]~1 (X) ----- ]~li), . , . ,  ]~m (X) = ~ ) } .  

])ann gilt wegen tIilfssatz 2.8 

~1 v . . . .  lV'( T ~,) = .~V ,,v~ , , . . . ,  k~))  . . .  gV,(k(,),~ . . . ,  k~)) x 

x l i o n  . . .  n T - ~ ' I r [  = ZgV~ ) . . .gV,(  )[ Io  c~ "'" c~ T - i ' b [  x 

• ~g~,+,( ) . . .gV,( )1 T - * " ' I j + l  n ... r~ T"~I,. I + 
+ Rj2  Ig v . . . .  g"l IZo c, . . .  c, T,-* , I j l  x 
x Z ]gV, . . . . .  g V ' l l T - i "  Is+, m ... m T - i ' G [ ,  

wobei Rj die Bedeutung yon Hilfssatz 2.8 hat und die Summa fiber alle (k(1 i) . . . . .  k(i)m) 
(0 ~ } =< r) erstreckt wird. Daraus folgt die Behauptung. 

Korollar. Gibt es eine Konstante a ->- 1, so daft ][ /1] v <= P a/iir  alle p >= 1, so gilt 
Satz 1/ i ir  den Prozefl / (T i x )  (i >= O) mit /olge~en Restgliedern Rig: 

In  den F~illen A und C 

R l v = O \ l ~ -  ] + 0 exp -- l ~ f f l o g N +  64 logan l~ ' 

nnd im Fall B* 

Rig = O(log~ll~N) + exp ( - -1--~logN -k BmlogU2 N )  

wobei B nur yon T abhiingt. 

Beweis. Ist  m ~ ij+l --  ij, so kSnnen wit zwar ttilfssatz 2.9 nieht anwenden, 
doeh folgt aus (1.6) 

ij.lv . . . .  l,,~l <F~lll~v,. 
Es gilt also (1.2) mit folgenden Beziehungen: E ~  Q <= (2 Q)2ea. 

I m F a l l A :  L(x) = 1 ,  c ( s ) = l  ffir s=<m und c ( s ) = 0  ffir s > m .  

Iml~a l lC:  L ( x ) - - l ,  c ( s ) = l  fiir s<=m und c(s)<=~91/~:~ fiir s > m  
mit einer numerischen Konstanten u. 

2~ 14~ 
Es ist also in beiden F&llen C = ~ s c ( s ) ~  m2@ m (1--q)u -~- (1--o) 4' da ja 
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14 
~ s ~ V  [ < ~ s 2 ( 2 s  -~ 1)~ s < ~(1~ ~)w wie man leieht sieht. Dies in Satz 1 ein- 

1 log N 
gesetzt mit  Q -  256a log2N ergibt die Behauptung. Der Fall B* folgt direkt 

aus dem Korollar zu Sagz 1. 

B e m e r k u n g .  I m  Fall C finder sich dieses l~esultat bereits bei D o ~ L I ~  [1]. 
Allerdings 1/iBt sieh die Abhangigkeit der Konstante  0 yon den einzelnen Para- 
metern nieh?~ erkennen. 

3. Dber die Verteilung von N -1/2 ~ f ( T n x )  

Es sei / eine Funktion, definiert auf dem Einheitsintervall. Wit  definieren die 
Funktion ~@ = ~k (/) auf  folgende Weise: Is t  Ik ein Grundintervall k-ter S~ufe, 
so setzen wir ~e (x) ffir x ~ Ik gleich dem Mittelwert yon / auf  Ik ,  also 

~k(x ) - -~( I~)  /(t)d#(t) ft iralle X ~ I k .  

Wir sehreiben m~ (/) = 1[/-- ~ve Jl 2. 

Definition. / ~  K, wenn es eine Konstante  a > 1 gibt mit  II/]l~ < pa ffir alle 
1 ~ p < ~o und ~ ~0k (/) < oo. 

k 

Natfirlich ist K keine absolute Klasse, sondern K hi~ngt yon der jeweiligen 
Transformation T ab, da ja die ~vk bereits yon T abh/~ngen. 

Hilfssatz 3.1. Fiir jedes T enthdilt die Klasse K = K (T) die 2'unktionen yon 
beschriinkter Variation und die Funktionen aus Lipa(~ > 0) ( / a L i p ~ ,  wenn 
]/(x) - - / (y)[  < L[x  -- y]~, x , y ~  [0, 1], L = const.) 

Beweis. I m  ersten Fall genfigt es zu zeigen, dab monoton wachsende nicht- 
negative Funktionen zu K geh6ren. Es ist 

o~(/) = f ( / -  w)2@(x) = y f(/2 _ 2 / ~  + @ ,  

__< ~ \(max~/2 (~) - ~.~x~/2 (x))/~ (I~) = o @~) 

da ja /~(I~) = 0(~2~), ~ < 1. 
I s t  / a  Lip cr (~ > 0), so gilt mit  l (I~) gleich L~nge yon I~ 

~02(/) a E ( m a x / @ ) -  min/(x)t2 ~t(Ik) 
I~ \ xeI~ x~I~ ] 

_< ~ l (~)2~/~ (5~) = o ( ~ )  

da auch l(Ig) = 0(~ ~ )  und ~ # ( I ~ )  = 1. 

Itil~ssatz 3.2. Es sei / ~ K mit k~ (]) -= O. Dann gibt es eine unendliche Folge <s~;> 
nat@licher Zahlen mit si < S/+l (1 ~ i < oo), so daft liar alle N > Hs~ gilt 

(3.1) ~-~/2 il ~ (/(Y~) - ~,(T~)II~ < cs~ ~/2. 
n<2Y 
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Dabei hiingen die Konstanten c und H nur yon T ab. 

Beweis. Aus ~ ~ o k ( / ) <  r und  o ) ~ ( / ) g  co~-1(/) folgt  die Exis tenz  einer 
unend l ichen  Folge  <si> m i t  

/ ~s,(l) < s,V 1, 

W i r  setzen hi = / - - ~ a ,  dann  is t  # ( h i ) =  0. Wai t e r  gi l t  - -  wir  lassen den 
I n d e x  i weg - -  

(3.3) N-Z J" ( Z h (Tn)~2 < II n]p + 2 ~:lSh (yn)h I . 
\n_~N ] n<N 

W i r  ha l t en  nun  n ffir einen Augenbl iek  lest .  U m  S h ( T n ) h  absch~tzen zu 
k6nnen,  approx imie ren  wir  h durch  ~m (h), wobei  wir  im Fa l l  A u n d  C m = [n/2] 

[ n log~  ] 
setzen und  iln Fa l l  B* m ----- [ l o g ~ + A Q o g e J "  D a n n  h a b e n  wir  wegen #(~m) = 0 

I Sh(T-)hl =< I S(h(T~) -- ~m(Tn))h I + I~qDm(Tn)(h - -  ~m)l + 

§ I S V m ( T ~ ) v m - / ( ~ ) 1  =< 

-<_ lib - ~mll (llhll + 11 ~/11)+ li ~/1120(~r 

wo nach Hil fssatz  2.9 die K o n s t a n t e  in 0 nur  yon  T abhgngt .  I s t  m ~ s, so is t  

~om (h) = II h - -  ~m (h)II = 1I / - -  ~m q)II = ~m (h, da  ~s (1) au f  den Grundin te r -  
val len  m- te r  Stufe k o n s t a n t  is t  ffir m ~ s. I s t  aber  m < s, so gi l t  ][ h - -  ~m (h)[] 

= II h - -  ~ ( h ) I I  = ]l t - -  ~ ( l ) I I  = ~ ( l ) ,  da ~s (h) > 0 und ~Om (h) = ~s (h) f f ir  
m < s. We i t e r  gi l t  

(3.4) IIh II = II ] - -  ~s (/)iI = ~ (1). 

Daher  folgt  ffir N > log ~ + A 2 log s g s  aus (3.1) und  (3.2) = log ~ . s = 

(3.5) ~ ln (T- )h l  = ~  + ~ < 
n<2~ n<Hs  Hs<n~_ K 

=< H s ~ (l) ( ~  (l) + 2 o)~ (/)) + ~ (2 ~ (1)) 2 0 ( e ~ )  + 
n <Hs 

+ Z (o~(1)(~,(/) + 2 ~(1)) + (~(1) + ~(l))~o(e V~)) 
Hs<n< ~" " 

= 0 ( s - l )  

mi t  einer n u t  yon  T abhgngigen  K o n s t a n t e n  in O. Die B e h a u p t u n g  folgt  nun  aus  

(3.2), (3.3), (3.4) und  (3.5). 

Korol lar .  Ist  ] ~ C mit  I ~ (1) = O, dann existiert 

( y 2 ( [ )  = 0.2 ~___ l l m N - 1  ~ [ ( T  n) 2. 
N - + ~  n ~ Z  T 2 

Beweis. Dieser  Grenzwer t  exis t ier t  ffir die F u n k t i o n  %,, wie aus dem Koro l l a r  
zu Hil fssatz  2.9 ers icht l ich ist.  Die R ieh t igke i t  der  B e h a u p t u n g  e rg ib t  sich unmi t t e l -  
b a r  aus  I-Iilfssatz 3.2. 
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Satz 2. Ist ] ~ K,  dann gilt/i~r last alle x 

N - l  ~ / ( T n x )  -= #(/)  Jr O(N-1/2loga/2+~N), s > O. 
n g N  

B e m e r k u n g .  Dieser Satz wurde im Fall  C yon DE V~OEDT [15] ffir eine etwas 
andere  Klasse yon Funk t ionen  gezeigt. Da  wit fiir den Beweis der Exis tenz yon a ~ 
nur  die Eigensehaf ten  zweiter 0 rdnung  yon / benStigen (Itilfssatz 1. ]), ebenso wie 
in Hilfssatz  3,2, b rauchen  wir blol~ / e  L2 und ~ wk (/) < r verlangen. 

Beweis. Aus dem Korol lar  folgt ~ ] (Tn)]2 ~ 0 (N). Die Behaup tung  ergibt  
n<=N 

sich sofort  aus Satz 6 (p. 649) yon G~L und  KOKSMA [2]. 
Sparer  benStigen wir noch folgenden einfachen 

mlfss~tz  a,a. Fiir alle s, p ~ 1 gilt II ~s lip ~ II/ Hp, wobei ~s -~ Fs (]) am Beginn 
yon Kapitel 3 de/iniert wurde. 

Beweis. Es ist 

lllJl~ = ~ f II(~)l~d~(x), 
18 18 

wobei fiber alle Grundinterval le  s- ter  Stufe summier t  wird. ~s ist au f  Is kon- 
s t a n t - ~  c(Is) mit  

~s(x) = c(&) = l (x)  dt~(x).  

Ffir die Rieht igkei t  des I-Iilfssatzes genfigt es daher  zu zeigen, dab ffir alle /8 

(3.6) j" II(x)l ~ > l~,(• IZsl. 

I s t  c (Is) = O fiir ein Is, ist nichts zu beweisen. Andernfalls  setzen wir g (x) - -  t(x) . 
c (I~) ' 

dann  ist  [Isl g (x) = 1. Naeh  einer bekann ten  Ungleiehung gilt - -  m a n  ver-  

wendet  sie be im Beweis der t ISldersehen Ungleiehung - -  

Ig(x)l< Ig(~)l~+l-?, 
ffir alle x ~ [0, 1] und  somit  

II l <= f lg( )l f lg(x)l, + lz ! (1- 

Daraus  folgt sofort  (3.6) und  der Hilfssatz.  

IIflfssatz 3.4 (s. [7]). Es seien .Ft (y) (i -~ 1, 2) die Verteilungs/unktionen von 
/ ~ e L 2  ( i - ~ l ,  2 ) , d . h .  

Fi(y)  = tt(Si(y)) -~ P{x :  /i(x) < y} .  

Dann hat I111 - 12 ![ < s 2 die Beziehung zur Folge 

F z ( y - -  s ) - -  s 2 < F~(y) < F l ( y  + ~) + e 2. 

Beweis. Wir  schreiben E = {x: [11 (x) - -  I2 (x)[ ~ ~}. Dann  gilt 

15 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb,, Bd. 8 
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oder # (E) ~ s 2 und  daher - -  E bezeiehnet das Komplement  yon  E - -  

El(y)  ~ # (E(~  Sl(y)) ~- #(E)  < / z ( E n  SI(y)) + ~2. 

Doch aus x e E n  SI(y) folgt h ( x ) ~  y und ]~ (x )~  h ( x ) - ~  s. Daher  gilt 
x e S~ (y -~ s) und  somit 

F1 (y) < F2 (y + s) ~- s ~ . 

Wir  kSnnen nun folgenden Satz beweisen: 

Satz 3. Es sei /  ~ K mit # (]) ~ O. Dann existiert a 2 (]) nach Korollar zu Hil/ssatz 
3.2. Ist a 2 (/) ee O, so gilt 

1 ~e-t212dt -~- rN, p 1 ~ / (Tnx)  < y  __ /~ 

n ~ _ N  --~ 

wobei in den Fallen A und C 

logan 1/2 

und im Fall B* 

r~v = (1 + ly[)O(log~-~/2N). 

Die Konstanten in 0 hiinclen nur yon T und [ab. 

Beweis. Wit  beweisen zuerst  Satz 3 in den F~llen A und  C. Naeh tIilfssatz 3.2 
gibt es stets ein s~ ~ (logN/log2N) 2, das (3.1) befriedigt. Man iiberlegt sieh aber 
leieht, dug man  sogar 

{ logN ~2 
(3.7) \YogiN] ~ si ~ log2N 

w~hlen kann. Daraus  und  aus den I-Iilfss~tzen 1.1 und  3.2 folgt 

(3.S) ~2 (/) _ ~2 (~ , )  = O (s~- ~), 

also a S (~s,) 4= 0 ffir hinreiehend grol3es N. Wegen Hilfssatz 3.3 k6nnen wit auf  die 
~s, Korollar zu ttflfssatz 2.9 anwenden und  erhalten fiir die Verteilungsfunktion 

1 

r n~_zV 

Y ist und in RN stets m durch si zu ersetzen ist. Von nun  an wobei ~1 (y) - -  a~ (~s,) 

lassen wit wieder den Index  i weg. Wir  setzen in Hilfssatz 3.4 s ~ cs -1/4 und 

Verteilungsfunktion Fl~(y) yon ~-~ ~ ](T n) aus (3.8) erhalten ffir die 

1 ~(Y) 
~/~ ~e-t~/~dt + RN -- c8 -1/2 ~ F~v(y), 

- - o o  

Y -  cs-1/4 und c die Kons tan te  in 0 bedeutet  und  nur  yon  T wobei ~ (y) -~ ae(]) + cs-x 
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abhi~ngt. Nun  ist 

f Y Y - -  C8-1/4 a2 + IYl f e-t~/e dt -- je-t2/2dt <= a2 a2 + c s ~  ~ cs-1/4 an 

Y mit  ~8 (y) - -  ae (/) �9 

Die Absch/~tzung yon  F ~  (y) nach oben ist ~nalog. Daraus  folgt 

rN-= RN-[- O(s -1/4) -~ ([y[ + 1 ) 0 \ \  logN ] 1" 

c~3 I m  Fal l  B* ersetzen wir (3.7) durch log2N < st _I< l%2N.  D a n n  wird 

= (I y I + 1) o Oog~- ~ N) .  
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