
Probab. Th. Rel. Fields 75, 291-316 (1987) Probability 
Theory 
�9 Springer-Verlag 1987 

Structure des cocycles markoviens sur l'espace de Fock 

J.-L. Journ6 

Universit6 de Strasbourg, Departement de Math~matique, 7 rue Ren~ Descartes, 
F-67 Strasbourg, France 

Structure of Markov Cocycles on Fock Space 

Summary. We show that strongly continuous unitary Markov cocycles on 
Fock space are solutions of a quantum stochastic Schr6dinger equation and 
give their explicit form through a decomposition of Fock space on the 
eigenspaces of the number operator. We also give necessary and sufficient 
conditions for a generalized Hamiltonian to be the generator of such a 
cocycle. This generalizes the work of Hudson and Parthasarathy in the 
norm-continuous case. 

Le Thdor6me de Stone affirme que l'6quation de Schr6dinger dUt=iUtHdt, U o 
=I, H auto-adjoint, permet de d6crire tous les  semi-groupes fortement conti- 
nus d'op6rateurs unitaires. Des familles d'op6rateurs (Ut)~> o possddant une 
propri6t6 de covariance par rapport au shift dans le temps et de localisation 
ont 6t6 introduites par Accardi dans [A], sous le nora de cocycle markovien, et 
exploitdes dans [A-F-L] pour la construction de processus non-gaussiens. 
Notons que dans le cas de l'espace de Fock un cocycle markovien (Ut)t> o est 
associ6 par esp6rance conditionnelle / t u n  semi-groupe (Pt)t>0- Hudson et 
Parthasarathy ont d6velopp6 un calcul stochastique d'op~rateurs sur l'espace 
de Fock qui leur permet de construire des cocycles markoviens comme solu- 
tions de l'6quation de Schr6dinger stochastique 

(o) d u, = rJ,(dS, + ZdO, 

off Z e s t  le g6n6rateur du semi-groupe (P~)t>o, suppos6 continu en norme, et dS, 
est la diff6rentielle d'un processus quantique stationnaire /t accroissements 
ind6pendants [H-P].  Le processus (St)t> o est caract6ris6 par trois op6rateurs 
born6s {L 1, L2, W}, de sorte que (Z, L1, L2, W) est un hamiltonien gen6ralis6 
qui engendre (Ut)~> o par le biais de (0). Plus r6cemment Hudson et Lindsay on 
montr6, dans le cas extremal universellement invariant, que les cocycles de 
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Markov  unitaires associ6s ~t un semi-groupe contlnu en norme sont 
n6cessairement solutions d'une 6quation de SchrSdinger stochastique [H-L].  
Ce r6sultat est un corollaire d'un th6or~me de repr6sentation de martingales, 
qui n 'a pas d'6quivalent sur l 'espace de Fock I-J-M]. I1 constitue une premiere 
6tape dans l 'extension du Th~oreme de Stone au cadre des cocycles qu'ils 
consid~rent. 

Le Th6or~me de Stone pour les cocycles markoviens sur l 'espace de Fock 
serait donc celui-ci: Tout  cocycle unitaire (Ut)t> o fortement continu est solution 
d'une 6quation du type (0), o/l Z e s t  le g6n6rateur de (Pt)t>o et (St)t> 0 est 
d6termin6 par trois op6rateurs L1, L2, W, tels que Z, L 1, L2, W verifient certai- 
nes relations. R~ciproquement si ces relations sont satisfaites (Z, LI, L2, W) 
engendrent un cocycle markovien unitaire unique au moyen de (0).1 

La premiere assertion est g nouveau li~e ~t la representation de certaines 
martingales d'op6rateurs comme sommes d'int6grales stochastiques et nous 
l 'avons d~montr6e. Egalement nous donnons des conditions n6cessaires sur 
(Z, L1, L 2, W) pour que ce soit le g6n6rateur d'un cocycle unitaire. Ces condi- 
tions sont suffisantes pour engendrer un cocycle mais le caract~re unitaire n'est 
plus automatique, sauf dans des cas particuliers comme celui off Z e s t  de la 
forme ill+B, o~ H est auto-adjoint et B born~ n~gatif. Notons qu'en g6n6ral 
lorsque Z n'est pas born~ la m~thode de r6solution par it6ration appliqude 
dans [H-P]  ne peut plus fonctionner et doit ~tre remplac6e par une r6solution 
explicite utilisant la d6composition de l 'espace de Fock sur les sous-espaces 
propres de l 'op6rateur de nombre. 

En section 1 nous rappelons quelques d~finitions. Nous utilisons le langage 
du mouvement  brownien. Insistons sur le fait qu'il ne s'agit que d'une commo- 
dit6 de langage et que les propri~t~s du mouvement  brownien que nous 
utilisons sont celles qui permettent d'~tablir l ' isomorphisme canonique entre 
l 'espace de Fock et l 'espace de Wiener. La section 2 consiste de pr61iminaires 
techniques. En section 3 nous montrons en quel sens un cocycle fortement 
continu (Ut)t> o poss~de un g6n6rateur (Z, L~, L 2, W) et donnons un algorithme 
permettant  de calculer (Ut)t> o /l partir de son g6n6rateur. En section 4 nous 
donnons, la forme la plus g~n6rale possible pour le g6n6rateur d'un cocycle 
unitaire fortement continu. Signalons que la formule d'I to quantique de FH-P] 
n'est plus applicable, marne formellement, lorsque les formes quadratiques 
u - , R e { u ,  Zu) et u ~  Re{u, Z 'u )  ne sont pas fermables. En section 5 nous 
montrons que les g6n6rateurs d6crits en section 4 engendrent effectivement des 
cocycles de Markov. Nous obtenons leur unitarit6 dans le cas off Z = i H + B  et, 
en section 6, dans le cas du semi-groupe des translations uniformes sur 
L2[0, 1]. Cet exemple, qui nous a 6t6 communiqu6 par H. Brezis est le plus 
simPle pour lequel aucune des deux formes u ~ Re {u, Zu) et u ~ Re {u, Z* u) 
n'est fermable. Enfin en section 7 nous montrons que les cocycles d6crits en 
section 5 ne sont pas n6c6ssairement unitaires. Ceci exclut l'existence d'un 
Th6or6me de Stone stochastique simple sur l 'espace de Fock. 

Nous remercions H. Brezis pour nous avoir indiqu6 l 'exemple de la sec- 
tion 6, P.A. Meyer pour ses explications orales et 6crites sur le calcul de 

1 Nous avons regu un travail de Hudson et Lindsay dormant une autre approche dans le cas 
continu en norme. 
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Hudson et Parthasarathy et les probabilit6s quantiques en g6n6ral, [M], et 
L. Accardi pour son aide dans la pr6sentation de ce travail. 

I. Le mouvement brownien et les cocycles 

Soit (Bt)t> o un mouvement brownien standard ~ une dimension, muni de sa 
filtration naturelle dfiment compl~t6e (~t)t>__ oe t  soit (Y)t__> o la famille de tribus 
(a(B r -Bt), t '>  t))te o, 6galement compl6t6e. Pour toute tribu (r compl6t6e incluse 
dans ~ =  V (~t), L2(N) d6signe l'espace des variables al6atoires de carr6 

t > 0  

int6grable par rapport /t la mesure de Wiener d W,, et ~f-mesurables. On notera 
Et, E s les esp6rances conditionelles par rapport ~t ~ et ~ s  respectivement. 

Soit 24~o un espace de Hilbert complexe s6parable. L'espace J'F0| est 
l'espace des variables al6atoires de carr6 int6grable, ~ valeurs dans ~'~o. 
Lorsque ueX/d 0 et X~L2(~), nous noterons u |  simplement uX. Ainsi, lors- 
que usJ4~o, u sera identifi6 /t u| off t e s t  la variable al6atoire constante 6gale 

1. Les notions de processus adapt6, d'int6grale stochastique, etc., s'6tendent 
trivialement au cas des processus ~ valeurs dans ~'~o, de m~me que le th6or~me 
de repr6sentation des martingales. Pour toute martingale (Mt)t_>o, on notera 
(mt)t~ o sa d6riv6e stochastique, c'est /t dire le processus tel que, pour tout t>0 ,  

t 

M r = M 0 +  ~ msdB s. Une martingale (Mr)t=> o est dite ~tag~e si, pour un certain 
0 

ko>0  (appel6 l'entier de la martingale) et tout j > 0 ,  (m~)s> o est constant sur 
j+l[ 

tout intervalle de la forme ~3~~ 2To L e t  si m s est nul pour s suffisamment 

grand. Les martingales ~tag6es sont denses dans L2(~-). 
Pour tout t > 0  on d6finit l 'op6rateur de shift F t de la fagon suivante. Pour 

tout 616ment M = ~ ~ f ( t l ,  ..., tin) dB n ... dBt~ du m-ieme chaos de Wiener, 
t l  < . . .  < t i n  

~ M =  ~ y f ( t l , . . . , tm)  dBt+t ...dBt+t �9 
t l  < . . .  < t m  

L'op6rateur F tes t  une isometrie sur U ( ~ ) ,  et on ridentifie /t INF, ,  agissant sur 
Jdo@L2(y). II permet de d6finir une transformation sur l'espace N ( U ( ~ ) )  de la 
fagon suivante. Soit A un op6rateur born6 sur L2(~) et M~L2(~) .  Alors 
F~AFt*M~L2(~). Comme L2(N) est isomorphe fi U(~t)| l 'op6rateur 
FtAF~* agissant sur Lz(Y ') peut-~tre identifi6 /t Ito,~1| On le notera 

F~AFt*, pour le distinguer de F~AF~*, consid6r6 comme op6rateur sur U ( ~ ) .  On 

remarque que si A est unitaire, alors /]tAFt* est unitaire, alors que F~AF~* ne 
l'est pas. 

Une famille (U~)t> 0 d'op6rateurs sur ~o| est adapt~e si pour tout 
t>O, tout X~J4"~o@L2(~) et yeL2(~) ,  U~(X| Nous rappelons 
maintenant la d6finition d'un cocycle de Markov. Dor~navant nous dirons: 
cocycle. 
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D~finition 1. Une  famille adapt6e (U~)~> o de contract ions  sur ~o|  est un 
cocycle si pour  tous s > 0  et t > 0 ,  

(1.1) Ut+ s = Ut~ U~ Ft*. 

Pour  tout  t > 0  on d6finit l 'op6rateur  Pt sur 2/f o de la fagon suivante. Pour  tous 
u et veJr (u, Ptv)=(u|  Utv| ). I1 est facile de voir  que (Pt)t>o est un 
semi-groupe.  On  le supposera  for tement  cont inu et on notera  Z son g4n6rateur. 
I1 en d6coule que (Ut)t> o est 6galement  for tement  continu. 

Nous  allons rappeler  la not ion de cocycle dual. Pour  tout  t le processus X t 
t __ t -- d6fini par  X ~ - - B t _ ~ + B  t pour  x<t  et X~-B~ pour  x>t  est un m o u v e m e n t  

brownien  s tandard.  C o m m e  (X'~)~__> 0 engendre  ~ il existe un op6rateur  unitaire 
~'t sur L2(dW), qui t rans forme les fonct ions f (B~,B~, . . . ,B~,)  en 
f ( X  t~, X~,~ . . . .  X ~ )  pour  tout  f E  C~ (IR"), h e N ,  et (xl,  ... , x,)e(lR+)". 

Proposition 1. Soit (Ut)t> o un cocycle. Alors (~  est un cocycle, 
appeld le cocycle dual de (U~),> o. 

La  d6mons t ra t ion  de cette p ropos i t ion  repose sur deux remarques :  

1) Soit XeN(X/Fo) |  et Y=F~XFt*. Alors  ~ , X q / s  ~ = ~ , + s  Y~/~+I,. 

2) Soit V~N(.24~174 alors :  ~t+sV~t-+ls=I's~tV~t-ll's * . On en 
d6duit, en util isant (1.1) 

~Ut+s ~*s~U,-+ls=~Us u* ~u; -1 q ~u, ~* ~u; -1 U ,  

qui est la propr ie t6  de cocycle. La  propos i t ion  1 est d6montr6e.  
C o m m e  la fonct ion t e s t  invar iante  par  ~t ,  pour  tout  t >0 ,  il est clair que le 

semi-groupe associ6 ~t (~#t Ut* ~ -  1)t > 0 est (Pt*)t > o' 
Nous  passons  fi la not ion de g6n6rateur d 'un cocycle. Soit (Ut)t> 0 un 

cocycle et Z le g6n6rateur du semi-groupe  (Pt)t>0 associ6. Soit u ~ ( Z )  et 
v ~ J f  o. Alors Ptu=E(Utu). On en d6duit que 

~ (vBt, Utu) = lt (vB~,(Ut-Pt)u) 

(]l ull2~HPtuH2)~-2 
= < Ilvlt 

_-<1/2 Ilvll(llull + II/u[I). 

1 
Soit L2, r l 'op6rateur  d6fini de ~ ( Z )  dans ~ o  par  (v, L2,~u)= t @B~, Utu ). 

D'apr6s  le calcul pr6c6dent les L2, t sont un i form6ment  born6s. Nous  verrons 
en section II  qu'ils convergent  fa iblement  vers une limite L 2. De  marne il existe 
un op6rateur  L 1 de domaine  ~ ( Z * )  tel que pour  v ~ ( Z * )  et u s ~  o 

l im 1 @, U~uBt)=-(Lav, u). 
t~o t 
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D6finition 2. Un cocycle (Ut)t> o est r~gulier s'il existe une contraction W sur 
J~o, telle que pour u et w24~o 

l i m  2k (uB2-~, U2_k  v B  2 ~)  = (u, Wv}. 
k ~ oo 

Soit (U0~>o un cocycle rdgulier. Le quadruplet (Z, L~, L 2, W) est appel6 le 
g6n6rateur de (Ut)t> o. I1 est clair que le cocycle dual de (Ut)t> o est 6galement 
r6gulier et que son g6n6rateur est (Z*, L2, La, W*). 

La question de savoir si tout cocycle est r6gulier est ouverte. Nous verrons 
que la r6ponse est affirmative moyennant une hypoth6se sur le semi-groupe 
(Pt)t>o associ6, que nous explicitons dans la prochaine section. 

II. Les op6rateurs L~ et L 2 

Nous allons rassembler quelques lemmes techniques. Dans cette section (Ut)t>0 
est un cocycle et Z e s t  le g6n6rateur du semi-groupe (Pt)t>o qui lui est associ6. 

Lemme 2.1. Il existe un op&ateur L 2 de domaine ~(Z)  tel que pour tout u ~ ( Z )  
et  V~J/{~O, 

1 
lim - (vBt, U~ u} = (v, L 2 u}. 
t ~ 0  t 

D'apr6s le calcul pr6c6dant la d6finition 2, et comme N(Z) et .]t~0 sont deux 
espaces de Hilbert s6parables, on peut choisir une suite (tn),~ ~ tendant vers 0 et 
un op6rateur L 2 de domaine N(Z), tel que pour ue~(Z)  et 

veJ4~ lim --1 (vBt , Ut u}=(v ,  L2u). I1 suffit de montrer que L 2 ne d@end 
n ~ + c o  ~'n n n 

pas de la suite ( t , ) ,~.  Soit (Mr)t> o une martingale 6tag6e d'entier k o. Nous 
allons montrer  que si u ~ ( Z ) ,  la fonction F:IR+--+II2 d6finie par F(t) 
={Mr,  Utu}, est lipschitzienne. Comme F est continue, il suffit d'6valuer 
[{M t, Utu ) - ( M  s, Us u)[ lorsque s < t  et Is, t] _~ [j2 -k~ ( j+  1)2 -k~ pour un cer- 
tain j~N.  Dans ce cas 

I (M, ,  Utu)-(Ms, Ssu}l 
<=l(Mt-Ms, Utu)l+l(M;,(U~-Us)u)] 
= I(ms(B~-Bs),  U~u}l+l{Ms,(U~-Us)u}l 

= I<U* ms(Bt-Bs), F~ Ut_ s F~* u}l + I (U*  Ms, (F~ Ut_sF~* -I)  u}l. 

Le second terme est 6gal ~t I{U* Ms, (P~_,-I)u}l  et le premier, d'apr6s le calcul 
qui pr6c6de la d6finition 2, est domin6 par 

~ ( t - s )  [I U* m~r] (rlull + IlZulr). 

Donc F est lipschitzienne. La d6riv6e F' existe presque partout. Lorsqu'elle 
existe elle est 6gale /t (U* ms, L 2 u} + (Us* Ms, Zu}. On en d6duit que 
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t t 

(Me, UtuS=(Mo,  u )+  j (m~, U~L2uS ds+ j (M~, U~Zu) ds, 
0 0 

pour  tout  t > 0. Cela entraine 

(2.1) t;~u=u+j U~L2uaB~+ ~Zuds. 
0 0 

I1 est clair que L 2 est un iquement  d6termin6 par  cette 6galit6 et le l emme 
2.1 est d6montr6.  De  l 'identit6 (2.1), et de la forte continuit6 de (Us)~_> o on 
d6duit 

(2.2) IIgNull 2 < l i m  1 2) t~o t ([lulI2 -IIP, ul] 

= - 2  Re (u, Zu) .  

Nous  allons mon t r e r  que l '6quat ion (2.1) pe rmet  de calculer explici tement  
la d6compos i t ion  de Utu sur les chaos de Wiener  pour  tout  t > 0  et u ~ .  

L e m m e  2.2. Soit (Tt)t> 0 une famille faiblement mesurable d'op~rateurs 
uniformdment born@. Si pour u ~ ( Z )  et v~g/t~o et t > 0 ,  

(v, T,u)= i (v, TsZUS dS, 
0 

alors T~ = 0 pour tout t > O. 

Pour  v6rifier ce l emme classique, on fixe t et on r emarque  que pour  
uE~(Z), et v~4~o, la fonct ion s ~ ( v ,  T~P~_su), d6finie sur [0, t], est nulle en 0, 
d6rivable e t / t  d6riv6e nulle. 

Ce l emme sera souvent  employ6 avec un espace de Hi lber t  autre  que ~r 
g6n6ralement de la forme • 0 |  off S(( est un sous-espace de L2(~-). Le 
contexte  pr6cisera alors quel est ~ .  

Dans  le l emme  qui suit N e @ ( Z ) |  et Nt=EtN pour  tout  t > 0 .  De  
plus L 2 est identifi6 ~t L2|  

L e m m e  2.3. Soit (Vt)t> o une famille adaptde d'opOrateurs sur ~o |  faible- 
ment mesurable et uniformOment born~e. Pour tout t > 0 ,  on ddfinit T t sur ~(Z)  

t 

par TtN= i V~ L 2 Pt-s Ns d B s. Alors ( Tt)t> o est l' unique f amille fortement continue 
0 

uniformOment born@ telle que pour tout N~@(Z) 

(2.3) T~N-  i T~ZNds= i V~LxN~dB S. 
0 0 

R e m a r q u o n s  que (2.2) entraine pour  tout  s < t 

(2.4) liE2 ~_~ Nsll 2 _<_ IlL2 e,_s Nil 2 

< IIPt_ x Nt II 2 =," 
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Jfo @ L2 (if).  Soit 
t 

=~ v~ WP,_~nsdBs. 
0 

N e ~ ( Z )  

On en d6duit que I[rtNIr2<=(sup]lg~ll2) lPXt[I 2, de sorte que (Tt)t> 0 est 
uniform6ment  bornee, s_<t 

Prenons NE~(Z2) .  On peut 6changer l 'ordre des integrations dans 

L2P~_xZN~dB ~ ds. En utilisant que ~P~_~Zds=Pt_~-I  on obtient  (2.3). 
0 \ 0  i x 

La forte continuit6 de (Tt)t> o r6sulte de (2.3) et l'unicit6, du lemme 2.2. Le 
Lemme 2.3 est d6montr6. 

Signalons une variante de ce lemme, 

Lemme 2.4. Soit (Vt)t> o une famille adapt~e faiblement mesurable uniJbrm~ment 
bornOe et soit W un op~rateur bornO sur 2,#fo, identifi~ d son extension W|  I sur 

pour tout t > 0  T t l'opdrateur born~ d~fini par TtN 

La famille (Tt)t> o est fortement continue et pour tout 

t t 

(2.5) T t N -  ~ T~Zn~ds=~ V~ WnsdB s. 
0 0 

De plus (Tt)t> o est l'unique famille faiblement mesurable satisfaisant d (2.5). 

La d6monst ra t ion  est semblab le / t  la pr6c6dente et nous l 'omettons.  
Pour  tout  n=>0 on note F/n la project ion de L2(g )  sur le n i~me chaos de 

Wiener, et on l'identifie ~ son extension I |  sur J fo |  Pour  tous 
m=>0 et n=>0 on n o t e  (Ut)m,n=Hm UtH ~. 

L e m m e  2.5. Les (Ut)m, o satisfont d la relation de rdcurrence suivante: pour 
u 6 ~ ( Z )  et m>=l 

t 

(2.6) (Ut)m, o u = ~ (Us) m_ ~, o L2 Pt-s u dS  s. 
0 

Ce lemme d6coule de l '6quation (2.1) projet6e sur le m i~me chaos, et du 
lemme 2.3. C o m m e  (Ut)o,o=Pt, on obtient  l 'expression de (Ut),,,o pour  tout  
m > 0 .  En particulier si u ~ ( Z )  et veJCfo, 

(2.7) (vB t, Utu)= i (v, P~L2 Pt_su > ds. 
0 

Par dualit6 on obtient  l 'existence d 'un  opdrateur  L 1 de domaine  ~ (Z*)  tel que 

IlL 1 v [I z < _ 2 Re (v, Z* v)  et lim -1 (v, U t uBt) = ( L  1 v, u). De plus 
t ~ 0  t 

(2.8) (v, u, uUt) = i (P~*_sL1Ps* v, u) ds. 
0 

Nous  poursuivons  notre liste de lemmes pr61iminaires. Nous  rencontrerons  
le probl6me suivant. Soit (gOt> o un processus adapt6 et soit (Nt)~> o une mart in-  
gale 6tag6e d'entier k o. Pour  k > k o on d6finit 
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G(k,g, N ) =  ~ (gt,, Ft~ U2-kFt* nt,(Bt~+~-Bt,)) 

06 tz=i2 -k, et off la somme n'a qu'un nombre  fini de termes non nuls. On veut 
alors pouvoir  prendre la limite de G(k, g, N) lorsque k ~  + o% pour tout N du 
type consid6r6. De plus on veut qu'il existe une variable al6atoire Mg dans 
H0| telle que lira G(k, g, N)=(Mg, N) pour tout N 6tag6e. Une clas- 

k ~ + o v  

se 6vidente de processus (gt)t>0 pour lesquels Mg existe est celle des processus 
continus par morceaux dans ~ ( Z * ) |  -) et ~t support compact.  Dans ce cas 
G(k, g, N) s'6crit 

t i + l  

~ (glP*-t~gt~,Pt~+,-xnt,) dx, 
i ~ q  ti 

-boo 

d'apr6s (2.8). Donc Mg existe et vaut ~ Ltg~dBs. 
0 

Nous allons introduire une notation. Soit s > 0  et g~E@(Z*)|  Par 

analogie avec (2.4) on voit que LIL1Pt*~gsIL2< d -d~ IlPt*sgsl[2' d'ofl 

+ o o  

-boo 

L'op6rateur qui & gs associe ~ L~P~*_sg~dB t, a donc une extension born6e T 
S q - m  

sur J fo |  I1 est clair que Es(T(g~))=O et donc T(gs)= ~ htdB ~ off (ht)t>=o 
s 

est un processus adapt6 de carr6 int6grable. Nous noterons (ht) ~> 
=({L~ P~*~ g~}),>~. Avec cette notation G(k, g, N) s'6crit 

t i + l  

E ~ ({L,P-*-t~gt,},Pt,+~-~nt,)dx" 
iEIN ti 

D6finition 3. Soit (g~)s>o un processus adapt6 tel que, pour k o suffisamment 
grand 

(2.9) sup ~ ]L{L1P*t, gt,IllZdx < + 0 o .  
k>=ko i ~ N  ti 

Le processus (g~)s> o est un Ll-processus si 

lim L1 P-*x-t, gt,} dB~ 
k ~ - o o  i ti 

+ c o  

existe au sens faible. Dans ce cas la limite est not6e Mg= ~ {L lgt} dBt et 
0 

HMgl[ est la norme de g, not6e IIIglil. Si la limite existe au sens fort (gs)s>o est un 
L 1-processus fort. 

On v6rifie ais6ment que cette notation est coh6rente avec la pr6c6dente. 
D'autre part  si (gs)s>O est un La-processus faible et N est 6tag6e, alors 
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Iro t lira G(k, g, N)=  {L1 gt} dBt, N . Le lemme suivant fournit une premi6re 

classe de L~-processus. Pour route martingale (M,),> o e t  t > 0  on d6finit M t 

-i - Pt*_,m, dB~ et on appelle X le processus (Mt)t>o . 
o 

Lemme 2.6. Pour route martingale (M~),,>o , X est un La-processus fort. De plus 
IIMxll < IIMII. 

Dans le cas off (m~)~> o est continu dans @(Z*) et /~ support compact, 

(X,)t> o est 6galement continu dans ~(Z*)  et de la forme Pt*~ P*_,m~dB~ 

pour un certain x fixe et t>x .  I1 est alors clair que (Xt)t> o est un Ll-processus 
fort. Pour avoir le lemme dans le cas gdn6ral, et l'in6galit6 [[Mx[ ]_< [[MI], il 
suffit de montrer 

1 sup ~ II{g~P*,Mtl}l]2dx <]lMi] 2, 
/~>0 i s N  ti 

O i l  e n c o r e  

(2.10) sup ~ ([IMti[[ 2 -  [IP~*-~Mt']]2)< NM][ 2. 
k ~ 0  i~N 

Soit i~N. On a 
t i + l  

I]Pt,+ ~_x m~])dx, 
ti  

de sorte que 
t i + l  

[IM"I[2-I[P*_~ M"II2 < HMt'II2-- IIMt'+ ~[]2-F ~ ]lm~ll2 d x. 
ti  

Comme M~ on en d6duit (2.10) par sommation. Le lemme 2.6 est 
d6montr6. 

Avant d'exhiber une seconde classe de Ll-processus indiquons comment 
apparaissent les processus du type X =(M~),> o. 

Lemme 2.7. Soit (Mr),> o une martingale. Alors (M%> o est l'unique processus 
mesurable bornd tel que pour tous N e N ( Z )  et t>0 ,  

t 

<M', N,5--i <M zN > as+<M,, NtS. 
0 

La d6monstration de ce lemme est analogue, en plus simple, ~ celle du 
lemme 2.3 et nous l'omettons. 

Nous allons maintenant d6crire une autre classe de Ll-processus. Pour tout 

t > 0 et N ~ ( Z ) ,  on d6finit St N = i L2 Pt-s N~ dB~. D'apr6s (2.4) S, a une exten- 
t 

0 

sion sur Ho |  telle que pour tout N, ]IStN][ <]]Nt] P. On consid6re alors 
pour tout M le processus (S*M)~>0. 

Lemme 2.8. Soit (Mt)t> 0 une martingale. Alors pour tout h > 0  et t>0 ,  

(2.12) tISt* MLt 2 -  t[t'~* S~* MII2 <=2(t[S* Mb[ 2 - [IS*+~Mll2) + 6(lIMt+hll 2 -  I}M, II2). 
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Pour  d6montrer  (2.12) on r emarque  que si NeD(Z) ,  (StPh--St+h)-N= 
t + h  

-- ~ L2Pt+h_sNsdB~. On en d6duit  que [](S*h--Ph*S*)MII<I[Mt+h--Mt[I. On 
t 

6crit alors 

IIS* MIt 2 -  IIPh* S* M]I 2= IIS* MI[ 2 -  IIS*hMII2+ II(S*§ 2 

+ 2 Re (Ph* S* M, (S*+h --Ph* S*) M )  

< [[S*MII 2 -[lSt*+hMl[ 2 + [[Mr+hi[ 2 --I[M,[[ 2 

+ 2 Re ((S t + h -- St Ph) Ph* S* M, M t +h -- Mr)" 

D 'apr6s  (2.4), pour  tout  xe~( fo |  

rl(S,+h--a~Ph) xll2<--__ IIxlr 2 -  IlPh xl[ 2. 

R e m a r q u o n s  6galement  que pour  y ~ ~ 0  | L2 ( ~ )  

(2.13) ]lph, y]12 _ Hp h Ph* y[]2 < Hy[]2 _ i]ph, y[]2 

On en d6duit 

]IS* Mq[ 2 -  [[Ph* S* Ml [2~  ]IS* M[] 2 -  IIS~*+hM[[2 + [[M,+hl] 2 -  []M,][ 2 

+2(liS~* Mli 2 -  IJP~*S*Mll2)~(lIM,+hll 2 -  IIMtll2) ~ 

en posan t  x -- Ph* Y = Ph* S* M. 
L'in6galit6 (2.12) en d6coule et le l emme 2.8 est d6montr6,  o n  en d6duit une 

in6galit6 analogue  & (2.10). 

(2.14) ~ (]lS* MII 2 - l IP2-kS~  Mtr 2) < 6  liMit e. 

Pour  conclure  que (S*M)t> o est un L l -p rocessus  pour  toute  mar t ingale  
(M~)t>o, il nous faut un a rgumen t  de densit6. Par  exemple  si L z e s t  fermable,  il 
est facile de voir  que lorsque M est telle que sa d6riv6e est de classe c~ dans 
~(L'~), alors (S*M)t>o est un Ll -processus  fort. Le cas g6n6ral en d6coule par  
densit6 grace ~t (2.14). Lorsque  L 2 n'est  pas fermable  nous n ' avons  pas trouv6 
d ' a rgument  analogue.  Nous  allons donc  avoir  recours  /t des sous-suites. Si a 
=(a~)n~ ~ est une suite-croissante d 'entiers on dira qu 'un  cocycle est a-rkgulier 
s'il existe une cont rac t ion  W, telle que pour  tous u s ~  o et ve~/t~o, et en notan t  
c ~ = 2  - ~  

(2.15) l im --1 (uB~,, U~ v B ~ ) = ( u ,  Wov). 
n ~  + o~ ~Z n 

On d6finit de facon ana logue  les a-L~-processus. La  mar t ingale  limite est alors 
+ c o  

not6e ~ {L~ g~}o dB r Enfin une suite crest  adaptde it (Z, L~, L2) si pour  toute  
o 

mar t inga le  (M~)t> o, (S* M)t> o est un cr-L~-processus. 

L e m m e  2.9. Tout triplet (Z, L1, L2) admet une suite adaptde a. 

Ce l emme est une cons6quence imm6dia te  de (2.14). 



S t r u c t u r e  des cocyc les  m a r k o v i e n s  sur  l ' e space  de  F o c k  301 

I1 est naturel  de se demande r  si ce recours aux sous-suites est r6ellement 
n6c6ssaire. Nous  verrons  que si le cocycle (Ut)~>0 est unitaire alors IlL lu112= 
-2Re (u ,Z*u5  pour  ueN(Z*) et IIL2ullZ=-2Re(u, Zu5 pour  ue~(Z). De 
plus une suite a est adapt6e  /t (Z, L 1, L2) si et seulement  si pour  tout  ue~(Z) 

et ve~(Z*) la l imite l im u, v existe, en notan t  % -  . En parti-  
n ~ + o o  \ {X n 

culier cette condi t ion ne d4pend que de Z, ce qui est 6vident a priori  puisque 
L~ et L 2 sont dhterminhs ~ isom6trie pr4s par  Z. 

III. Repr6sentation des cocycles 

Nous  avons vu qu'fi tout  cocycle (Ut)t> o on pouva i t  associer un semi-groupe 
(Pt)~>o de ghn6rateur Z et deux ophrateurs  L 1 et L 2 de domaines  ~ ( Z * )  et ~ ( Z )  

tels que pour  u ~ ( Z * )  et v ~ f o  lira 1 t-.o t (u, UtvBt)=(Llu, v) et pou r  u ~ ( Z )  et 

v ~ g f  o l im -1 (vBt, Utu 5 = ( v ,  L2u 5. On suppose  que o- est a d a p t 6 e / t  (Z, L 1, L25. 
t ~ 0  t 

Th60r6me 1. Un cocycle associ~ d (Z, L1, L25 est a-rdgulier. De plus il est 
d&ermin4 par (Z, L1, L2, Wr eta. 

Nous  commencons ,  c o m m e  dans la d6mons t ra t ion  du l emme 2.1, par  choi- 
sir une sous-suite (k~) ,~ de a, telle que les op6rateurs  Wk~ d6finis sur Yd 0 par  
(u, VVkvS=2k"(uB2-k,, U 2 ~vB2-~), convergent  faiblement,  lorsque n ~  + 0% 
vers une cont rac t ion  We. Pour  mon t r e r  que (Ut),> o est a-r6gulier il suffit de 
mon t r e r  que Wo ne ddpend pas de la sous-suite (k,)n~. Ceci r6sultera de 
l 'expression de (Ut)l, i,  en termes de (Pt)t>o, L1, L2, Wr e t a .  

Nous  allons mon t r e r  que (Ut)t> o satisfait / t u n e  6quat ion qui, lorsque Z est 
born6, est 6quivalente 5. l '6quat ion de H u d s o n - P a r t h a s a r a t h y  [H-P] .  

Soient (M~) t > 0 et (Nt) ~> o deux mart ingales  6tag6es d 'entier  k o, avec N~9(Z). 
i 

Soit k >__ko, iEN, t~=~. On 6crit 

sous la forme 

(M,,+,, U,,+, N,,+,) - (M,,, U,, N,,) 

(M,,, (G,+I - G,) N~,) + ((M.+, -M,) ,  G,+~ ~,5 

+(M,~, G .  ~(N.+I - ~ 5 5  +((M~+I - M  O, G+ .(N,,+~ -NO) 

OU e n c o r e  

+ (U** mt,(Bt~+~ --Bt,), Ft~ U 2 ~ Ft~ Nt, ) 

+ ( G* M,~, ~, G - ~  rd  n~(U,~+ ~ - S  O) 

+ ( G* m,~ (B,+~ - S O, ~, G - ~  it7 n,, (n,,.,  - U,)). 
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Soit T > 0  tel que U T e N .  En s o m m a n t  cette expression de i = 0  /l i = 2 k T  
--1, on obt ient  ( M r ,  U T N r } - ( M o ,  No} sous la forme Z kz + 2k2 + X  k3 +2k,4 Off 
chaque Z { , j e { 1 , 2 ,  3,4} est une s o m m e  de 2kT termes. No tons  que les fonc- 
t ions t--,(Ut* mr) et t o(Ut* M,) sont continues par  morceaux.  C o m m e  NE@(Z) 
on obt ient  

T 

l im X~ = ~ (Ms,  UsZN~} ds, 
k--* + oo 0 

T 

l im Z~ = ~ (ms, U s L 2 Ns} ds, 
k ~ + m  0 

et 
T 

4 l im Zk. = ~ (m~, Us W,, G )  ds. 
n-~ + oo 0 

Le probl6me pour  X~ vient de ce que nous ne savons pas a priori  que 
(U'Ms)s> o est un a -Ll -p rocessus  auquel  cas nous aur ions  l im Zk~ 

T n ~ + m  

=f ({L1 U*Ms}~, ns} ds. En fait nous allons mon t r e r  par  r6currence sur n que, 
0 

pour  tout  n, II ,(U* Ms)~> o est un a-Ll-processus .  

L e m m e  3.1. Soient m>O et n>O, (Mr)t> o une martingale du m T M  chaos et 
(Nt)t>oe~(Z) une martingale du n i~m~ chaos. Alors 

i) (Us)*,,M s est un a-La-processus de norme dominoe par IlMll. 
U j ii) Si r e + n > 0 ,  (Ut)~, est la somme de trois op&ateurs ( t )  . . . .  j e{1 ,  2, 3} o~ 

t 

(3.1) 1 . * * (Ut )m, ,Mt=~ Pt-,{LI(U~) . . . .  1MsI~dBs 
0 

t 

(3.2) (Ut2)~,, Nt = ~ (Us)m- 1 , n  L2 Pt-s Ns dBs 
0 

t 

(3.3) (Ut3)~,, N~= ~ (U~)m_ 1,,_ 1 W~P~_sGdB s. 
0 

Nous  allons dOmontrer  ce l emme par  r6currence sur m e t  n. Lorsque  m = n  
= 0, il n 'y  a que i) ~ v0rifier et c'est trivial. Soient m => 0, n_-> 0 tels que m + n > 0 
et supposons  le l emme  v0rifi6 pour  m ' ~  m, n = n e t  m ' +  n ' <  m + n. On  remarque  
que le te rme 

(G* Mt,, Q U2-kFt* nt,(Bt~__~-Bt~)} 

qui appara i t  dans Z~, peut  Otre r66crit 

* c2_kr~? n~,(B,, -B,,)>. ((Ut,) . . . .  1 Mti, Ft~ 1 

Par  hypoth~se de r6currence (U~) . . . .  1 Mt est un a-Ll-processus ,  ce qui entraine 

T 
3 - -  l im Zk, ~-  S ({L1 (U~)*~. , - 1  Ms}o, G} ds. 

kn--> + ~ 0 
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On obt ient  donc  

(Mr, CT~N~)-(Mo, No) 
T T 

0 0 
T T 

+ ~ ({LI(U~)* n_ ~ ms},, ns) ds+ ~ (m~, ( U s ) r a _ l , n _  1 Warts) ds. 
0 0 

Cette 6galit6 reste vraie par  densit6 lorsque M e t  N ne sont pas 6tagaes, et, 
par  continuit6, lorsque T e s t  un n o m b r e  quelconque.  En appl iquant  les lemmes  
2.2, 2.3, 2.4 et 2.7 on obtient  ii). Pour  finir la d6mons t ra t ion  du l emme 3.1, il 
faut encore mon t r e r  que pour  je{1 ,  2, 3}, (U j~* nMt est  un cr-Ll-processus de \ t ,tin, 
norme  domin6e par  IIMH. Pour  j =  1 cela r6sulte du l emme  2.6, ainsi que pour  j 
= 3 car 

t 

( U t ) m ,  o P t * s W  ~ ( g s ) m _ l , n _ l m s d B s "  
o 

Pour  trai ter  le cas j = 2  r emarquons  que 

(3.4) (U t 2.)m,~Mt =(S,+~~ 
0 

C o m m e  l 'espace des a -Ll -p rocessus  est stable par  H,, et c o m m e  cr est 
adapt6e /t (Z, L1, Le), 2 . (U t )m,,Mt est un a -L l -p rocessus  de no rme  dominde par  
IIMII. Le l emme 3.1 est d6montr& On  en d6duit que W~ est un iquement  
d~termin6 par  (Ut)t> 0 et a et doric (Ut)t> o est ~r-r6gulier. R6c iproquement  
(U~)t> o est d6termin6 par  Z, L1, L 2 W~ et o- au moyen  de (3.1), (3.2) et (3.3). Le 
th6orbme 1 est d6montr6.  

La  d6mons t ra t ion  du l emme 3.1 a la cons6quence suivante. Soit (Pt)t>0 un 
semi-groupe de contract ions  sur 3 f  o de g6n6rateur Z, L 1 et L 2 deux op6rateurs  
de domaines  ~ ( Z * )  et ~ ( Z )  respect ivement  tels que pour  us~(Z*) ]FLlufl2< 
- 2 R e ( u , Z * u )  et pour  u ~ ( Z )  [[Lzu[le<-Re(u, Zu). Soit a une suite 
adapt6e ~t (Z, L1, L2) et W~ une contract ion.  Alors les formules  (3.1), (3.2) et 
(3.3) permet ten t  de ddfinir par  r6currence des familles (U~)m, , d 'op6ra teurs  
born6s, avec (Ut)o, o=Pt .  La  quest ion est alors de savoir  quand  la s6rie double  
~ ( U t ) m ,  . converge faiblement  pour  tout  t vers une contract ion U t de sorte 

ra, n 

que (Ut)t> o s o i t  un cocycle. En d 'autres  termes on voudra i t  caraetdriser les 
g6n6rateurs (Z, L1, L2, W~) des cocycles. Darts cette direction nous avons le 
l emme suivant. 

L e m m e  3.2. Si pour tout t >0, ~ ~ (Ut)m, ~ converge faiblement vers une contrac- 
m n 

tion Ut, alors (Ut)t> o est un cocycIe. 

C o m m e  clans le cas off Z est born6 [H-P ] ,  [H-L] ,  ce l emme rdsulte d 'un 
a rgument  d'unicit6. Nous  r emarquons  que les relat ions (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) 
et les hypoth6ses du l emme permet ten t  de demon t re r  par  r6eurrence s u r n  que 
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pour toute martingale (Mr)t> o et tout n>O, (lI, Ut*Mt)te o est un r~-L1- 
processus de norme domin6e par C, [IMl[. Soit (Nt)t> o une martingale d u n  i~m~ 
chaos, dans @(Z). D'apr~s (3.1), (3.2) et (3.3), on a pour tout t>0 ,  

(Mr, Ut Nt) - (Mo,  Pt No) 
t 

= ~ (ms, UsL2 Pt_sNs) ds + i (ms, Us Wr ds 
0 0 

+ i  ({L~ H~_ 1 U*Ms}~,Pt_sns) dS. 
0 

(3.5) 

D'apr6s les lemmes 2.3, 2.4 et 2.7 cela entraine 

(Mr, Ut Nt) - (Mo,  No) 
t 

= i (Ms, UsZN~) ds + S (ms, UsL2 N~) ds 
0 0 

t t 

+S ({L1/ / ,_~  U* Ms}~,G) ds+ (. (ms, G W~G) ds. 
0 0 

Fixons s. I1 est facile de voir que 

(Mr, U t Nt) - (Ms, Us Ns) et (Mr, Us F~ Ut_ s F~* Nt) - (Ms, Us Ns) 

sont deux solutions d'une 6quation analogue fi la pr6c6dente. La d6monstration 
du lemme 3.1 entraine que ce type d'6quation a une solution unique. Donc 

pour tout s > 0 et t > 0 et t > s U t = U s F~ U t_s F~*. 
Le lemme 3.2 est d6montr& 

IV. Conditions sur les g6n6rateurs des cocycles unitaires 

Un cocycle (Ut)t> o est unitaire si pour tout t > 0  U tes t  unitaire. 
Nous nous proposons de donner des conditions n4cessaires sur 

(Z, L1, L2, Wr pour que ce soit le a-ghnhrateur d'un cocycle unitaire, o- brant 
adapt6e fi (Z, L l, L2). Rappelons que dans le cas o6 Z est born6 des conditions 
n6cessaires et suffisantes ont 6t6 trouv6es par Hudson et Parathasarathy [H-P].  
I1 faut et il suffit que W~ soit unitaire, que pour tout u~Jt~0, HLzuH 2= - (u ,Z  
+ Z ' u )  et L I = - W * L  2. Nous verrons que dans le cas non born6 W~ n'est 
plus nhcessairement unitaire. 

Soit (U~),> o un cocycle unitaire et soit (Z, LI, L 2, W~) son o--g6nhrateur. 
D'apr4s (2.1) il est nhcessaire que pour ue~(Z) 

(4.1) IlL2uHZ= - ( d  l[PtullZ)t=o=-2 Re(u, Zu). 

Par dualit6 il est n6cessaire que pour ue~(Z*) 

(4.2) HLl u[, 2 ( d ) = - -  d ~  IIPt*'/AH2 , =o=  - 2 R e ( u , Z * u ) .  
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Nous supposons (4.1) et (4.2) satisfaits. Nous allons faire quelques remarques 
sur les suites adapt6es. 

Lemme 4.1. Pour tout k~lN, on dOfinit l 'op&ateur L1, k de domaine ~ ( Z )  par 

2 - k  

\ 0 

Alors les L1, ~ sont uniJbrm~ment born& sur N(Z). 

On remarque que IIL1,kull2<2k(llull 2 -  IIP*~ull2). On utilise l'identit6 sui- 
vante, valable pour tous t > 0  et ueN'~o: 

(4.3) ( (u ( (2 - -1 (~u[ (2-~[ lu - -P tu[ f2=l fu f [2 - - f l t~ tq~u[[2- -~ l [u - -P t*u[[2  , 

qui entraine clairement le lemme 4.1. 

Lemme 4.2. Soit ( k , ) , ~  une suite tendant vers 1'oo. Les deux propri&& suivantes 
sont Oquivalentes. 

(4.4) La suite L i, k, a une limite faible lorsque n --* + oo. 

(4.5) Pour tout u ~ ( Z )  et vE~(Z*) .  

lira U"(v,  (P2*-~,-I) u) 
n ~ + 0 0  

existe. 

En effet (4.4) est 6quivalent fi 

(4.6) Pour tout v ~ ( Z * )  lira (Lav, L l , k u  ) existe. 
n ~  q- oO 

Or pour ve t  w ~ ( Z * ) ,  ( L  1 v, L i w ) =  - ( v ,  Z*  w ) - ( Z *  v, w) .  Done 

( L l v ,  L ~ , ~ , u ) = - ( v ,  2 k " ( P ~ ' - ~ - I ) u )  - Z ' v ,  2k" 5 P * u d x  . 
, 0 

I1 est done clair que (4.4) et (4.5) sont 6quivalents. On d6finit 6galement L2, k 

sur ~(Z*)  par L 2 , k v = L  2 2 k P~udx  . Le calcul pr6c6dent montre que pour 
u e ~ ( Z )  et v e ~ ( Z * )  

(4.7) lira {(L 2 u, L2, k v) - (L~, k u, L~ v)} = 0. 
k ~ - I -  ov 

En particulier si a - - - ( ~ ) ~  est une suite telle que L~0~,~ converge faiblement 
lorsque n--, + oQ vers une limite L~, z alors L2,~, converge ~galement vers une 
limite Is z,. De plus d'apr~s (4.1), (4.2) et (4.3) pour u ~ ( Z )  et ve@(Z*), 
IIIfli, zul)Z_~ jlLzuJl 2 et  IJU2, z,  Vll2< llL, ull 2. I1 existe done deux contractions C, 

et C'~ respectivement d6finies de ImLz dans I m L  2 et de I m L  2 dans ImL~ telles 
que pour u e@(Z)  et v e ~ ( Z * ) ,  L~. z u = C', L 2 et L~2, z* v = C~ L 1 v, D'aprbs (4.7), 
(L  2 u, L~z, z* v) = (/21, z u, L~ v), de sorte que C ~ -  C~. 

Lemme 4.3. Une suite a est adapt& d (ZI ,  L~, L2) si et seulement si elle satisfait 
aux conclusions du lemme 4.2. 
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Remarquons que si ue~(Z),  

t 

(4.8) S*(L 2 uBt) = - ~ P~* Zu ds -(Pt* - I) u. 
0 

On en d6duit que (S*(L2uBt)-u)t>o est un Ll-processus fort. Or le processus 
constant (u)t>o est un a-Ll-processus si et seulement si o- satisfait aux conclu- 
sions du lemme (4.2). D'autre part on montre facilement par densit6, lin6arit6 
et en utilisant le shift, que a est adapt6e si et seulement si pour tout ue~(Z), 
(S*(L2 btBt))t> 0 est un a-Ll-processus. Le lemme 4.3 est d6montr& 

Nous allons maintenant donner la forme g6n6rale du g6n&ateur d'un 
cocycle unitaire. 

Proposition 2. Soit (Ut)t> 0 un cocycle unitaire, associ~ d (Z, L1,L2) et soit a 
adapt~e & (Z, L1, L2). Alors W, est de la forme (-C~)@D, off D est un isomor- 
phisme unitaire entre Im L~ et Im L~ ind@endant de a. 

Rappelons que C~ a 6t6 d6fini avant le lemme 4.3. Pour d~montrer cette 
proposition nous proc6dons comme dans [H-P],  et utilisons (3.5). Soit n o un 
entier fixe. Nous avons vu que l'op@ateur Ft,,o qui ~ M associe 

i { L l (  Y, H,o) U*M~},dB ~ est born& On note F.* de la fagon suivante: t, no 
0 n<no 

lorsque N est dans la somme des (n o + 1) premiers chaos, 

(4.9) F* N=i}U~L*n~{~dx. t ,  n0 
0 

Insistons sur le fait que ~(L*) peut ~tre r6duit fi {0} et que l'integrant 
} U~ L* n~{~ n'a a priori aucun sens pour x fix& Toutefois on peut manipuler les 
expressions apparaissant dans (4.3) comme des int6grales ordinaires. Avec cette 
notation (3.5) devient, pour N ~ ( Z ) n  ~ Jf0|  

n<no+ 1 

(4.10) UtNt=No + i U~ZN~ds + i U~L2 N~dB s 
0 0 

t 

+ ~ U~Wn~dU~+ i'}U~L* n~{~ds. 
0 0 

Le processus (i}U~L*n~{~dsl est /t variation quadratique born6e pour 
\ 0  ! t > 0  

tout N dans ~ Wo |  Si L~ est fermable, ~(L*) est dense et lorsque 
n < n o + l  

quadratique nulle. Cela reste vrai par densit6 si N ~ ( L * ) .  Dans le cas off L 1 

n'est pas fermable le processus n~{ds n'est en g6n&al pas 
\ 0  t > 0  
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var ia t ion quadra t ique  nulle. Par  contre  son crochet  avec toute  mar t inga le  est 
nul. 

Soit T u n  n o m b r e  dyadique.  Pour  tout  k~{(a,),  n e N }  tel que 2kT soit entier 
i 

et i < 2 k T o n  note  ti-----2~. 

L e m m e  4.4. Pour toutes martingales M et N, 

(4.11) l im Mt~+,-Mt,,  5 }UsL*lns{ads =0.  
k - ~  + oe i < _ 2  - - i  t i 

I1 est facile de se r amene r  au cas off T = I ,  M = v B  1 et N = u B  1. L'express ion 
appara i ssan t  dans (4.11) s'6crit alors 

t i + l  

~ ({L~(U~)*,oU(ns-Bt , )} . ,v)dx,  
i ~ 2 k - - 1  t i  

ou encore 

L 1 S* udB~ v ds 
i < 2 k _ l  a ~ 

- ~ L 1 P* S* udBs v s - -  t i  t i  
i < 2  k -  1 

ds. 

Cette expression tend vers 0 lorsque k = a ,  et n--+ + c~. Le l emme 4.4 est 
d4montr6.  

i 
Soit k fix6 et N ~ ( Z ) .  Pour  tout  i e N t ~ = 2 ~ .  Nous  6crivons (4.12) 

rl U~,+, Nt,+ ~ II 2 - II Ut, N~iH 2 

=IJU~i+~N~,+,-U~,N,,II2 § U,,+, N,+,-U,,N,,>. 

On s o m m e  en i de 0 & 2 k -  1 et on fait tendre k vers Foe. D 'apr6s  (4.10) et 
le l emme pr6c6dent, le t e rme  quadra t ique  donne  quat re  termes:  les trois pre- 
miers sont 

1 1 * 

l i t  2 N~]r 2 Ms+ ~ I[ W~ n~]r 2 d s + 2  Re ~ <L 2 Ns, W~ns) ds. 
0 0 0 

Pour  expr imer  le qua t r iame te rme nous utilisons le l emme  suivant. 

L e m m e  4.5. II existe un opdrateur bornd Xo sur Jfo et une soussuite (k,),~n de 
(a , ) ,~  tels que pour tout hombre dyadique T et route martingale N, 

I'i+1 ds 2 T 
(4.13) lira k~ ' ~ }UsL* n~{ = S [IXnsll 2 ds. 

n ~ + a o  i<=2 n T - - 1  t i 0 

Pour  d6mont re r  le l emme il suffit de r emarque r  que les op6rateurs  ){k 
d6finis sur 24~o par  

<u,J(kv) =2k }V,L*lu{ds, 5 }U,L*lv{as , 
0 
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sont uniform6ment born6s. Soit )(~ une valeur d'adh6rence des )?k, alors )?~ est 

positif et il suffit de prendre X ~ = ] / ~ .  L'6galit6 (4.13) r6sulte d'un argument 
de densit6/t partir du cas off N e s t  6tag6e. 

Le terme 2 Re (Ut~ Nti, Ut~+l N t ~  - Uti Nt~ ) dans (4.12), donne deux termes: 
1 

le premier est 2ReS(N~,ZNs)ds .  Soit (k,),~ N la suite du lemme 4.5. Le 
o 

deuxi6me terme s'exprime comme 

ti+l I 
lira ~ 2Re Ut Nt~, ~ }U~L*n~{~ds , 

n-~ + eo i < 2kn \ ti 

on encore, lorsque N e s t  ~tag6e 

lira ~ 2 Re {L~ P*~, N d d x ,  n~ . 
n-*-bcr i<2kn \ ti 

1 

Cette limite vaut simplement 2 Re ~ (Is z N~, nx) dx. 
0 

Nous avons obtenu 

1 

IlN~ ll2- ilXolle= ~ (llg2 X~l[2 + R Ue ( Ns, ZX~)) ds 
0 

1 

+ ff (lIX~ nsll z + II W~ n~ll 2) ds 
0 

1 

+ ~ 2 Re ((L~I, z + VV** L2) N~, ns) ds. 
0 

Nous savons d6jA que la premi6re int6grale est nulle. On en d6duit que pour 
US~o, IIX~u[lN+llW~u[IZ=llu[I 2 et enfin que Ifll ,z=-W~*L2 . Par dualit6 on 

- Wj [ImL~-- C~. Enfin volt que Uz, z ,=  W,L 1. Donc W ~ [ ~ = - C ~  et * - - - -  * 
W~]xmzI et W*llmZ~ sont isom6triques. Donc W~ doit etre de la forme ( -  C~)GD 
comme annonc& ]2e fait que D soit ind6pendant de a est une cons6quence de 
(3.1) (3.2) et (3.3). On peut en effet montrer que lorsque ueImL~ et re imS,  

1 
l i m -  (vB t, Ut(J)uBt)=O pour j = l ,  2 de sorte que lira -1 (vBt ' UtuBt) existe et 
t-*O t t--*O t 

vaut (v, W~ u). La proposition 2 est d6montr6e. 
On peut montrer  que ( ( -C~) |  0 et ( ( - C * @ D ) ] ~  sont 6galement 

isom6triques et ind~pendants de a. En particulier si les formes quadratiques 
u---~Re(u, Zu)  et u ~ R e ( u , Z * u )  sont fermables, alors ~(L*) et ~(L*) sont 
denses et W~ est unitaire et ind6pendant de a. 

V. Le probl~me r6ciproque 

La proposition 2 donne, sous certaines hypoth6ses sur (Pt),>o, la forme la plus 
g6n6rale possible d'un ggngrateur d'un cocycle unitaire associ6 ~t (Pt),>0. Le 
probl6me rgciproque est alors de savoir parmi ces g6n6rateurs possibles, les- 
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quels engendrent effectivement un cocycle unitaire. La r6ponse, dans le cas off 
Z est born6, donn6e par Hudson et Parthasarathy [H-P]  est rappel6e en 
section 4. Nous allons g6n6raliser leur r6sultat. 

Th6or6me 2. Soit (Pt)t> o un semi-groupe de contractions de g~ndrateur Z. Soit L 2 

de domaine @(Z) et L 1 de domaine ~ (Z*)  tels que I [ L 2 u l l 2 = - 2 R e ( u ,  Z u )  et 
IlLxv[I 2= - 2 R e ( u ,  Z ' u ) .  Soit a une suite adaptde d (Z, L1, L2). Si W~ verifie la 
conclusion de la proposition 2, alors (Z, L1, L2, W~) a-engendre un coeycle, 
d~termin~ par Z, L~, L 2 e t  D. 

Th6or4me 3. Soir (Pt)t>o un semigroupe tel que pour tout t, P~ a un inverse bornd. 
Soient Z, L~, L2, a, C,, D et Wr eomme dans le thdordme 2. Alors (Z, L1, L2, W~) 
est le a-g~ndrateur d'un cocycle unitaire. 

Remarquons que l'hypoth6se du th4or~me est trivialement v6rif~e si les 
formes u ~ Re (u, Z u )  et u ~ Re (u, Z* u) sont born6es. Ceci correspond au cas 
off Z e s t  de la forme i l l+B ,  ~ 6tant auto-adjoint et B dissipatif born6. 

Nous d4montrerons le th6or4me 3 /l la fin de la section. 
Nous allons d4montrer le th4or6me 2. D'aprhs le lemme 3.2, pour d6montrer 

que (Z, L1, L2, W~) est le a-g4nhrateur d'un cocycle (Ut)~>o, il suffit de v6rifier 
que pour tous m et n, et tout t > 0  ~ ~ (Ut)m, ~, est une contraction, 

rnt~m n'~<~t 

((Ut)m, n)t> 0 6rant d4fini par les relations (3.1), (3.2) et (3.3). On notera 

m ' < m  n ' N n  m ' N m  

et 

F, (v3~, ~, =(u)~,~. 
n ' ~ n  

Nous allons procdder par recurrence sur m e t  n et montrer l'identit6, 
valable pour toute martingale M: 

(5.1) (Ut)* ~Mt]l 2= ]]Mo[]/+i (U~)~_~I ~m~]r 2 d s - ~ ( t ) ,  
0 

off .~(t) est 6gal 5_ 

(5.2) i ][{LI(Us)*,~M~}~+ * W~ (gs)~_ 1 ,~msl 1 2 ds. 
0 

Cela montrera que pour tous m et n, (U,)~, nest  une contraction. Nous aurons 
besoin de deux lemmes pr61iminaires. 

Lemme 5.1. Soit (l/)~ > o un L~-processus fort. AIors 

t i _ l  + ~  

(5.3) lim ~ ~ {L 2 Pt~§ Pff-~ Vt,} dUs-- - W~ ~ {L~ V~} dU~, 
k ~ + c o  i ti 0 

k ~ a  

au sens faible. 

Pour d6montrer ce lemme on remarque que pour un Ll-processus fort la 

norme ]lI V]l] est donn6e par lim (~Jj 2 ~11 -IfP2-~ V,~lJ2) ~. D'apr~s (2.13), 
k ~ + c o  i 
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l'6galit6 (5.3) sera vraie si et seulement si elle est vraie pour  un ensemble dense 
de L,-processus.  Nous  prendrons  comme classe dense les processus du type 
suivant:  

Soit k o ~ N  tel que 2 k~ T e N .  Pour  tout  i < 2 k~ T -  1 soit 
aie~(Z*)| ~o). Soit enfin (Wr)y_> o le processus dhfini de la fagon suivan- 
te: pour  ye[i2-~~ 2-k~ Wr =Pr*_i2_~ o a~ et W r = 0  pour  y>=T. Pour  un tel 
processus (5.4) r6sulte de L2, z . = - W r  Enfin la densit6 de ces processus 
lorsque ko, T et (al)i~ ~ varient, est une conshquence de la densit6 de ~(Z*) ,  et 
de la dhfinition des L~-processus forts. 

Lemme 5.2. Pour toute martingale (Mt)t>o, 

(5.4) []S*MtII2+iI[{L1S*M~},~+W*m~II2ds=I[MtII2-IIMoH 2. 
0 

Dans  le cas off (Mr)t> o est ~t valeurs dans ImL�89 (5.4) est 6vident car S* M t 
= 0  pour  tout  t et NW*ms][2= IIm~ll 2 pour  tout  s. C o m m e  lorsque uMmLl2 et 

v M m L 2 ,  (W 'u ,  W*v)=O, il suffit d '&udier  le cas off (Mt)~> o est ~t valeurs 

dans I m L  2. Par  densit6 on peut supposer  que (Mr)t> o = ( L  2 Nt)t> o off (N,)t> o est 
une mart ingale de @(Z), 6tag6e d'entier k o. 

Soit T u n  nombre  dyadique et k>=k o tel que 2kT soit entier. En utilisant 
une variante de (4.8) on voit  que (S* L2Nt-n,)t>o est un Ll-processus  fort. De 
plus {L 1 (S* L 2 N t - nt)}t > 0 = ({L1 (S* L 2 N,)}~ Jr- Wa* L 2 nt) t > o- On en dhduit que 

T 

(5.5) .f II{LIS*Ms}r 2ds 
0 

= lim ~ ([[S~L2Nt-rlt~[12-[lPffk(S~L2Nt-nt)][2). 
k ~ + o o  i ~ 2 k T _ l  

D'aut re  par t  

On 6crit 

[IS~MTll 2: ~ (IIS~+~M.+,I[2-11S~ M. II2). 
i < 2 k T - - 1  

t i + l  

S*,,+ Mt,+I=P*-kS~ Mt S }Pt*+ 1~ -sL*2(L2nt,){ 
ti 

I1 suffit maintenant  de d6velopper t o u s l e s  carr6s et, aprbs quelques simplifica- 
tions, on volt que (5.4) se ram6ne ~t v6rifier que pour  ue~(Z) 

l i m U  [lull2--11P*kull2+ }P*g*(g2u){dx =l lg2ul l  2, 
k-+oo 

ce qui r6sulte de (4.3) et de lira 2k(llul[ 2 -  ILe2_kull2)= IIL2ulLL Le lemme 5.2 
est d6montr6, k+ + oo 

Indiquons  main tenant  comment  (5.1) peut ~tre prouv6. Par continuit6 il 
suffit de le mont re r  lorsqae t = T e s t  un nombre  dyadique. Soit k tel que 2~T 
soit entier. On 6crit 

Ih(UT)~,~MTII2=HMo[12+ ~ {II(U, )*- 2 U * M 2 . . . . .  II( t,)~,~ ,,11 }, �9 ~ M ~ , + 1 1 1  - 
i < 2 k T - - 1  
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puis 
t i+1 

* - -  * * 1 L  

ti 

t i + l  

* W*~rr~*~ - -  ms] dB,. + ~ P*t,+,-s[{Ll(Us)~,~-lMs}~ + ~ ' ~ s l m - - l , n - - 1  

ti 

On 6crit alors (Ut)* ,~Mt~ c o m m e  s o m m e  de trois integrales, on d6veloppe les 
carr6s et on fait tendre k vers 1 ' ~ ,  k~a .  Les lemmes  5.1 et 5.2 fournissent alors 
(5.1). Nous  omet tons  les d6tails, fastidieux mais  triviaux. 

Pour  finir la d6mons t ra t ion  du th~or6me 2 il suffit de voir  que d 'apr~s la 
r emarque  pr6c6dant  (5.5), pour  toute  mar t inga le  (Mr)t> o, ({L1S*M~} ~ 
-}-W'mr)t> o n e  d6pend pas de a. On  en d6duit  ais6ment que le cocycle a- 
engendr~ par  (Z, L1, La, W~) ne d~pend que de Z, L1, L a et D. Le th6or~me 2 
est d6montr6.  

D 'apr~s  (5.1) et (5.2), il est clair que Ut* sera isom6tr ique pour  tout  t > 0  si 
et seulement  si, pour  tous m ~ N ,  t > 0  et M ~ o |  

(5.6) lira i PI{La(Us)*,,Ms}~II 2 ds=O. 
n ~ + ~  0 

En fait il suffit de v6rifier (5.6) lorsque m = 0. 

Proposi t ion 3. Soit (Z, L~, L2, Wa) e ta  satisfaisant aux hypothOses du thkorOme 3 
et soit (Ut)t> o le cocycle engendrd. Alors U~ est isomOtrique pour tout t > 0  si sa 
restriction d :gF o | t l'est. 

L e m m e  5.3. Pour tout us~(Z*) et route martingale (Mr)t> oet tout t > 0 ,  

(5.7) l i  ({L~ S* Ms}~ + W* ms) dS, L~ u ~/ 

= -  M , , y S s Z * u d s +  { L : g u I d B s  . 
0 0 

Pour  d6mont re r  ce l emme  on se ram6ne /t t =  I e t  M =  vB~, off wJ~fo . Pour  
kc~r soit l 'expression 

Ak = E {C~e*  S~vBt,}dS, L l U -  Z v, LzP~udx S- - t i  
i < 2 - t ~ - - i  i = < 2 - k - - 1  

II est clair que le m e m b r e  de gauche de (5.7) est 6gal /t la limite de A k 
lorsque k ~  + oe. I1 suffit de mon t r e r  qu'il  e n e s t  de marne pour  le m e m b r e  de 
droite. A cet effet on rd6crit A k sous la forme 

+ ~ Ps*_.S*vBt. ds, Z*u 
i=<2k- -1  

- 2 ((P*-~-I) S* vB,,,u) 
i _<2k- -1  

- ~ v, L2e~udx . 
i=<2k- -1  
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Les deux derniers termes ont pour somme 

1 

0 

On en d~duit que la limite de A k lorsque k-~ + ~ vaut 

1 1 

- ~ (VBs, S~Z*u) ds-  ~ (v, (L2 P~u} ) ds. 
0 0 

Le lemme est d6montr6. 

Lemme 5.4. Soit (Ut)t> o comme dans la proposition 3 et U~o,  alors 

(5.8) lim 1 HOrvB, i[2= ][v[12" 
t-~O t 

On remarque que pour tout v~(Z),  

(5.9) lim 1 U~ZvB~ds+ U~L2vB ~ =0. 
t ~ O  t 0 

Or cette expression est aussi 6gale ~t 

U t vB t -  L* v{~ ds 2 
t 0 0 

et est domin6e par Ilvll 2. Donc (5.9) reste vraie pour tout v ~  0 et (5.8) est 
~quivalent/t 

(5.10) lim 1 i i V{~ ds2 toot  U~W, vdB~+ }U,L* =llvll 2. 
0 

t 

Lorsque valmL~, (5.10) est automatique ear ~}U~L* 1 v{,ds=O et IIW~vII---IIvl/. 
0 

I1 reste ~t v~rifier (5.10) lorsque v=Llu off u~(Z*). Remarquons que pour 
toute martingale (Mr)t>0, 

{Mt, i }U~L* v{,~ds)={Mo, i }P~L* Ll u{ ds) 

Le lemme 5.3 entraine alors l'identit6 suivante 

t t 

S E %vdB +f }EL   Lds 
o 0 

t t t 

= ~ }P~L*~ L~ u{ ds + f S~Z* uds + ~ {L2 P~u} dB~. 
0 0 0 
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Rappelons  que i }P~L~ Llu { ds= - i  P~Z*uds+(I-P~)u. On en d6duit que 
0 0 

l i m l  i ~ / 2 t~o t UsW~vdBs+IIUsL*lv{~ds 
0 

= lira -1 (I - Pt) u + i {L2 P~ u} dBs 
2 

t ~ O  t 0 

= l i m  1 t~o t ( l l (x -P~)" l t2  + 1 lu l l2 -  H~ufl2)  

=HL~uN z en vertu de (4.3) 

L'identit6 (5.10) et le lemme 5.4 sont d6montr6s. 
Nous  allons main tenant  prouver  la proposi t ion 3. Par  dualit6 il suffit de 

mont re r  que Ut* est isom6trique pour  tout  t si sa restriction ~ J f o |  l'est. 
Nous  supposons donc que pour  u~Yf o et t > 0 ,  I[Ut*uN2=rlulp 2 et nous allons 
mont re r  que s i f  est une fonct ion 6tag6e /t suppor t  compact ,  d6finie sur ~ + ,  
u6.Jf  o e t  t > 0  et si 

+ ~  1 I f ( s )  ~ d~ , ~ ( f )  = e x p  s)dB~-~ o 

1 �9 2 
(5.11) lim - (1[ gt+~uO(f)l] -IJ gt* uO(f)]J 2) =0.  

s ~ O  S 

Pour  tout  x > O  nous notons  f~ =fZfo, ~ et f x = f _ f ~ .  Supposons d 'abord  que t 
=0.  On 6crit 

I[ U* u ~ ( f )  rl 2 = rl U* u gr(f,)r[ 2 [[~p(fs)/[z. 

Comme U* est une contrac t ion  et sa restriction /t ~ o  | t e s t  isom6trique, 

tl u *  utP(L)(I ~ = tl u *  ult ~ + II U*(uO(L)-u)ll ~ 

= I]u/]2 + JIU*uf(O) B~ll2-t-o(s). 

D'apr6s le lemme 5.4, et par dualit~ on obtient  

[I U *  u 0 ( f ) l l ~  = I[ul12 + s If (0) l  ~ Ilull2+o(s). 
D'autre  part  

$ 

l l~,(f ' ) l l  2 = II ~,(f) l l  2 exp- S I / ( x ) l  2 dx  
0 

= (1 -- s I f (0)  l 2 + o (s)) II 0 (f)I[ 2. 

On obtient  donc ]lU*u~,(f)ll2= JluO(f)ll~-+o(s), ce qui est 6quivalent ~t (5.11) 
lorsque t = 0 .  D'aprbs le th60r6me de Banach-Steinhaus il existe une constante 
C(f ) ,  telle que pour  tout  s > 0  et u~Yfo, 

Ill U* u~(f)[I  2 -Ilu~P(f)l] 21 =< C(f)s  Ilull 2 

I1 d6coule que pour  t > 0  et u~24~o |  

lim 1 (]]F t g ,  Ft, uttP(f,)H2 [lut@(ft)l]2)=O. 
s ~ 0  S 
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La propri6t6 de cocycle entraine alors (5.11) pour tout t>0 .  De (5.11) on 
d6duit que pour u e J f  o e t f  6tag6e II g?uO(f)l l  2 = I[u~'(f)ll z. Comme Ut* est une 
contraction, on obtient par lin6arit6 et densit6, que Ut* est isom6trique. La 
proposition 3 est d6montr6e. 

Nous allons maintenant prouver le th6or6me 3. D'apr~s (5.11), (5.2) et la 
proposition 3, pour montrer que U(* est isom6trique pour tout t, il suffit de 
montrer que pour tout ue~4'~o, et t > 0  

(5.12) lim i II{g~(g3o ~,.u}ll 2 ds=O. 
n--+ + ~176 0 

Or cette limite vaut 6galement 

ou encore 

(5.13) 

lim i i lI{L1P~*-~{L~(Us)*,,-~u}}I[ 2 dxds.  
n - + + o o  0 0 

t 

lira ~ ([I { g l ( g x ) ~ ,  n - 1  U} H 2 _ I l p t e _ x { g i ( g x ) ~  ' n - 1  U} II 2)  d x .  
n--* + co 0 

Sous les hypoth6ses du th6or6me 3, il existe une constante e t >0, telle que pour 
x < t  et v~J4,~ ([Ivll 2 -  I[Pt*_~v[I2)<(1 -et)Ilv[] z. Cela entraine que la limite (5.12) 
ou (5.13) est nulle. Par dualit6 on obtient que U t est 6galement isom6trique 
pour tout t. Le th6or6me 3 est d6montr6. 

Nous allons maintenant voir que le th6or6me 3 n'est pas optimal. 

VI. Etude du semi-groupe des translations sur L 2 [0, 1] 

Soit (Pt)t>o le semi-groupe des translations sur L/[O, 11. Si usL2[O, 1], (Ptu)(x) 
d 

= Z~,>=t~u(x-t). Le g6n6rateur Z de (Pt)t>0 est ~gal /t -dxx  et son domaine est 

l'espace des fonctions absolument continues u telles que u'eL 2 et u(0)=0. La 

formeu--+Re(u,  Z u )  e s t6ga leh  1 2 l ( d  ) -~lu(1)l  - - - ~  ~-I]P~ul[ 2 t=o" De mame la 

forme u ~ R e ( u , Z * u )  est 6gale /t u ~ - � 8 9  2. Cet exemple, sugg6r6 par 
Brezis, est le plus simple pour lequel les formes Re(u ,  Z u )  et Re (u, Z* u) ne 
sont pas fermables. 

I1 est clair que si L 1 et L 2 v6rifient (4.1) et (4.2), alors il existe deux 
616ments unitaires h et h* de L2[0, 1] tels que pour u ~ ( Z )  L2u=h*u(1 ) et 
pour u~N(Z*) L 1 u=hu(O). Si u ~ ( Z )  et v s , ( Z * ) ,  

L t v ' L l  t (P*u) dt =v(O)~u(x) dX 
o t 

I1 en d6coule que le recours aux sous-suites est inutile, et que Lt, z : 0  et L2, z* 
=0. Pour que W satisfasse aux conclusions de la proposition 2, il faut et il 
suffit que pour tout u, 
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Ir Wurl 2 =  Ilurl 2 -  rl(u, h)ll ~ 
(6.1) et 

[I W*uf] 2=  IPuf] 2 -  r]Ku, h*)lf 2. 

Proposit ion 4. Pour tous h, h*eL2[0,  1] et tout W v&ifiant (6.1), (Z, L 1, L2, W) 
engendre un cocycle unitaire. 

I1 suffit de v6rifier (5.12) car si (U~)*>o est isom6trique, par dualit6 il sera 
aussi unitaire. 

Remarquons  que pour  ue~(Z*) ,  

T T 

Y/P {L~ P~* L~ u} I[ 2 ds = y Ir {L~ P~* h} [I 2 ]u(0)12 ds 
0 0 

(i, ) = h(s)12ds IlL1 ull 2 

T 

Soit T tel que ~ Ih(s)] 2 ds<�89 L'argument  de la d6monstra t ion du th6or6me 
o 

2 mont re  que pour  t<=T la limite (5.12) ou (5.13) est nulle. Donc  Ut* est 
isom6trique pour  t=< T et 6galement pour  t >  T par la propri6t6 de cocycle. Par  
dualit6, on volt que (Ut)t> 0 est un cocycle unitaire. La proposi t ion 4 est 
d6montr6e. 

La proposi t ion  4 peut  6videmment  6tre g6n6ralis6e au cas o/~ ImL~ et 
I m L  2 sont de dimensions finies et 6galement au cas off L1 et L 2 sont sommes 
d 'op6rateurs born6s et d 'op6rateurs de rang fini. Dans ce cas on mont re  que 
pour  t suffisamment petit, et pour  u ~  o, 

t S 

~ ]{ {L2Pt-~ {L2P~- x u} }l] 2 ds dx < �89 [1 u [I 2, 
0 0 

et on applique le ra isonnement  pr6c6dent. 
Ces remarques  mont ren t  que le th6or6me 2 n'est pas optimal, c'est h dire 

qu'il existe des semi-groupes non inversibles pour  lesquels les gdn6rateurs de la 
proposi t ion  2 engendrent  des cocycles unitaires. Toutefois le contre-exemple de 
la section suivante mont re  que la caract6risation de ces semi-groupes dolt atre 
d61icate. 

VII. Un contre-exemple 

Soit (Pt)t>o un semi-groupe ne v6rifiant pas l 'hypoth6se du th6or6me 2. Quit te  ~t 
6changer Pt et Pt*, on peut  supposer  que pour  tout  t > 0 ,  inf fIPtull =0.  On 

Ijurl=a 
considdre main tenant  le semi-groupe (~), > o = (P~ | I), > o agissant sur •o | 12 (N). 
On note  son g6n6rateur Z. 

Proposit ion 5. II existe un opdrateur L 2 de domaine ~ (Z)  et we~,~o| tels 
que, pour ve ~(2~) IlL2 v n 2 = _ 2 Re (v, 2 v) et 

aim ~...~ . ~ [ l { L 2 ~ , { L z ~ 2 . . . { L z ~  w}...}[12dsl...ds,4=O. 
n-++oo O<Sl+S2+. . .+Sn <=I 
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I1 est facile de voir que sous l'hypoth6se inf IlPtu[I =0, il existe pour tout 
[lulL=l 
u~  9~t~ 

n e N  un sous-espace ferm6 ~'~n de ~o,  de dimension infinie, tel que pour ueX4r, 
IIP~ u112<2 - "  Hull 2. Soit L un op6rateur agissant de ~(Z) dans ~t~o tel que ILull 2 
= - 2 R e < u ,  Zu}. Pour tout n > 0  soit / / ,  une isom&rie de ovg o dans ~,, et soit 
z, l'op6rateur agissant sur /2(N), tel que %(/,_1)=/,  et z,(/;)=0 si j # n - 1 ,  off 
(/,)men est la base canonique de/2(N). On pose 

L 2 =  S H.L| 
n__>l 

de sorte que g2(u @ In) -= I - I .+  1 Lu | l,+ 1. 
I1 est alors facile de voir que la limite apparaissant dans (7.1) est sup6rieure 

/t ~l]wll 2 off ~= ]V~ ( 1 - 2 - n ) > 0 .  La proposition 5 est d6montr6e. Elle montre 
n > l  

que les cocycles engendr6s par des g6n6rateurs (Z, L1,L2, W~) v6rifiant les 
conclusions de la proposition 2 ne sont en g6n6ral pas unitaires. Les 
pr6dictions du calcul stochastique non commutatif sont donc g6n6ralement en 
d6faut lorsque Z n'est pas born& 
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