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Structure of Markov Cocycles on Fock Space

Summary. We show that strongly continuous unitary Markov cocycles on
Fock space are solutions of a quantum stochastic Schrodinger equation and
give their explicit form through a decomposition of Fock space on the
eigenspaces of the number operator. We also give necessary and sufficient
conditions for a generalized Hamiltonian to be the generator of such a
cocycle. This generalizes the work of Hudson and Parthasarathy in the
norm-continuous case.

Le Théoréme de Stone affirme que I’équation de Schrédinger dU,=iU,Hdt, U,
=1, H auto-adjoint, permet de décrire tous les semi-groupes fortement conti-
nus d’opérateurs unitaires. Des familles d’opérateurs (U), , possédant une
propri¢té de covariance par rapport au shift dans le temps et de localisation
ont ét¢ introduites par Accardi dans [A], sous le nom de cocycle markovien, et
exploitées dans [A-F-L] pour la comstruction de processus non-gaussiens.
Notons que dans le cas de I'espace de Fock un cocycle markovien (U),_, est
associé par espérance conditionnelle 4 un semi-groupe (P), ,. Hudson et
Parthasarathy ont développé un calcul stochastique d’opérateurs sur I'espace
de Fock qui leur permet de construire des cocycles markoviens comme solu-
tions de I’équation de Schrédinger stochastique

(0) 4U,=U,(dS, +Zdy),

ou Z est le générateur du semi-groupe (P),_,, supposé continu en norme, et dS,
est la différentielle d’'un processus quantique stationnaire a accroissements
indépendants [H-P]. Le processus (S,),_ o est caractérisé par trois opérateurs
bornés {L, L,, W}, de sorte que (Z,L,, L,, W) est un hamiltonien genéralisé
qui engendre (U),),. o par le biais de (0). Plus récemment Hudson et Lindsay on
montré, dans le cas extremal universellement invariant, que les cocycles de
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Markov unitaires associés a un semi-groupe continu en norme sont
nécessairement solutions d’une équation de Schrodinger stochastique [H-L].
Ce résultat est un corollaire d’'un théoréme de représentation de martingales,
qui n’a pas d’équivalent sur I'espace de Fock [J-M]. Il constitue une premiére
étape dans 'extension du Théoreme de Stone au cadre des cocycles qu’ils
considérent.

Le Théoréme de Stone pour les cocycles markoviens sur I'espace de Fock
serait donc celui-ci: Tout cocycle unitaire (U),. o, fortement continu est solution
d’une équation du type (0), ou Z est le générateur de (P), , et (S,),., est
déterminé par trois opérateurs L,, L,, W, tels que Z, L,, L,, W verifient certai-
nes relations. Réciproquement si ces relations sont satisfaites (Z, L., L,, W)
engendrent un cocycle markovien unitaire unique au moyen de (0).

La premifre assertion est & nouveau liée 4 la représentation de certaines
martingales d’opérateurs comme sommes d’intégrales stochastiques et nous
I'avons démontrée. Egalement nous donnons des conditions nécessaires sur
(Z,L,,L,, W) pour que ce soit le générateur d'un cocycle unitaire. Ces condi-
tions sont suffisantes pour engendrer un cocycle mais le caractére unitaire n’est
plus automatique, sauf dans des cas particuliers comme celui ou Z est de la
forme iH+ B, ou H est auto-adjoint et B borné négatif. Notons qu’en général
lorsque Z n’est pas borné la méthode de résolution par itération appliquée
dans [H-P] ne peut plus fonctionner et doit &tre remplacée par une résolution
explicite utilisant la décomposition de Tespace de Fock sur les sous-espaces
propres de Uopérateur de nombre.

En section 1 nous rappelons quelques définitions. Nous utilisons le langage
du mouvement brownien. Insistons sur le fait qu’il ne s’agit que d’'une commo-
dit¢ de langage et que les propriétés du mouvement brownien que nous
utilisons sont celles qui permettent d’établir 'isomorphisme canonique entre
I'espace de Fock et I'espace de Wiener. La section 2 consiste de préliminaires
techniques. En section 3 nous montrons en quel sens un cocycle fortement
continu (U)),_, posséde un générateur (Z, L,, L,, W) et donnons un algorithme
permettant de calculer (U),., a partir de son générateur. En section 4 nous
donnons, la forme la plus générale possible pour le générateur d’'un cocycle
unitaire fortement continu. Signalons que la formule d’Ito quantique de [H-P]
n'est plus applicable, méme formellement, lorsque les formes quadratiques
u—Relu, Zuy> et u— Redu, Z*u)> ne sont pas fermables. En section 5 nous
montrons que les générateurs décrits en section 4 engendrent effectivement des
cocycles de Markov. Nous obtenons leur unitarité dans le cas ou Z=iH+B et,
en section 6, dans le cas du semi-groupe des translations uniformes sur
I*[0, 1]. Cet exemple, qui nous a été communiqué par H. Brezis est le plus
simple pour lequel aucune des deux formes u— Re{u, Zu) et u— Redlu, Z*u)
n’est fermable. Enfin en section 7 nous montrons que les cocycles décrits en
section 5 ne sont pas nécéssairement unitaires. Ceci exclut lexistence d’un
Théoréme de Stone stochastique simple sur I'espace de Fock.

Nous remercions H. Brezis pour nous avoir indiqué Pexemple de la sec-
tion 6, P.A. Meyer pour ses explications orales et écrites sur le calcul de

! Nous avons regu un travail de Hudson et Lindsay donnant une autre approche dans le cas
continu en norme.
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Hudson et Parthasarathy et les probabilités quantiques en général, [M], et
L. Accardi pour son aide dans la présentation de ce travail.

1. Le mouvement brownien et les cocycles

Soit (B,),., un mouvement brownien standard a une dimension, muni de sa
filtration naturelle diment complétée (&), , et soit (F7),5, la famille de tribus
(6(B, —B),t' >1)),5 ,, également complétée. Pour toute tribu % complétée incluse

dans # = \/ (F), [*(¥9) désigne lespace des variables aléatoires de carré
t>0
intégrable par rapport a la mesure de Wiener dW, et ¥-mesurables. On notera

E,, E* les espérances conditionelles par rapport & % et #° respectivement.

Soit #, un espace de Hilbert complexe séparable. L'espace #,® [*(F) est
Pespace des variables aléatoires de carré intégrable, a valeurs dans .
Lorsque ue#, et Xel*(#), nous noterons u®@X simplement uX. Ainsi, lors-
que uef,, u sera identifi¢ a u®7, ou # est la variable aléatoire constante égale
a 1. Les notions de processus adapté, d’intégrale stochastique, etc., s’étendent
trivialement au cas des processus a valeurs dans J#,, de méme que le théoréme
de représentation des martingales. Pour toute martingale (M,),»,, on notera
(m,), 5 o sa dérivée stochastique, c’est a dire le processus tel que, pour tout t =0,

t
M,=M,+ | m,dB,. Une martingale (M,),,, est dite étagée si, pour un certain
! z

ko,=0 (appelé lentier de la martingale) et tout j=0, (my), , est constant sur
J o+l
2ko’ 2k0
grand. Les martingales étagées sont denses dans [*(#).

Pour tout t>0 on définit l'opérateur de shift I} de la fagon suivante. Pour
tout élément M= | | f(ty,...,1,)dB,, ...dB, du m-ieme chaos de Wiener,

t <o <l

LM={ | f(t,,....t,)dB,., ...dB,, .

11 <. <t

tout intervalle de la forme [ [ et si m, est nul pour s suffisamment

L’opérateur I est une isometrie sur L*(#), et on l'identifie & I®I;, agissant sur
H,QL*(F). Il permet de définir une transformation sur Pespace Z(L*(#)) de la
fagon suivante. Soit A un opérateur borné sur I*(F) et MelI*(F"). Alors
LAL*Mel?(FY). Comme [*(#) est isomorphe a [*(#)®I*(F"), lopérateur
LAL* agissant sur I*(ZF') peut-étre identifié a I, ,®I;A*. On le notera
ILAL*, pour le distinguer de I;AL*, considéré comme opérateur sur I*(#). On

remarque que si A est unitaire, alors ILAI* est unitaire, alors que IAL* ne
Pest pas.

Une famille (U),., d’opérateurs sur #,® L*(dW) est adaptée si pour tout
t>0, tout XeH#,Q[*(ZF) et YeX(F"), U(X®Y)=(U,X)® Y. Nous rappelons
maintenant la définition d’un cocycle de Markov. Dorénavant nous dirons:
cocycle.
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Définition 1. Une famille adaptée (U)),_, de contractions sur #,® [*(#) est un
cocycle si pour tous s>0 et t>0,

(1.1) U.,=UTLUTI".

t+s

Pour tout t>0 on définit I'opérateur F, sur 7 de la facon suivante. Pour tous
u et vedy, (u, Bo)=<{u®t Uo®*%. 1l est facile de voir que (P), , est un
semi-groupe. On le supposera fortement continu et on notera Z son générateur.
I en découle que (U),. , est également fortement continu.

Nous allons rappeler la notion de cocycle dual. Pour tout ¢ le processus X*
défini par X! =—B, .+ B, pour x<r et X' =B, pour x=t est un mouvement
brownien standard. Comme (X?), ., engendre %, il existe un opérateur unitaire
U, sur I*dW), qui transforme les fonctions f (B,,»B,,,---»B,) en

T

fX5,, X,,, ..., Xi) pour tout fe CF(R"), neN, et (x,, ..., x,)e(R )"

xq? X272

Proposition 1. Soit (U,),., un cocycle. Alors (%, UF*%U "), , est un cocycle,
appelé le cocycle dual de (U),_ ,.

La démonstration de cette proposition repose sur deux remarques:

1) Soit XeB(#,)@B(L(F)) et Y=L XT*. Alors U XU ' =U,, YU

2) Soit VeB(H#,) Q@ B(LX(F)), alors: %, VU =L U VU 'I* On en
déduit, en utilisant (1.1) '

U s Utﬁ-s %t:-lsz%s Uru; ! LU, U¥ U ! Ix,

qui est la proprieté de cocycle. La proposition 1 est démontrée.

Comme la fonction # est invariante par %,, pour tout >0, il est clair que le
semi-groupe associé a (%, U U "), , est (B¥),. .

Nous passons & la notion de générateur d’un cocycle. Soit (U,),., un
cocycle et Z le générateur du semi-groupe (P), , associé. Soit ueZ(Z) et
veH,. Alors Bu=E(U,u). On en déduit que

1
‘; {vB,, U, u)

S RCNCETS

= ol

(IMIZ—HPIMHZ)%
t

<V2 ol (ull + 1 Zul).

1
Soit L, , lopérateur défini de 2(Z) dans #; par (v, L2’1u>=; {vB,, U,u).

Draprés le calcul précédent les L, , sont uniformément bornés. Nous verrons
en section II qu'ils convergent faiblement vers une limite L,. De méme il existe
un opérateur L, de domaine Z(Z*) tel que pour veZ(Z*) et ueH,
1

lim — (v, U,uB,> =<{L,v, u).

t=0 [
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Définition 2. Un cocycle (U),, , est régulier s’il existe une contraction W sur
H#,, telle que pour u et vest,

lim 2*CuB, -«, Uy 0B, > ={u, Wo).
k= o
Soit (U),. , un cocycle régulier. Le quadruplet (Z, L, L,, W) est appel¢ le
générateur de (U)),_,. I est clair que le cocycle dual de (U),. , est également
régulier et que son générateur est (Z*, L,, L,, W*).
La question de savoir si tout cocycle est régulier est ouverte. Nous verrons
que la réponse est affirmative moyennant une hypothése sur le semi-groupe
(P),. o associé, que nous explicitons dans la prochaine section.

II. Les opérateurs L, et L,

Nous allons rassembler quelques lemmes techniques. Dans cette section (U),.
est un cocycle et Z est le générateur du semi-groupe (F),. , qui lui est associé.

Lemme 2.1. 1] existe un opérateur L, de domaine 9(Z) tel que pour tout ue%(Z)
et vedy,,
1
lim n {vB,, Uu)=_v, Lyuy.
=0
Draprés le calcul précédant la définition 2, et comme Z(Z) et 4, sont deux
espaces de Hilbert séparables, on peut choisir une suite (f,),. tendant vers 0 et
un opérateur L, de domaine Z(Z), tel que pour ueP(Z) et
1

veH, lim . <vB, ,U, uy=<v, Lyuy. 1l suffit de montrer que L, ne dépend

n— 4o by
pas de la suite (t,),.y. Soit (M,), , une martingale ¢tagée d’entier k,. Nous
allons montrer que si ue%(Z), la fonction F:IR, -»C définie par F(1)
={M,, U,uy, est lipschitzienne. Comme F est continue, il suffit d’évaluer
KM, Uuy—{M,, Uud| lorsque s<t et [s, t]<[j27*, (j+1)27*] pour un cer-
tain jeN. Dans ce cas

KM, Uuy —(M,, Uy
<IKM,= M, Uud |+ (M, (U= Uy
— [<my(B,~B,), Uud|+ <M, (U= U u|
=[CUF m,(B,~B), [, U_,I;* u| + |{U¥ M, (LU, I D).

Le second terme est égal a [<U* M., (P_,—1)u)| et le premier, d’apres le calcul
qui précéde la définition 2, est dominé par

V2(t =) | UX my| (e + |1 Z ).

Donc F est lipschitzienne. La dérivée F’ existe presque partout. Lorsqu’elle
existe elle est égale & (U¥m, L,up>+{U* M, Zu). On en déduit que
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t t
M, Uup={(Mg,up+ [ {mg, ULyuyds+ [ (M, UZu) ds,

4] 0

pour tout >0. Cela entraine
t t

(2.1) Vu=u+[UL,udB+ | U Zuds.
0 0

Il est clair que L, est uniquement déterminé par cette égalité et le lemme
2.1 est démontré. De lidentite (2.1), et de la forte continuit¢ de (U),,, on
déduit

1
(2.2) IL,ull? slim — (fu}? — [ Bul?)

t—0 [
= —2Re<u, Zu).
Nous allons montrer que I'équation (2.1) permet de calculer explicitement
la décomposition de U,u sur les chaos de Wiener pour tout t>0 et ues#.

Lemme 2.2. Soit (T), , une famille faiblement mesurable d’opérateurs
uniformément bornés. Si pour ue J(Z) et ve #, et t>0,

t
(v, Tuy={ <o, T,Zu ds,
0

alors T,=0 pour tout t>0.

Pour vérifier ce lemme classique, on fixe ¢ et on remarque que pour
ue9(Z), et ve #,, la fonction s - (v, T, B,__ u), définie sur [0, ], est nulle en 0,
dérivable et a dérivée nulle.

Ce lemme sera souvent employé avec un espace de Hilbert autre que #,
généralement de la forme #,® #, ou A est un sous-espace de [*(F). Le
contexte précisera alors quel est -

Dans le lemme qui suit Ne2(Z)Q [*(#) et N,=E,N pour tout t>0. De
plus L, est identifi¢ 4 L,®1.

Lemme 2.3. Soit (V,),_, une famille adaptée d’opérateurs sur #,® L*(F), faible-
ment mesurable et uniformément bornée. Pour tout t>0, on définit T, sur P(Z)

t
par TN={[V,L,P_ N,dB,. Alors (T),_ , est I'unique famille fortement continue
0

uniformément bornée telle que pour tout NeD(Z)
t t

(2.3) TLN—[T,ZNds={V,L,N,dB,.
0 0

Remarquons que (2.2) entraine pour tout s<t

2.4) 1Ly B_ N2 =L, B_ NII?

d
< (a; ||P,_xN,HZ)x=s.
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On en déduit que [T,N|*Z(sup|V,|*)IN,]*>, de sorte que (T)),., est
uniformément bornée. sst

Prenons Ne%(Z?. On peut échanger lordre des integrations dans
t

N T
i ( | VxszgﬁxZNdex> ds. En utilisant que [P__Zds=P__—I on obtient (2.3).
(O Y1) x
La forte continuité de (7)),,, résulte de (2.3) et l'unicité, du lemme 2.2. Le

Lemme 2.3 est démontré.
Signalons une variante de ce lemme,

Lemme 2.4. Soit (V),_, une famille adaptée faiblement mesurable uniformément

bornée et soit W un opérateur borné sur H#,, identifié a son extension W I sur

HyQL*(F). Soit pour tout t>0 T, lopérateur borné défini par T,N
t

=(V,WP_,n.dB,. La famille (T), , est fortement continue et pour tout
0

Ne2(Z)

t t
(2.5) T,N—{T,Znds={V,Wn,dB,.
0 4]

De plus (T;), , est lunique famille faiblehment mesurable satisfaisant a (2.5).

La démonstration est semblable a la précédente et nous 'omettons.

Pour tout n=0 on note I1, la projection de I*(#) sur le n'*™ chaos de
Wiener, et on lidentifie 4 son extension I®II, sur #,®I[*(F). Pour tous
mz0 et nz0 on note (U,),, ,=1,U,1I,.

Lemme 2.5. Les (U), , satisfont @ la relation de récurrence suivante: pour
ue@(Z)yet m=1

t
(26) (Urt)m,Ou:j(Us)m—l,OLZB—sust'
0

Ce lemme découle de I'équation (2.1) projetée sur le m®™® chaos, et du
lemme 2.3. Comme (U), (=F, on obtient I'expression de (U), , pour tout
mz0. En particulier si ue Z(Z) et ve #,,

t
2.7 {vB,, Uup={<{v,PL,P_ u)ds.

4]
Par dualité on obtient I'existence d'un opérateur L, de domaine Z(Z*) tel que

1
|L,v|*< —2Relv, Z*v) et lim " <v, U,uB,>=<L,v,u). De plus
t=>0

t
(2.8) (v, UuB,y= [ (P* L, P*v,u)ds.

0

Nous poursuivons notre liste de lemmes préliminaires. Nous rencontrerons
le probléme suivant. Soit (g,),. , un processus adapté et soit (N,),_, une martin-
gale étagée d’entier k,. Pour k>k, on définit
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G(ka 8, N): Z <gti’ I:i UZ"‘E?‘ nti(Bti+ 1 _Bti)>
ielN
ou £;=i27% et ou la somme n’a qu’un nombre fini de termes non nuls. On veut
alors pouvoir prendre la limite de G(k, g, N) lorsque k— + oo, pour tout N du
type considéré. De plus on veut quil existe une variable aléatoire M, dans
Ho® LX(F), telle que lim G(k, g, N)=<{M,, N> pour tout N étagée. Unec clas-
k= +w

se evidente de processus (g,),. , pour lesquels M, existe est celle des processus
continus par morceaux dans Z(Z*)® [*(F) et 4 support compact. Dans ce cas
G(k, g, N) s’écrit

i+

Z j. <L1 Px*—tigt,»a IJti+1-xnti> dx,

ielN ;

+ o
d’aprés (2.8). Donc M, existe et vaut | L, g dB,.
4]
Nous allons introduire une notation. Soit s>0 et g.€2(Z*)® [*(#,). Par

. . d
analogie avec (2.4) on voit que ||L, P* (g || < ~% |P* g % d’ou

= lgll-

+ o0
Jl Llljtﬂ:sgsdBt

+
L’opérateur qui & g, associe | L, P* g dB,, a donc une extension bornée T

s + o
sur #, @ L*(#). 11 est clair que E(T(g,)=0 et donc T(g)= | h,dB, ou (h)iz0

N
est un processus adapté de carré intégrable. Nous noterons (h),.
=({L,P*,g,}),., Avec cette notation G(k, g, N) s’écrit

i+

Z 5 <{Ll RC*—ti gti}’ Pli+1—xn'ti> dx.

ielN
Définition 3. Soit (g,),., un processus adapté tel que, pour k, suffisamment
grand

29) sup ¥ (114 B g 12 dx) <+ oo

kzko ieN \ t;

Le processus (g,),. o est un L -processus si

ti+ 1
lim ¥ (] (L, P28} dB,)
k= +ow {elN \ t;
+
existe au sens faible. Dans ce cas la limite est notée M, = { {L,g}dB, et
0

M, est la norme de g, notée [|g||. Si la limite existe au sens fort (g,),. , est un
L,-processus fort.

On vérifie aisément que cette notation est cohérente avec la précédente.
D’autre part si (gJ),.o, est un L -processus faible et N est étagée, alors
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+ ©
lim Gk, g. N)=< { {L,g}dB, N>. Le lemme suivant fournit une premiére
(¢]

k= +w
classe de L,-processus. Pour toute martingale (M,), , et >0 on définit M’
t

>0

= | P* m dB, et on appelle X le processus (M?)
4]
Lemme 2.6. Pour toute martingale (M), o, X est un L -processus fort. De plus
IMyll <M.
Dans le cas ou (my), , est continu dans 2(Z*) et a support compact,
(X});. o est également continu dans Z(Z*) et de la forme B*, (f PXx m, dBS)
[¢]

pour un certain x fixe et r=x. Il est alors clair que (X,),_, est un L,-processus
fort. Pour avoir le lemme dans le cas général, et l'inégalité¢ |M|Z|M], il
suffit de montrer

sup ¥ (1L, P2 M dx) )01,

k20 jeN \ t;
Ol encore
2.10) sup ¥ (1M°2 =B MU S M
Soit ielN. On a
M= B M2+ | IBE ) dx,

i
de sorte que
iy
M52 — | B MA 2 S IME2 = [ ME= 212 i) dx.
i
Comme M°=0, on en déduit (2.10) par sommation. Le lemme 2.6 est
démontré.
Avant d’exhiber une seconde classe de L,-processus indiquons comment
apparaissent les processus du type X =(M"),_,.

Lemme 2.7. Soit (M),., une martingale. Alors (M"),_, est Punigue processus
mesurable borné tel que pour tous NeD(Z) et t>0,

@.11) (MY, N,>=§<Ms, ZN) ds+<{M,, N>.
]

La démonstration de ce lemme est analogue, en plus simple, a celle du
lemme 2.3 et nous "omettons.
Nous allons maintenant décrire une autre classe de L,-processus. Pour tout

t>0 et Ne%(Z), on définit S, N=[L,P_ N,dB,. D’aprés (2.4) S, a une exten-

¢
sion sur #,® [*(F), telle que pour tout N, IS, N|| Z|IN,|l. On considére alors
pour tout M le processus (S* M)

t>0-

Lemme 2.8. Soit (M,),_, une martingale. Alors pour tout h>0 et >0,

Q.12 SEMIZ —{BxSEM* S2(ISFMI” ~ 1ISE M%) +6(11M 417 — 1M,]12).

t+h
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Pour démontrer (2.12) on remarque que si NeZ(Z), (S,B—S, JN=
t+h

— [ L,P,, ,N,dB, On en déduit que (S} ,—B*SHM| =M, ,—M,]. On
?

t+h

écrit alors

IS¥ M|~ [B* SFMI>=|ISF M||* — S}, , M2+ (S}, , — B* SFY M|
+2Re (B¥ SF M, (SE,,—B* ) M)
SISFMIP—ISE L M2+ 1M, 412 =M, )12
+2Re <(St+h_StPh) Ph* S;k M, Mr+h_Mt>'

D’aprés (2.4), pour tout xe#, ® [*(F,),
1(S, 4 =S B)x|? < [ix] >~ | B x[*.
Remarquons également que pour ye#, ® [*(F)
(2.13) IB* v~ 1B, B* ylI* < llyl> — 1 B* ylI*.
On en déduit

ISF M2~ |B*S¥ MIP<SF M2 = [ISF, . M >+ [ M, 1> — [ M,]*

t+h

+2(ISF M2~ | B* SFMIPE(IM, 1, 1° = 1M, 1%)*

en posant x=RB*y=F*S* M.
L’inégalité (2.12) en découle et le lemme 2.8 est démontré. On en déduit une
inégalité analogue a (2.10).

(2.14) 2 (ISEM|? = [ B SE M%) <6 M|*.

ielN

Pour conclure que (S}M),_, est un L -processus pour toute martingale
(M,),. o il nous faut un argument de densité. Par exemple si L, est fermable, il
est facile de voir que lorsque M est telle que sa dérivée est de classe ¥* dans
2(I%), alors (S} M),_, est un L -processus fort. Le cas général en découle par
densité grace a (2.14). Lorsque L, n’est pas fermable nous n’avons pas trouvé
d’argument analogue. Nous allons donc avoir recours a des sous-suites. Si o
=(0,),.n €St une suite-croissante d’entiers on dira qu’un cocycle est g-régulier
s’il existe une contraction W, telle que pour tous ueJs#, et ve#,, et en notant
anzz—an

1
(2.15) lim —<uB, , U, vB, >=<u, W,v).

n—>+oo &,
On définit de facon analogue les o-L;-processus. La martingale limite est alors
notée TO {L, g}, dB,. Enfin une suite o est adaptée a (Z, L,, L,) si pour toute
martingoale (M), o, (S¥ M),_, est un g-L,-processus.
Lemme 2.9. Tout triplet (Z, L, L,) admet une suite adaptée o.

Ce lemme est une conséquence immeédiate de (2.14).
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11 est naturel de se demander si ce recours aux sous-suites est réellement
nécéssaire. Nous verrons que si le cocycle (U),, , est unitaire alors ||L ul?=
—2Relu, Z*u) pour ueP(Z*) et |L,u|*=—2Re{u, Zu) pour ucP(Z). De
plus une suite o est adaptée a (Z, L,, L,) si et seulement si pour tout ue%(Z)

. . -1 . .
et veP(Z*) la limite lim { u, —“—— v ) existe, en notant «, =27 En parti-
n—+ o o,

culier cette condition ne dépend que de Z, ce qui est évident a priori puisque
L, et L, sont déterminés a isométrie pres par Z.

III. Représentation des cocycles

Nous avons vu qu’a tout cocycle (U,),. , on pouvait associer un semi-groupe
(B),. o de générateur Z et deux opérateurs L, et L, de domaines Z(Z*) et Z(Z)

tels que pour ueP(Z*) et veH, hm <u UvB,y=<{L,u,v) et pour ue%(Z) et

t=0

ved, hm <vBt, Uud=<{v, L,u>. On suppose que o est adaptée a (Z, L, L,).

Théoréme 1. Un cocycle associé a (Z,L,,L,) est o-régulier. De plus il est
déterminé par (Z, L, L,, W) et o.

Nous commencons, comme dans la démonstration du lemme 2.1, par choi-
sir une sous-suite (k,), v de o, telle que les opérateurs W, deéfinis sur #, par
{u, W, v) = 2 (uB, _x.y Uy, vB, -4, >, convergent falblement lorsque n— + o0,
vers une contraction W,. Pour montrer que (U),., est o-régulier il suffit de
montrer que W, ne dépend pas de la sous-suite (k). Ceci résultera de
expression de (U)), ,, en termes de (F),_ o, Ly, L,, W, et o.

Nous allons montrer que (U)),_ , satisfait a une équation qui, lorsque Z est
borné, est équivalente & I'équation de Hudson-Parthasarathy [H-P].

Soient (M,),., et (Nt),>O deux martingales étagées d’entier k,, avec Ne D (Z).

Soit k= k,, ieN, ¢ _E_ On écrit

<Mfi+1’Ut;+x 1;+1> <Mr> U N>
sous la forme
M, (U, —U)N>+M,,,, —M), U, N
+<M,, U, (N, —N»+M,, —M)U, (N,  —N)»

ou encore

(UEM,. ([, U, IF ~D N>

+{U¥Fm, (B, —B,),[,U,-«[*N,>
+<(]t>i{(Mti’I—;i U2‘kr~+ ”tl( ti+1 Bt;)>
+UFm, (B, —B,), I, Uy I} n, (B, _ —B,))>.
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Soit T>0 tel que 2* TelN. En sommant cette expression de i=0 a i=2*T
—1, on obtient {(My, Up Ny>—(M,, N> sous la forme X} +Z2+Z3+2{, ou
chaque X}, je{l,2,3,4} est une somme de 2*T termes. Notons que les fonc-
tions t —(U*m,) et t > (U* M,) sont continues par morceaux. Comme NeZP(Z)

on obtient
T

lim Z!={(M,, UZN,)ds,

k> + o 0

T
lim 2= {(m, U,L, N> ds,

k— 40 0
et
T
. 4
lim X} ={<{my, U W, nds.
n—=+ o 0
Le probléme pour X7 vient de ce que nous ne savons pas a priori que
(UFMy,,, est un o-L,-processus auquel cas nous aurions lim X}

n—>+ o

T
=[{{L, U¥M,},, ny> ds. En fait nous allons montrer par récurrence sur n que,

0
pour tout n, II,(U* M,),_, est un o-L -processus.

Lemme 3.1. Soient m=0 et n20, (M,), , une martingale du m*™ chaos et

(N),. 0€D(Z) une martingale du n*™ chaos. Alors

1) (U)¥ , M, est un g-L,-processus de norme dominée par | M||.

ii) Si m+n>0, (U),, , est la somme de trois opérateurs (U/),, ., je{l,2,3} ou

t
(31) ((]tl):x:t,th:fRis{Ll((]s)j:l,n—lMs}a'st
0
t
(32) ((J;Z)m,nZ\]t:j(Us)m—l,nLZPt—s]Vsst
0
) t
(33) (qs)m,n]\]t:j([]s)m—l,n——l WaPt—snsst'
0

Nous allons démontrer ce lemme par récurrence sur m et n. Lorsque m=n
=0, il n’y a que i) & vérifier et c’est trivial. Soient m=0, n=0 tels que m+n>0
ct supposons le lemme vérifié pour m'<m, ' <n et m'+n' <m+n. On remarque

que le terme
<Ut=1k Mti’ I;i U2*k 1—;1* nti(Bti+ 1 _Bti)>

qui apparait dans X}, peut &tre réécrit

<((Jt,)* Mt,-’ Ft,- Uz-krti* nti(BtH. 1 _Bti)>'

m,n—1

Par hypothése de récurrence (U,)¥ M, est un o-L,-processus, ce qui entraine

m,n—1

T
hm Zl?n—__ j <{L1([]s)rt n—1 Ms}a’ ns> dS.
0

kn—+ o0
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On obtient donc
<MT: UTNT>’_<Moa N0>

T T
= j‘ <Ms’ (US)m, nZ]VS> dS+ I <ms’ (l]s)m— l,nLZ ]Vs> dS
0 0
T T
+ .[ <{L1(U;)i,n_ 1 Ms}a’ ns> dS+ j. <ms9 (Us)m— 1,n—1 VVz;ns> dS.
0 0

Cette égalité reste vraie par densité lorsque M et N ne sont pas étagées, et,
par continuité, lorsque T est un nombre quelconque. En appliquant les lemmes
22,23, 24 et 2.7 on obtient ii). Pour finir la démonstration du lemme 3.1, il
faut encore montrer que pour je{l,2, 3}, (Utf)jj’th est un og-L,-processus de
norme dominée par |M|. Pour j=1 cela résulte du lemme 2.6, ainsi que pour ;
=3 car

(qs)rt,th: Pt,E W*(U*)m—l, n—1 ms st

s [ s

O ey =

Pour traiter le cas j=2 remarquons que

+
G4 (U2 M= (S5 ] - mdB).
0

Comme l'espace des ¢-L,-processus est stable par II,, et comme ¢ est
adaptée a (Z, L, L,), (U}} , M, est un g-L,-processus de norme dominée par
|M|. Le lemme 3.1 est démontré. On en déduit que W, est uniquement
déterminé par (U),., et ¢ et donc (U), , est g-régulier. Réciproquement
(U),. o est déterminé par Z, L, L, W, et ¢ au moyen de (3.1), (3.2) et (3.3). Le
théoréme 1 est démontré.

La démonstration du lemme 3.1 a la conséquence suivante. Soit (P), , un
semi-groupe de contractions sur J; de générateur Z, L, et L, deux opérateurs
de domaines Z(Z*) et Z(Z) respectivement tels que pour ueP(Z*) |L,ul*<
—2Relu, Z*u) et pour ueF(Z) |L,ul*<—Relu, Zuy. Soit ¢ une suite
adaptée a (Z,L,, L,) et W, une contraction. Alors les formules (3.1), (3.2) et
(3.3) permettent de définir par récurrence des familles (U), , d’opérateurs
bornés, avec (U,), ,=E. La question est alors de savoir quand la série double
> >.(U),. , converge faiblement pour tout ¢ vers une contraction U, de sorte

m, n

que (U),, o -soit un cocycle. En d’autres termes on voudrait caractériser les
générateurs (Z,L,, L,, W,) des cocycles. Dans cette direction nous avons le
lemme suivant.

Lemme 3.2. Si pour tout >0, Y Z(Ut)m . converge faiblement vers une contrac-
m n -

tion U, alors (U),, , est un cocycle.

Comme dans le cas ou Z est born¢ [H-P], [H-L], ce lemme résulte d’un
argument d’unicité. Nous remarquons que les relations (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4)
et les hypothéses du lemme permettent de demontrer par récurrence sur n que
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pour toute martingale (M), , et tout n=0, (II,U*M,),,, est un o¢-L;-
processus de norme dominée par C,[[M|. Soit (N, , une martingale du n**™
chaos, dans 2(Z). D’aprés (3.1), (3.2) et (3.3), on a pour tout >0,

<Mr’ Uth>_<Mm PtNo>

t t
=[{mg, U L,P_ Nyds+[<{m, UW, P_n>ds
¢ 0
t
+ j <{L1 Hn— 1 US* MS}G'7 I)t-sns> dS.
0

D’apres les lemmes 2.3, 2.4 et 2.7 cela entraine
(3.5) M, U N =My, No>

t t
— [(M,, U,ZN,> ds+ [ (m,, U,L, N> ds
0 0
t t
+ (L O, UM}, nyds+{<m, UW,n>ds.
0 0

Fixons s. Il est facile de voir que
M, UND =M, U Ny et (M, ULU,_ ¥ Nj—<{M, U N

sont deux solutions d’une équation analogue a la précédente. La démonstration
du lemme 3.1 entraine que ce type d’équation a une solution unique. Donc
pour tout s>0et t>0ett>s U=UT U_ I*

Le lemme 3.2 est démontré.

IV. Conditions sur les générateurs des cocycles unitaires

Un cocycle (U,), , est unitaire si pour tout =0 U, est unitaire. ]

Nous nous proposons de donner des conditions nécessaires sur
(Z,L,,L,, W,) pour que ce soit le g-générateur d’un cocycle unitaire, ¢ étant
adaptée 4 (Z, L,, L,). Rappelons que dans le cas ol Z est borné des conditions
nécessaires et suffisantes ont été trouvées par Hudson et Parathasarathy [H-P].
Il faut et il suffit que W, soit unitaire, que pour tout uei#,, ||L,ull*=—<u,Z
+Z*u) et L,=—WZ*L,. Nous verrons que dans le cas non borné W,_ n’est
plus nécessairement unitaire.

Soit (U)),., un cocycle unitaire et soit (Z, L,, L,, W,) son o-générateur.
D’aprés (2.1) il est nécessaire que pour ue(Z)

d
4.1) HLzuﬂzz—(E HEuH2> 0=—2Re<u,Zu>.

t=

Par dualité il est nécessaire que pour ueZ(Z*)

d
(42) Lgul? == (5 1B ul?) | = —2Redw Z*u).
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Nous supposons (4.1) et (4.2) satisfaits. Nous allons faire quelques remarques
sur les suites adaptées.

Lemme 4.1. Pour tout kelN, on définit lopérateur L, , de domaine D(Z) par

~k

2
L, ,u=L, (2" § P;"udx).
0

Alors les Ly, sont uniformément bornés sur 9(Z).
On remarque que ||L,  ull® <2*(Jju*— |Pf «u|?). On utilise l'identité sui-
vante, valable pour tous 1>0 et ues:
(4.3) [ull® = ([Bull® + [u—Bull?= fjul* = [ B*ul® + Ju—B*ull%,
qui entraine clairement le lemme 4.1.

Lemme 4.2. Soit (k,),. une suite tendant vers 1'co. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.

(4.4) La suite L, , a une limite faible lorsque n— + oo.

4.5) Pour tout ucZ(Z) et ve G(Z%).
lim 2%, (P, — D u)

n—+ w0
existe.

En effet (4.4) est équivalent a
(4.6) Pour tout veP(Z*) lim {L,v, L, uy existe.

B>+

Or pour v et weD(Z*), (Lyv, L, w)=—<v,Z*w) —(Z*v,w). Donc

27 kp
(L, v,Llyknu>=—(v,2""(PZ*_kn~I)u>~<Z*v, 2k | Px*udx>.
o

\

Il est donc clair que (4.4) et (4.5) sont équivalents. On définit également L, ,
2 -k

sur Y(Z*) par L, ,v=L, (2" f qudx). Le calcul précédent montre gue pour
ueP(Z) et veP(Z¥) 0

4.7 lim {{L,u, L, ,v)—{Ly u, L vy}=0.
k—+

En particulier si o=(0,),.n €St une suite telle que L, , converge faiblement
lorsque n— + oo vers une limite I} , alors L, , converge également vers une
limite I, ,.. De plus d’aprés (4.1), (4.2) et (4.3) pour ue2(Z) et veD(Z*),
1L zul* S Lyul? et |15 sl YL, ul? 1l existe donc deux contractions C,
et C/ respectivement définies de Im L, dans Im L, et de Im L, dans Im L, telles
que pour ueZ(Z) et veP(Z*), L', ;u=C, L, et I, ;.v=C,L,v. Daprés (4.7),
Lou, I pvy=(L% yu,Lyv), de sorte que C,=C¥.

Lemme 4.3. Une suite ¢ est adaptée a (Z, L, L,) si et seulement si elle satisfait
aux conclusions du lemme 4.2.
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Remarquons que si ue 9(Z2),

t
(4.8) SF(L,uB)=— [ P*Zuds—(P*~I)u.
0

On en déduit que (S}(L,uB,)—u),_, est un L,-processus fort. Or le processus
constant (u),_, est un o-L,-processus si et seulement si o satisfait aux conclu-
sions du lemme (4.2). D’autre part on montre facilement par densité, linéarité
et en utilisant le shift, que o est adaptée si et seulement si pour tout ue Z(Z2),
(S¥(L,uB,),. , est un o-L,-processus. Le lemme 4.3 est démontré.

Nous allons maintenant donner la forme générale du générateur d’un
cocycle unitaire.

Proposition 2. Soit (U),., un cocycle unitaire, associé d (Z,L,,L,) et soit ¢
adaptée a (Z,L,, L,). Alors W, est de la forme (—C_)®D, ou D est un isomor-
phisme unitaire entre Im I et Im I} indépendant de o.

Rappelons que C, a été défini avant le lemme 4.3. Pour démontrer cette
proposition nous procédons comme dans [H-P], et utilisons (3.5). Soit n, un

entier fixe. Nous avons vu que lopérateur F,, qui a M associe

t
F{L (Y O,)UfM,} dB, est borné. On note F¥*,  de la fagon suivante:
0

n<no

lorsque N est dans la somme des (n,+1) premiers chaos,
t

(4.9) Fr, N=[}U L% n{, dx.
0

Insistons sur le fait que P(L%) peut &tre réduit & {0} et que lintegrant
YU % n {, n’a a priori aucun sens pour x fixé. Toutefois on peut manipuler les
expressions apparaissant dans (4.3) comme des intégrales ordinaires. Avec cette
notation (3.5) devient, pour NeZ(Z)n Y #,QK,.

n=ng+1
t t

(4.10) U,N,=Ny+ [ U,ZN,ds+[ U,L, N, dB,
0 0

1 t
+ [ U WnydB+ [ YU, I¥ n{, ds.
0 0

t
Le processus (j YU LK ns{ads> est & variation quadratique bornée pour
0 t>0
tout N dans ) M#,®K,. Si L, est fermable, Z(L%) est densc et lorsque
n<np+1
t t
Neg(L¥) (j" YU, L n{ ds) est égal & (j U L¥ nsds) qui a une variation
0 >0 0 t>0
quadratique nulle. Cela reste vrai par densité si N¢Z(LY). Dans le cas ou L,

t
n’est pas fermable le processus (j}USL”‘1 nd ds) n’est en général pas a
0 t

>0
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variation quadratique nulle. Par contre son crochet avec toute martingale est
nul.
Soit T un nombre dyadique. Pour tout ke{(s,), neIN} tel que 2* T soit entier

i
. k -
et i=2°T on note ti—ig.

Lemme 4.4. Pour toutes martingales M et N,
tit+1
(4.11) lim ( Y <M,M—Mtl_, {ru,Ly ns{ads>) =0.
k=40 \f<2kT-1 4

11 est facile de se ramener au cas ou T=1, M=vB, et N=uB,. L’expression
apparaissant dans (4.11) s’écrit alors

i+t

> L (U)s qu(B,~B,)},, v dx,

ig2k—1 4

titq 1
Yoo <{L1S;“ (f P¥ ust)} ,v> ds
ig2k-1 0 o

tit 1 1
-y g <{L113S’iti5;‘: (J‘ };*ust>}, v> ds.
iS2k_1 1 0

Cette expression tend vers O lorsque k=g, et n— + 0. Le lemme 4.4 est
démontré.

ou encore

Soit k fixé et Ne@(Z). Pour tout ie]Ntl:%. Nous écrivons (4.12)

1, N 2= U, N1

—IU,.,N,,,—U,N,|*+2Re(U,N,, U, N,

Tiv1 ™ tit1 Tiv1 " ti+t

- Uti Zle>

On somme en i de 0 & 2*—1 et on fait tendre k vers 1’co. D’aprés (4.10) et
le lemme précédent, le terme quadratique donne quatre termes: les trois pre-
miers sont

1 1 1
VILy N ds+ [ W, ni*ds+2Re [{L, N,, W, n> ds.
0 0

0
Pour exprimer le quatriéme terme nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.5. Il existe un opérateur borné X sur A, et une soussuite (k). de
(O nen Lels que pour tout nombre dyadique T et toute martingale N,
tit1

[ YU, L5 n{ds

i

(4.13) lim Y

no+ o {2k, T—1

2 T
— [ | Xn|2ds.
0

Pour démontrer le lemme il suffit de remarquer que les opérateurs X,
définis sur %, par

2-k 2-k
<u,X‘ku>:2k< [ YU, L5 u{ds, | }USL*lv{ds>,
0 o]
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sont uniformément bornés. Soit X, une valeur d’adhérence des X,, alors X est
positif et il suffit de prendre X, =1/X,. L'égalité (4.13) résulte d’'un argument
de densité a partir du cas ol N est étagée.

Le terme 2Re<U N.U, N, —UN,> dans (4.12), donne deux termes:

tit1” tivt

le premier est 2Rej<Ns, ZNjyds. Soit (k,),. la suite du lemme 4.5 Le
0

deuxiéme terme s’exprime comme

ti+
lim ¥ 2Re<UtiNti, f}UsL*lns{ads>,
t;

nr o ;o okn

on encore, lorsque N est étagée

tiv
lim ) 2Re<§{L Px N}dxn>
N @ ok t

1
Cette limite vaut simplement 2Re | (I, ,N,,n,>dx.
0

Nous avons obtenu
1
ING 2= [INo 12 = [ (IL, N,JI* +2Re{N,, ZN,)) ds

0
1

+ I X  n >+ W, n %) ds
0
1

+ [2Re (L% ,+ W L,) N, n) ds.
0

Nous savons déja que la premiére intégrale est nulle. On en déduit que pour
uey, | X, ull>+ | Wul?>=|ul® et enfin que I ,=—WF*L,. Par dualité on
voit que L, ,.=—W_L,. Donc W |m7-=—C, et WF |ImL2 — C*. Enfin
Wolimry et W2\, . sont isométriques. Donc W, doit etre de la forme (—-C,)®D
commeé annoncé. Le fait que D soit 1ndependant de o est une conséquence de

3. 1) (3.2) et (3.3). On peut en effet montrer que lorsque uelm L et velmy,

hm (vBt, UYuB,>=0 pour j=1,2 de sorte que hm <vBt, U,uB,> existe et

t->0 t—0
vaut {v, W, u>. La proposition 2 est démontrée.

On peut montrer que (—C )(—BD)\Q(L*) et ((— C*@D)IQ(L*) sont également
isométriques et indépendants de o. En partlcuher si les formes quadratiques
u—>Relu, Zu)y et u— Redu, Z*¥u) sont fermables, alors Z(L%) et Z(L%) sont
denses et W, est unitaire et indépendant de o.

V. Le probléme réciproque
La proposition 2 donne, sous certaines hypothéses sur (B),. ,, la forme la plus

générale possible d'un générateur d’'un cocycle unitaire associé a (B),. . Le
probléme réciproque est alors de savoir parmi ces générateurs possibles, les-
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quels engendrent effectivement un cocycle unitaire. La réponse, dans le cas ou
Z est borné, donnée par Hudson et Parthasarathy [H-P] est rappelée en
section 4. Nous allons généraliser leur résultat.

Théoréme 2. Soit (F),_ , un semi-groupe de contractions de générateur Z. Soit L,
de domaine 9(Z) et L, de domaine Z(Z*) tels que |L,ul*>=—2Re{u, Zu) et
|L,v|*=~2Relu, Z*u). Soit ¢ une suite adaptée a (Z, L,, L,). Si W, verifie la
conclusion de la proposition 2, alors (Z,L,,L,, W) c-engendre un cocycle,
déterminé par Z, L, L, et D.

Théoréme 3. Soit (P),. , un semigroupe tel que pour tout t, P a un inverse borné.
Soient Z, L,, L,, o, C_, D et W comme dans le théoréme 2. Alors (Z, L, L,, W)
est le o-générateur d’'un cocycle unitaire.

‘Remarquons que T'hypothése du théoréme est trivialement vérifée si les
formes u—~ Redu, Zu) et u— Re{u, Z*u> sont bornées. Ceci correspond au cas
ou Z est de la forme iH + B, # étant auto-adjoint et B dissipatif borné.

Nous démontrerons le théoréme 3 a la fin de la section.

Nous allons démontrer le théoréme 2. D’aprés le lemme 3.2, pour démontrer
que (Z, Ly, L,, W) est le g-générateur d’'un cocycle (U),_,, il suffit de vérifier
que pour tous m et n, et tout t>0 Y  (U),. , est une contraction,

m<mn' =n

(U),,. w0 €tant défini par les relations (3.1), (3.2) et (3.3). On notera

Z Z ((]t)m’,n’:(l]t)ﬁ,ﬁ’ Z ([]I)m’,n:((jt)ﬁ,n

m Em n =n m =m

et

Nous allons procéder par recurrence sur m et n et montrer I'identité,
valable pour toute martingale M:

m, it

(5.1) I, 5 M7 = 1Mo 112+ [ I(UQE— s m,|I* ds— (1),
0
ou A(t) est égal a

(5.2) i KLy (U, o M o+ WA (Ua=r, |1 ds.

Cela montrera que pour tous m et n, (U).. , est une contraction. Nous aurons
besoin de deux lemmes préliminaires.

Lemme 5.1. Soit (V)),_, un L -processus fort. Alors

tic1 + 20
(5.3) lim Y | {L,B _ P*«V,}dB,=—W, [ {L V}dB,
k>+aw § 0

keo

au sens faible.

Pour démontrer ce lemme on remarque que pour un L,-processus fort la
norme [[V]| est donnée par lim QO |V, [*— [PV, %)% Daprés (2.13),
k> +00 §
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Iégalité (5.3) sera vraie si et seulement si elle est vraie pour un ensemble dense
de Li-processus. Nous prendrons comme classe dense les processus du type
suivant:

Soit  koeNN tel que 2%TeN. Pour tout iZ2*T—1 soit
a; e@(Z*)@LZ(./ 2-ko). Soit enfin (W, )y>0 le processus défini de la fagon suivan-
te: pour ye[i27%, (i+1)27 %[, W,=PB* ,, ., a; et W,=0 pour y=T. Pour un tel
processus (5.4) résulte de ngz*— W L. Enfm la densité de ces processus
lorsque k,, T et (a;); varient, est une conséquence de la densité de Z(Z*), et
de la définition des L,-processus forts.

Lemme 5.2. Pour toute martingale (M), _,,
t

(5.4) 1S M2+ [ Ly SFM 3+ Wrm|® ds=1M,]|I> — | M|%.
0

Dans le cas ou (M), , est & valeurs dans Im L, (5.4) est évident car S¥ M,
=0 pour tout ¢ et [[W*m?>=|m* pour tout s. Comme lorsque ucIm I} et
velmL,, {WFu, W¥v)=0, il suffit d’étudier le cas ou (M,), , est a valeurs
dans Im L,. Par densité on peut supposer que (M,),_ o=(L, N,),, , o0 (N)),_, est
une martingale de (Z), étagée d’entier k,,.

Soit T un nombre dyadique et k=k, tel que 2*T soit entier. En utilisant
une variante de (4 8) on voit que (S} L, N,—n,),_, est un L, -processus fort. De
plus {L,(SF¥L,N,—n)},. o=({L,(S¥L, N)} +WFL,n),. o On en déduit que

T
(5:5)  [I{LySEM}, + Wrm,|*ds

0

=lim % (ISEL,N, —n,|? =P Sk L, N, —n)|?).

k4o {g2kT 1

Drautre part

ISF M||>= Z (HS,,+1 M, 12 —1SEM, |17
ig2kT
On écrit
ti+1
St*+1 —t2- kS*M + j }P+1 sLZ(LZnti){dS‘

11 suffit maintenant de développer tous les carrés et, aprés quelques simplifica-
tions, on voit que (5.4) se raméne a vérifier que pour ueZ(Z)

2-k

tim 2 (Jull? = 1Bl +] | JBY (L 0 dx

k=

)—HLzuHZ,

ce qui résulte de (4.3) et de lim 2"(HuH2— |Py-xu|?)=|L,ul? Le lemme 5.2
est démontré. ke o0

Indiquons maintenant comment (5.1) peut étre prouvé. Par continuité il
suffit de le montrer lorsque t=T est un nombre dyadique. Soit k tel que 2T
soit entier. On écrit

W(Up) s M2 = Mol + ¥ (U, )5 o M, 12 = 1% 5 M1},

2kT—1
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puis
Tit 1

(4, M, =B (U)E M, + | IEY

)E
ti+ /M, R i+ it+1—S
ti

LE(UNE—= m{ds

m—-1,n

Tit+1

+ [ BX L (U)E
t;

Mg}, + WHU)E= =1 m,] dB,.

m—1,

n—1

On écrit alors (U,)% ; M, comme somme de trois integrales, on développe les
carrés et on fait tendre k vers 1’co, keo. Les lemmes 5.1 et 5.2 fournissent alors
(5.1). Nous omettons les détails, fastidieux mais triviaux.

Pour finir la démonstration du théoréme 2 il suffit de voir que d’apres la
remarque précédant (5.5), pour toute martingale (M,),. o, ({L{S}M,},
+Wrm), o, ne dépend pas de ¢. On en déduit aisément que le cocycle o-
engendré par (Z,L,, L,, W)} ne dépend que de Z,L,, L, et D. Le théoréme 2
est démontré.

D’aprés (5.1) et (5.2), il est clair que U* sera isométrique pour tout t>0 si
et seulement si, pour tous melN, t >0 et Me#, @ [*(dW),

R t
(5.6) lim (L, (U)% M}, |7 ds=0.
n—-+w
En fait il suffit de vérifier (5.6) lorsque m=0.

Proposition 3. Soit (Z, L,, L,, W,) et ¢ satisfaisant aux hypothéses du théoréme 3
et soit (U),. o le cocycle engendré. Alors U, est isométrique pour tout t>Q si sa
restriction a #, @1t Pest.

Lemme 5.3. Pour tout ue P(Z*) et toute martingale (M), _, et tout t>0,
t
(5.7) <j({L1 SEM G, +WE ms)ds,L1u>
0
t t
= _<Mt, [8,Z*uds+ [{L, Pu} st>.
0 0

Pour démontrer ce lemme on se raméne & t=1 et M =vB,, ou ve . Pour
keo soit I'expression

tiv 27k
4= Y < | {L,B*, SfvB,} ds,L1u>— Y <v, | L2qudx>.
ig2-k—1 \ g ig2-k—1 0
Il est clair que le membre de gauche de (5.7) est égal a la limite de A,
lorsque k— + oo. Il suffit de montrer qu’il en est de méme pour le membre de
droite. A cet effet on réécrit A, sous la forme

tiv1
+ Y <fPs’itiS;’:vBtids,Z*u>
2k_ 1

i t
— ). AP—DS}oB,u)
2%—1

i

2k
- <v, | Lszudx>.
ig2F -1 0

A

A
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Les deux derniers termes ont pour somme
1
—{<v, L, Pudx).
0
On en déduit que la limite de 4, lorsque k— + oo vaut
1 1
~[<vB,, S, Z*u) ds— [<v, {L, Pu}) ds.
0 0

Le lemme est démontré.

Lemme 5.4. Soit (U),_ , comme dans la proposition 3 et ue #,, alors
: 1 2 2
(5.8) lim — | U,vB,[*=v]".
-0 L
On remarque que pour tout ve Z(Z),

1 2
(5.9) lim - —0.

t—=0

t t
fU,ZvB,ds+{ UL,vB, dB,
0 ¢

Or cette expression est aussi égale a

2

t t
U,vB,~ | U, W,vdB,~ [ }U, I v{, ds
0 o]

t

J.-L. Journé

et est dominée par |v]% Donc (5.9) reste vraie pour tout ve#, et (5.8) est

équivalent a

2 2
= Jlull*.

1
(5.10) lim -

t-0 L

t t
j UsVVaUst—}—j.}UsL*lv{ads
0 0

t
Lorsque velm I, (5.10) est automatique car {}U, L% v{ ds=0 et |W,v|=]v]|.
[¢]

I reste a vérifier (5.10) lorsque v=L,u ol ue%P(Z*). Remarquons que pour

toute martingale (M,),_ o,

<Mw E}USL"Z U{ads>:<M0’ } PRI Ly ud dS>
0 0

K + o
+<j {LISj(j Ux*mdex)} ds,L1u>.
¢} 0 Il

Le Iemme 5.3 entraine alors I'identité suivante
t T
[ U, W, vdB+ [ }UI% v{, ds
o] 0

O ey =

t i
YPI% Lou{ds+{S,Z*uds+ | {L, Pu} dB,.
4] 0
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T

t
Rappelons que | }P L Lyu{ds=— | B, Z*uds+(I ~ P)u. On en déduit que
0

N
0

hm L of, ds

t—0

Pu}dB,

~11m ‘

:}ij{)l . (II(I‘B)HHZ'F lull® — 1B u]?)
=|L,ul® en vertu de (4.3)

L’identité (5.10) et le lemme 5.4 sont démontrés.

Nous allons maintenant prouver la proposition 3. Par dualité il suffit de
montrer que UF est isométrique pour tout ¢ si sa restriction & #,®7% est.
Nous supposons donc que pour ue#, et t>0, |U*ul|*={u|? et nous allons
montrer que si f est une fonction étagée a support compact, définie sur R,
ueA, et t>0 et si

¥(f) -eXp{ | f(s)dB;—5 j f(S)st}

(5.11) hmi(” UL uy (NI~ 1UFug ()% =0.

Pour tout x>0 nous notons f, =1, . €t f*=f—f,. Supposons d’abord que ¢
=0. On écrit

1Ty (O = NUFug (SN 1 (f )%
Comme UF est une contraction et sa restriction a J#,®7 est isométrique,
1T wg (L) =10 ull® + | UF i (f) —u))?
= |ull®* + [ UF uf (0) B,||> +o(s).
D’apres le lemme 5.4, et par duvalité on obtient

IUEug (12 = ull*+ s | £ Q) [ull* +o(s).

D’autre part

(N = (O eXP‘é | f(x)]? dx

=(1=s[f(O)1> +o(s) [¥ (/)]

On obtient donc |UFuy (/)| ?=|u¥(f)|*+o(s), ce qui est équivalent & (5.11)
lorsque t=0. D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus il existe une constante
C(f), telle que pour tout s>0 et ueH#,

WTF whp (I = lug (NHIP1< COf) sllul®.
1l découle que pour t>0 et u,e #, R I*(F),
lim 1(

s—0

I U L* u (N2 =l (f9]%)=
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La propriété de cocycle entraine alors (5.11) pour tout t>0. De (5.11) on
déduit que pour ue A et f étagée |U* uy(f))|*=[luy (f)]? Comme UX est une
contraction, on obtient par linéarité et densité, que UF* est isométrique. La
proposition 3 est démontrée.

Nous allons maintenant prouver le théoréme 3. D’aprés (5.11), (5.2) et la
proposition 3, pour montrer que U* est isométrique pour tout ¢, il suffit de
montrer que pour tout ue i, et t>0

(5.12) fim ] 1L (U, ub| ds=0.

n—>+w Q

Or cette limite vaut également

t s

lim f j||{L1 Rsﬂix{Ll(Us)g,n——lu}}szx ds.
n>+o0w 0 0
ou encore
(5.13) lim §({L (U} oy udl® = IB* AL (U, ,_  u}l|?) dx.

n=> 40w 0

Sous les hypothéses du théoréme 3, il existe une constante ¢,>0, telle que pour
x=<t et ve Ay, (|v]*—|B* v =Z(1—¢) |v]? Cela entraine que la limite (5.12)
ou (5.13) est nulle. Par dualité on obtient que U, est également isométrique
pour tout t. Le théoréme 3 est démontré.

Nous allons maintenant voir que le théoréme 3 n’est pas optimal.

VL Etude du semi-groupe des translations sur IZ[0, 1]

Soit (P),. , le semi-groupe des translations sur I*[0, 1]. Si ueI*[0, 1], (Pu)(x)
d .
= ¥ xzg U(x—1). Le générateur Z de (F),, , est egal a ~Ix et son domaine est
'espace des fonctions absolument continues u telles que uw'el? et u(0)=0. La
tyd
forme u—Redu, Zu) est égale & —L|u(l)|*= ) (;l? HPtuHZ) . De méme la
t=0

forme u—Redu, Z*u) est égale a u— —1|u(0)>. Cet exemple, suggéré par
Brezis, est le plus simple pour lequel les formes Re<{u, Zu) et Re{u, Z*u) ne
sont pas fermables.

1l est clair que si L, et L, vérifient (4.1) et (4.2), alors il existe deux
éléments unitaires h et h* de I2[0, 1] tels que pour ue@(Z) L,u=h*u(l) et
pour ue 2(Z*) L, u=hu(0). Si uc 2(Z) et ve Z(Z%),

.

1 ! dx
<L1 v, Ly = [ (P¥u) dt> =v(0) | u(x) —.
ty o t
11 en découle que le recours aux sous-suites est inutile, et que L, ,=0 et L, ,.
=0. Pour que W satisfasse aux conclusions de la proposition 2, il faut et il
suffit que pour tout u,
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[Wull? = llull> I <u, B>
(6.1) et
IW*ul|? = |luf|? — [[<u, B*> 2.

Proposition 4. Pour tous h, h*eI?[0, 1] et tout W vérifiant (6.1), (Z, L,, L,, W)
engendre un cocycle unitaire.

Il suffit de vérifier (5.12) car si (U)j , est isométrique, par dualité il sera
aussi unitaire.
Remarquons que pour ue 2(Z%),

T T

JI{L, B* Ly u}(* ds= [ [{L; B* h}]|? [u(0)* ds

_ @h(s)ﬁds) 1Ll

T
Soit T tel que [|h(s)|*ds<%. L'argument de la démonstration du théoréme

0
2 montre que pour t<T la limite (5.12) ou (5.13) est nulle. Donc U¥ est
isométrique pour t < T et également pour t =T par la propriété de cocycle. Par
dualité, on voit que (U),., est un cocycle unitaire. La proposition 4 est
démontrée.

La proposition 4 peut évidemment &tre généralisée au cas ol ImL, et
Im L, sont de dimensions finies et également au cas ou L et L, sont sommes
d’opérateurs bornés et d’opérateurs de rang fini. Dans ce cas on montre que
pour t suffisamment petit, et pour ue#,,

O
O e

HL.E

AL B ul P dsdx <5 lull?,
et on applique le raisonnement précédent.

Ces remarques montrent que le théoréme 2 n’est pas optimal, c’est 4 dire
quil existe des semi-groupes non inversibles pour lesquels les générateurs de la
proposition 2 engendrent des cocycles unitaires. Toutefois le contre-exemple de
la section suivante montre que la caractérisation de ces semi-groupes doit &tre
délicate.

VIL Un contre-exemple
Soit (B),. , un semi-groupe ne vérifiant pas 'hypothése du théoréme 2. Quitte a
échanger P et P* on peut supposer que pour tout >0, inf [Pu|=0. On

. Clell=1
considére maintenant le semi-groupe (B),, ,=(P®]I),. o agissant sur #, ®[*(N).
On note son générateur Z.

Proposition 5. Il existe un opérateur L, de domaine D(Z) et we H,®I*(N) tels
que, pour veP(Z) |L,v|*=—2Relv, Zv) et

lim [} SIL, B (L, B, ... {L, B, w}..}|*ds, ...ds,*0.

n> 400 Q=<s;+S34...+5,=51
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1l est facile de voir que sous I'hypothése inf |Pu| =0, il existe pour tout
ufj=1
ue #Ho

nelN un sous-espace fermé #, de #,, de dimension infinie, tel que pour ues#,,
[P, uli> 27" |u|?. Soit L un opérateur agissant de 2(Z) dans #; tel que |u?
= —2Re{u, Zuy. Pour tout n>0 soit IT, une isométrie de #; dans J#, et soit
1, Popérateur agissant sur [>(N), tel que 7,(,_,)=1I, et 1,()=0si j£n—1, o
(1),,€N est la base canonique de I*(IN). On pose

L2: Z HML®Tn7

nz1

de sorte que L,(u®!,)=1,,  Lu®l,, ;.
11 est alors facile de voir que la limite apparaissant dans (7.1) est supérieure
A alw|? ol a= [T (1—27">0. La proposition 5 est démontrée. Elle montre

nz1 .
que les cocycles engendrés par des générateurs (Z,L,, L,, W) vérifiant les
conclusions de la proposition 2 ne sont en général pas unitaires. Les
prédictions du calcul stochastique non commutatif sont donc généralement en
défaut lorsque Z n’est pas borné.
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