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Résumé. On donne une version simplifiée de la démonstration probabiliste du
théoreme de I'indice pour 'opérateur de Dirac, donnée par J.M. Bismut. Au
lieu d’utiliser la construction du mouvement brownien au moyen du fibré des
reperes, on utilise la construction de Schwartz en plongeant la variété ambiante
dans un espace vectoriel de dimension plus grande. On évite aussi |'utilisation
de la décomposition de I'espace de Wiener en deux utilisée par J. M. Bismut, le
calcul des variations stochastiques étant notre outil principal. De ce fait, on
perd la relation avec la cohomologie de 1’espace des lacets.

Summary. We give a simplified version of Bismut’s probabilistic proof of the
index theorem for the Dirac operator. By using Schwartz’s construction of a
Brownian motion over a manifold, we expect to give a simpler approach to the
computations of stochastic geometry. Our main tool is the calculus of
stochastic variations, rather than the splitting of the Wiener space into two
pieces. For that reason, we loose the relation with the cohomology of the loop
space.

Commengons par rappeler quelques ¢léments fondamentaux de la théorie de
I'indice (il est possible de regarder [Gi] et les références incluses dans [Gi]
pour plus de détails). Considérons une variete M d’¢lements génériques x
riemannienne compacte, et £, deux fibrés hermitiens sur V (c’est-a-dire deux
familles d’espaces vectoriels E. , dépendant de fagon C* de x). Soit L un
opérateur elliptique appliquant les sections de E, sur les sections de E _: la théorie
générale nous dit que C’est un opérateur de Fredholm. On voudrait calculer son
indice dim Ker L — dim Coker L, et si possible en fonction d’intégrales sur la
variété M contenant des expressions construites a partir de L localement. A cette
fin, on se raméne au moyen de toute une procédure algébrique au cas d’une variété
riemannienne orientable spinorielle et au cas ou L = D est 'opérateur de Dirac
tordu agissant sur le fibré des spineurs tensorisé par un fibré auxiliaire hermitien:
E,=S,®¢ E_=S5_®¢, £ est le fibré auxiliaire, D est opérateur de Dirac
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agissantsur £, @ E_, D, estlarestrictionde DA E,,D_estcellede DAE_; D,
applique £, sur E_, et D_E_ sur E, et sont mutuellement adjoints.

Rappelons le principe de la méthode de la chaleur: puisque D, et D_ sont
adjoints 1'un de 1'autre, on a

Ind D, = Trexp [—82 %:I—Trexp |:--82 %] (0.1)
De plusexp| —&? DD, etexp| —e? D—B& sont représentés par des noyaux

0% (x,6,3) et Q™ (x,6 ). 0" (x, ¢ y) est un opérateur qui applique un spineur >0
au-dessus de y sur un spineur > 0 au-dessus de x, et qui dépend de fagon C* de x et
deyet QO (x,¢, y) un opérateur linéaire qui applique un spineur <0 au-dessus de y
sur un spineur <0 au-dessus de x. La formule principale est alors:

IndD, = [ (TrQ" (x,e,x) — TrQ~ (x,¢,x))do(x)
M
= [ Tr,0(x,¢,x) do(), 0.2)

do(x) désignant la mesure riemannienne sur M.
Par des résultats généraux d’analyse, on sait que:

d
TrQ*(x,g,x)=$ ( Y ait(x) 8i+0(8d+1)>

i=0

J 0.3)
TrQ‘(x,a,x)=$ < Y ai (x) 8i+0(8d+1)>.
i=0
La formule (0.2) nous montre que
{af (x) do(x)= | a; (x) do(x) (0.4)
M M

pour i <d. Il reste donc & calculer | (a; (x) —ay (x)) do(x). Mais en fait il se
M

trouve que pour un opérateur de Dirac on a mieux que les annulations globales
(0.4): en effet, a;' (x)=a; (x) pour i<d, et 'on peut calculer explicitement
aj (x) — ag (x) (Gi)).

M. Atiyah et E. Witten ont remarqué que la formule de lindice était liée 4 la-
structure de Pespace des lacets sur la variété. J.M. Bismut a donné une version
rigoureuse en utilisant une représentation stochastique adéquate du semi-groupe

de la chaleur [B.1]. Grace a une trés bonne approximation de la loi du brownien, il
2n2

peut évaluer la super-trace de exp quand ¢ —0. [l est a noter que cette

2
méthode est la plus proche des formules de localisation de Berline-Vergne {B.6,
B.7]. Ses calculs sont fondés sur un théoreme des fonctions implicites et la théorie
des grandes déviations [Az.1]: ils constituent aussi une tentative pour expliquer
pourquoi la méthode de la chaleur marche pour certains opérateurs.

R. Azencott a donné ensuite une nouvelle méthode basée sur un mélange de
P’analyse et des probabilités [Az.2], ot la relation avec ’espace des lacets disparait
(il est & noter que 'esprit de cette méthode est le méme que celle suggérée par
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T.E. Duncan, qui est sans doute le premier auteur a avoir pensé qu’il existe un
rapport entre la théorie de I'indice et les probabilités [Du]).

L’objet de cet article est de donner une nouvelle méthode probabiliste qui évite
l'utilisation du pont brownien et I'usage de la théorie des grandes déviations. Elle
reprend les principes donnés dans [L] et qui sont utilisés entre autres pour estimer
la densité en temps petit d’une diffusion dégénérée. Toutefois, la relation avec
I'espace des lacets disparait dans cette méthode. Ceci étant, les calculs de
géométrie stochastique sont a quelques variantes prés calqués sur ceux de [B. 1].

Nous remercions D. Bennequin pour 'aide qu’il a bien voulu nous accorder.

I. Le lemme probabiliste essentiel

Considérons un mouvement brownien m dimensionnel (w,,...,w,), ¢ un
paramétre appartenant a [0,1] et 2 un paramétre appartenant 4 un ouvert A
relativement compact de IR ou 4 une variété compacte.
Considérons une fonctionnelle brownienne F(/, ¢, w) a valeurs dans R?. On dit
quelle vérifie ’hypothése H, si elle posséde les propriétés suivantes:
— elle posséde une version C® en (1,¢)
— elle et toutes ses dérivées en (4,¢) sont C* au sens de Malliavin [K.S.1]
— pour tout entier j, tout multi-indice (&), la dérivée i*™ au sens de Malliavin de
0w @
2eM 8 /1(«1)
5(1) oW
58(1) oL@
— pour tout entier j, tout entier j', tout entier 7, tout multi-indice (&) et («’), on a
pour tout réel p > 1:

Sup E[
ee[0,1], Ae

On dira que F(4,¢,w) vérifie H, si pour tout entier p >0,
Sup E[ (DF(4,e,w), DF(4,e,w)> 1P <C(p) < o0, (1.2)

ee[0,1],

{DF(4,¢&,w), DF (4,&,w)) désignant la matrice de covariance de Malliavin [K.S.1].
Considérons une autre fonctionnelle J(4,&, w) 4 valeurs dans R, qui vérifie
encore H,. On dira qu’elle vérifie H, si pour tout j < d,

oW

F(4,e,w) posséde une version C® en (4, ¢). On notera cette dérivée ;™

F(l,ew)

o®w HWw a(d') aun

ox@ gl 5x(“) 30T F(,e,m)

j|<C(p)< 0. (1.1

260 J(2,0,w)=0. 1.3)
Notons u(4,¢) la mesure sur R
S=E[f(eF(Z,ew) J(4, e, w)]. (1.4)

Le «théoréme d’Atiyah-Singer» probabiliste est alors le suivant:

Théoréme I.1. Supposons que F(4,&, w) vérifie H, et H,, et que J (1, ¢, w) vérifie H,
et Hy.
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Sie>0, u(4,e) posséde une densité q(A,e,y) C* ene>0, led, yeR4,

De plus la loi de F(2,&,w) posséde une densité p(L,6,y) C* en 20, e A,
yelR4,

Enfin, on a uniformément sur tout compact de A:

: 1 o9
i 4,5,0) = 7y £| £ 70.9)
Preuve. Elle est trés semblable a celles de [L].

Lefaitque g (4, ¢, y)existesie > Oetest C®ene > 0, L A, yeIR?résulte du fait
que {D(eF(e, A, w)), D(eF (g, A, w)))> = *(DF (¢, 1, w), DF (¢, A, w)> qui est inver-
sible si ¢ > 0 a cause de H,, et du calcul de Malliavin.

Introduisons la mesure de Dirac en 0 sur R notée J,, et une suite f, de
fonctions C* de R?dans R, 4 support compact, tendant au sens des distributions
vers dg.

Appliquons le deuxiéme principe de normalisation [L]. On a:

qg(2,&0)= 1i_>m Elf (eF(A e, w)) J(4, e w)]

F(4,0, w)=0} p(1,0,0). (1.5

= lim E[/,(F(2,&,w)) J (4 ¢, w)/e]. (1.6)

Or F(2,e,w) vérifie H, et J(4,&,w)/e? vérifie H, car J(4,¢, w) vérifie Hj.
Comme F(4,¢&,w) vérifie H,, il résulte du calcul de Malliavin [K.S.1] que la
mesure fi(A, &) définie sur IR? par:

f=E[f(F(A¢ew)) J(d e w)/e’] (1.7)

posséde une densité C® en ¢ 0, le A, yeR% Notons §(4,¢, y) cette densité.
De plus la loi de F(4, &, w) posséde aussi une densité C*®, notée p (4, ¢, y): ceci
résulte du calcul de Malliavin.
De plus,onasic =0

q()H E,y) = E[J(Av & W)/gd ‘ F(Aa & W) =J/] p(/la &, y) . (18)
Or d’aprés (1.6), §(4,6,0)=q(4,¢,0).

Remarque. En fait, nous n’appliquerons ce résultat que dans une situation bien
précise, ol I’on peut aussi bien appliquer le formalisme plus élémentaire de [B.2].
Toutefois la méthode que nous utilisons ici posseéde I’avantage de mieux montrer
Penchainement des étapes dans la démonstration.

II. Generalites geometriques

Nous ne ferons que rappeler les préliminaires nécessaires, nous bornant a renvoyer
a [Gi] ou [B.1] pour une étude plus approfondie.
Considérons une variété riemannienne compacte orientée M de fibré des repéres

orthonormés directs N "~ M. On suppose qu’elle est de dimension paire d = 21.

Introduisons le groupe des spineurs G- SO (d), revétement universel du
groupe des isométries SO (d). Supposons que la variété M soit spinorielle: il existe
un fibré principal N de groupe structurel G, de projection 7, tel que Z=7n<4.
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Appelons C (M) le fibré de Clifford de M: au-dessus de chaque point x de la
variété initiale M, on construit ’algébre de Clifford associée a la métrique rie-
mannienne en x. Si 'on complexifie C(M), C(M) s’identifie a un fibré vectoriel
complexe sur M dont la fibre en x est une algébre de matrices agissant sur un
espace complexe S, au-dessus de x. Considérons le fibré .S associé: on 1’appelle le
fibré des spineurs. Il se décompose en la somme de deux fibrés S et S,

Sil’on considére un vecteur de ’espace tangent en x a la variété M, il ’identifie
aun élément dela fibre de C (M) en x, et donc 4 un élément de ’algébre de matrices
sur S,: ainsi considéré, il permute par multiplication S} et S .

Notons e(x) ce vecteur: s'il est de norme 1, il s’identifie & une symétrie de
Pespace tangent en x.

Introduisons maintenant un fibré hermitien & de dimension k. Sur le fibré des
repéres unitaires X de &, de groupe structurel le groupe unitaire U (k), on choisit
une connexion arbitraire 4. Le fibré produit N x X est alors muni de la connexion
produit de la connexion de Levi-Civita sur N et de la connexion A sur X.

On note V 'opérateur de dérivation covariante sur le fibré produit S ® & pour
la connexion produit.

Dans toute la suite, on notera I'(Z) I'ensemble des sections C® d’un fibré Z
au-dessus de M.

Considérons un champ de repéres au voisinage dun point x, de M; notons le
e;(x) = d. Cest donc une section locale de N, et par suite, chaque e;{x) est une
section locale du fibré de Clifford C(M).

Introduisons Popérateur de Dirac D qui agit sur les sections C* de S ® £ parla

formule:
d

D(f®g) ()=} ei(x) Vo f(x) @ g(x)

i=1
d
+ .; e;(X) SRV, &8(%), 2.1

S étant une section de S et g une section de &.

«A priori» D dépend dans la formule (2.1) du champ de repéres choisi:
toutefois, on vérifie que si I'on change de champ de repéres, D reste invariant.

De plus, ¢’est un opérateur elliptique d’ordre 1 qui permute I'(ST ® &) et
reS ®94).

Soit D* la restriction de D a I'(ST®¢&) et D™ la restriction de D a
rS ®9%).

I(S*®&) et I'(S™ ® &) héritent d’une structure d’espace hermitien déduite
de la structure riemannienne initiale sur M et de la structure hermitienne sur €&.

D* et D™ sont alors formellement adjoints 'un de I'autre.

Il s’agit de calculer:

IndD*=dimKerD* —~dimKerD™. 2.2)

Rappelons que cette quantité est bien définie, car D* est un opérateur de
Fredholm [Gi].

La méthode de la chaleur [Gi] pour calculer Ind D™ & partir des invariants
topologiques de la variété M ([D.F.N.] tome 2) introduit le semi-groupe de Dirac
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exp[—tD?] associé¢ 4 D?, et utilise la relation suivante (voir [Gi] et aussi les
références données dans ce livre d’introduction a la théorie de I'indice):

82D2 82D2
2n2
exp| —— étant un opérateur qui applique I'(S*® &) sur I'(S*T®E), et

I'ST®& sur I'(S™®E). 5

Le remplacement dans (2.3) de ¢ par % sera motivé dans la suite.

2n2

2
Q (xo,¢, y) d’une part applique la fibre de S* ® ¢ au-dessus de y sur la fibre de
S* ® ¢ au-dessus de x,. Et 'on a la relation:

Or exp ¢ posseéde un noyau @ (xg, &, y), C¥ en xoeM, >0, ye M.

exp | =T 9= ] 0 h O e

Considérons un opérateur o, appliquant la fibre de S* ® & au-dessus de x sur
celle de S™ ® & au-dessus de x, et la fibre de S~ ® & au-dessus de x sur la fibre de
S~ ® ¢ au-dessus de x. Appelons supertrace de o, la quantite:

Tro,=Trgrge 0, — Trs-g¢0y- (2.5)

Zn2
1l résulte du fait que exp[— ¢ 2D ] est auto-adjoint et des calculs standards
[Gi] que:

IndD* = | Tr,Q (x,¢,x) dx, (2.6)
i

dx étant la mesure riemannienne sur M.

Le principe de la méthode de la chaleur [Gi] consiste a faire tendre ¢ - 0 dans
(2.6) pour obtenir I'invariant topologique associé a D*. A cette fin, nous allons
donner une interprétation probabiliste de Q (x, ¢, x).

Or il y a un semi-groupe que I’on sait aisément interpréter stochastiquement
[B.3]: il s’agit du semi-groupe associé au Laplacien horizontal sur I'(S® &) qui
agit sur fe ['(S® &) par la formule:

AT f(x0) = Z (Veixo) Vewxo) S(%0))) — Z Vvei(xo) e S (X0), (2.7
1<i<d 15isd
(e;(x), ..., e;(x)) étant un champ de repéres défini sur un voisinage de x,.
Considérons en effet un mouvement brownien x, (x,) sur la varieté M, et 7,(x,)
le transport paraliéle de x, a x,(x,) suivant la trajectoire de ce brownien.
Si feN(S®¢), on a au sens de Stratonovitch [B.3], [[.W]

drg ! (x0) f(xs(x0)) =75 ! (x0) des(xo) S(xs(x0)) (2.8)

Nous donnerons un peu plus loin une interprétation moins intrinseque de cette
formule.
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, . ) . 24" | .
La représentation stochastique du semi-groupe exp | — 5 s’effectue grace
a la formule suivante:

e’ A% 1
exp | =5 | o) = £l (k0 S o), 29)

le remplacement du temps ¢ par ¢* étant motivé par les calculs qui suivront.
Or il existe une relation simple entre A7 et D2.
En effet, considérons la courbure scalaire K (x) en x pour la connexion de Levi-
Civita, et le tenseur de courbure L, pris en x pour le fibré auxiliaire &.
Introduisons 'opérateur différentiel d’ordre 0 C (on dit que C est tensoriel
dans ce cas) qui applique la fibre de S* ® & au-dessus de x sur elle-méme et la fibre
de S™ ® ¢ au-dessus de x sur elle-méme au moyen de la formule:

1

Co= 43 K®L+) Yo 0@ Lie(.g(). (210

La relation cherchée est donnée par la formule de Lichnerowitz

D?= 471 C. 2.11)

2 4H
. . . e“ 4
La remarque essentielle est la suivante: C est tensoriel, donc exp[— 5 ]

2 n2
et exp [— > :| sont liés par une formule de Feynman-Kac matricielle.

En effet, considérons la solution de I’équation différentielle:

dU(x,) = _% U, (xg) Z e;(xo) ej(x()) ® Tgl(xo) Lxs(xo) (t5(x0) e;(x0),

T5(Xo) ej(xo)) To(X0) ds Uy (x0) = 1. (2.12)

U, (x,) est un endomorphisme aléatoire qui agit sur la fibre de S ® & au-dessus
de x, en conservant ST ® et ST ®E.
Enfin, posons:

iK(xu (%)) du}. (2.13)

0| =

Ky () = exp[—

On a ([B.1], the 2.5):

e D*? _
exp |~ | ) = Ellatxo) Usto) 7' (50 Gl (214
Rappelons que la supertrace d’un endomorphisme ¢ de la fibre de S® & au-
dessus de x sur elle-méme est définie par:
Try(0) = Trg+g:(0) — Trg-g:(0)
si 'endomorphisme ¢ conserve ST ® et ST ®E.

L’endomorphisme aléatoire U,.(x,) 72" (x,) conserve bien la parité des
spineurs, mais applique la fibre au-dessus de x,.(x,) sur la fibre au-dessus de x,.
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Or, si ¢>0, la loi de x,.(x,) posséde une densité, et donc x,:(x,) est presque
stirement différent de x,. On ne peut donc pas en général définir la super-trace de
U,2(x0) T2 (x0), sauf si xq = x,2(xo)-

On contourne cette difficulté en procédant de la fagon suivante: si x et y sont
assez proches, on peut relier x & y par une seule géodésique. Appelons 7, (x, ¥)
Popérateur de transport paralléle de x 4 y suivant cette unique géodésique.

Introduisons une fonction troncatrice ¢ (x, y) C* sur M x M, a valeurs dans
[0,1], égalea 1 sur un voisinage V; dela diagonale de M x M et nulle en dehors d’un
voisinage V, de M x M. On peut choisir ce voisinage assez petit pour que 7, (x, »)
soit bien défini si ¢ {x, y) est non nul.

Si ¢ (xg, x,2(xq)) est non nul, 7, (x4, x,2(x,)) est bien défini et applique la
fibre au-dessus de x, sur la fibre au-dessus de x,.(x,). Par suite, U,z (x,) 7.2 (o)
71 (Xg, X,2(Xo)) applique la fibre de x, sur la fibre au-dessus de x,, en conservant le
signe des spineurs. On peut donc définir sa super-trace, et introduire la mesure
1. (xo) définie par:

S = E[f(x2(x0)) 9 (Xo, X,2(X0)) ke (x0) Trs {Up2 () 702 ' (o) T4 (¥, X, (xo))}]
(2.15)

pour une fonction f borélienne bornée de M dans R.
La proposition capitale pour la suite est la suivante:

Proposition IL1. On peut choisir la fonction troncatrice ¢ pour que la mesure 1, (x,)
posséde une densité q(xq,8,y) C* ene>0, x,eM, yeM.
De plus, on a dans ce cas:

Ind D* = | q(x,& x)dx. (2.16)
M

Preuve. Soit un entier 4> d. R? s’injecte naturellement dans R<. Notons 7 la
projection de IR? dans IR

On utilise la construction de [Sch] du mouvement brownien sur une variété
riemannienne, par plongement dans une variété linéaire R? de dimension plus
grande.

1l existe en effet un plongement y — () de M dans IR?, dépendant de fagon
C*dexeMetyeM,tel que w, (x) =0, et tel que sur un voisinage de la diagonale
de M x M, v, () constitue le systéme de coordonnées exponentielles de y issues de
x; on peut aussi supposer que v, (y) est a valeurs dans R? sur ce voisinage.

On peut aussi choisir cette famille de plongement y— . (y) pour qu’il soit
possible de trouver un entier , et (m+ 1) champs de vecteurs sur R?notés X;(x, y)
indexés par xe M, C*® en (x, y), dont toutes les dérivées de tout ordre en xe M,
yeR? sont bornées et qui possédent la propriété suivante:

Introduisons m mouvements browniens indépendants w;, et considérons la
solution de 1’équation différenticlle de Stratonovitch:

dxy(xq,8)=¢ Z X;(xg, x,(xq,8)) dw; +82X0(x07xs(x058)) ds
i=1

217
Xo(x0.8)=0.
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Alors x,2(x,) a méme loi que x, (xg, £).

Remarquons que, contrairement a la construction intrinséque du Brownien
sur M [B.3], on considére ici un Brownien (w, ..., w,,), m pouvant étre strictement
plus grand que d. Aussi, quitte a adjoindre des Browniens w, supplémentaires, on
peut supposer que les d premiers champs de vecteurs X;(x, y) 1 i< dsont pour
tout y de RY 2 valeurs dans IR¢, et que les champs de vecteurs X, (x y)i>dsont
nuls si y n’appartient pas a un certain voisinage de 0 dans RY. M étant compacte,
on peut supposer que ce voisinage ne dépend pas de x.

Gréce 4 ce changement de carte exponentielle, la mesure de Lebesgue sur R7en
x =0 coincide avec la mesure riemannienne en x sur M.

Essayons maintenant d’interpréter les quantités figurant dans (2.15).

¢ (x, y) s’interpréte comme une fonction C*® de M x R7dans [0,1], égale 4 1 sur
un voisinage assez petit de M x {0} et nulle en dehors d’un voisinage assez petit de
M x {0}.

Pour interpréter les opérateurs de transport paralléles, nous avons besoin
d’introduire quelques notions. Notons A » p Lensemble des applications /inéaires
de R? dans I'espace des matrices complexes a p lignes et p' colonnes.

Considérons une courbe différentiable sur M issue de x,: notons-la A,. Soit
75.5(h) lopérateur de transport paralléle suivant 4, associée a la connexion de
Levi-Civita: 7 (k) s’interpréte comme une matrice a d lignes et d colonnes.

Quitte a choisir convenablement la famille de plongement y — . (y), on peut
trouver une application (x, y) - 4 (x, ) C* de M x R?dans M ,pour que 75 ; (h)
soit la solution de [équation linéaire suivante:

dts,s(h) = — (A5 (x, hy) dhy) s, (B) . (2.18)

On peut aussi supposer que les dérivées de tout ordre en (x, y) de Ag(x, y) sont
bornées (cf. [L1] p. 387 pour plus de précisions).

Appliquons le principe de transfert de [B.3] et [I.W]: le transport paralléle pour
la connexion de Levi-Civita suivant la trajectoire de x,(x,,&) vérifie 'équation
linéaire de Stratonovitch:

d‘cS,s(xo’S) = _—(AS (x05xs(x0: 8)) dxs(x078)) TS,s(x07 8) . (219)

Considérons maintenant ['opérateur du transport paralléle associé a la
connexion 4; notons-le 7, (/). C’est une matrice a dim & lignes et dim ¢ colonnes.
On peut trouver une application (x, y) — 4, (x, y) de M x RR?dans M Zdime> C%
en (x, y) et de dérivées de tout ordre bornées, telle que 7, (%) soit la solution de:

drg () = — (A (x, hs) hsds) T (h)

(2.20)
Te ()= 1Id.
Le principe du transfert implique:
th:,s (XO > 8) = (Ai(XOJ Xs (XO > 8)) ’ dxs(x07 8)) T{,s(xov 8) - (221)

Posons:
’{S('x()’e) = TS,s(xO>8) ® T@,s('x078) (222)
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et posons:
21
ky(xg,8)=exp li—~ [ K (x,(x0, ) ds] (2.23)

Gréce au plongement, y — y,(y), L, s’interpreéte comme une application C*
enxeM,yeR7(x,y)— L(x,y)a Valeurs dans I’espace des applications bilinéaires
de R?xIR“ dans I’ensemble des matrices complexes & dim¢ lignes et dim¢&
colonnes.

Introduisons une base orthonormée e; de R%. Considérons la solution U (xg, &)
de I’équation

dU(xq,¢) = U s(X0,8) Y ee;® 1z (x0,8)
i< (2.24)
L (x,x,(xq,8)) (ts,5(x0,€) €, Ts,5(Xg,8)) ej) T¢ (X0, 8) ds.

Moyennant le changement de coordonnées donné par y -y, (»), (x,2(x;),
kg2 (%), 52 (Xo), Up2 (X)) @ méme loi que (xy (X, &), ky (%o, ), T4 (X0, €), Uy (X0, €))

Or (2.18), (2.20) et (2.24) sont des équations linéaires: de plus dans (2.17),
les champs de vecteurs X; ont des dérivées de tout ordre bornées en xe M et
yeR? - x;(x,,8), ky (Xg,€), 7, (Xq,8) et U, (x,,¢) vérifient donc I’hypothése H,,
I’ensemble des paramétres A4 étant la variété M. Notons n la projection
orthogonale de IR? sur R?,

De plus, 7 (x; (x4, ))/e considéré comme variable aléatoire dans R4 vérifie les
hypotheses H, et H, car

1

m 1
m(x, (xg,€)/e) = -;1 (f)nXi(x, Xs(Xg,8)dw; + ¢ g Xy (x, x,(x0,8)ds, (2.25)

et car sur un voisinage de y =0, les champs de vecteurs 7 X;(x,0) i < d engen-
drent R4,

Donc 7 (x, (x4, £)) possede une densité sur R notée p’ (x,,¢, y), C* en x e M,
>0, yelR4

Si £ est une section de S ® ¢, a support inclus dans un voisinage assez petit de
Xo, ON a:

exp | 25| e

= E[p(xo, X1 (x0,8)) ky (x0,8) Uy (x0,8) 71 ' (x0,8) h(x;(xg,8)]  (2.26)
= Efp(xg, %, (xq,8) ky (x0,€) Uy (x4,8) 71 (x5, 8) h(7mx; (%0, )]

car si x,(x,, &) est assez proche de 0, on a x;(xq,&) =nx,(Xy,8).

Comme 7x,(x,,¢)/e vérifie H,, le calcul de Malliavin [K.S.1] implique que
82 2

exp se représente au voisinage de x, (ici x, est identifi¢ a 0) par un

2
noyau C*® Q. (x,,y) d’opérateurs.
De plus, on a:

Q. (xg,%0) = E[p(x, %1 (X0,8)) k( (X0, 8) Uy (x0,8) 71 ' (Xo,8) |

.27)
m(x;1(x0,€) =01 - p'(x0,¢,0).
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Donc

Try Q. (x4, X0) {2.28)
=p'(x0,&,0) E[p(x, X, (X0, ) ky (X0, ) Trs{U, (xo,8) 71 * (X0,8)} | 7 (x; (0, ) =0]
Revenons a la mesure u, (x,). Elle s’interpréte comme la mesure sur R4 u (x4, ¢)
définie par:
S E[f(m(x1(x0,€) ¢ (x0,X1(X0.8)) ky (X0, )
 Tro{U; (x058) 71 H(Xg,8) 71 (X, X1 (X0, N}

Si le support de ¢ est assez petit, elle posséde une densité car 7 (x, (xg,€)'/¢)
vérifie H,.

Cette densité §(xq,6,y) est C* en ¢>0, xoeM, yeR% De plus si
9 (xg, %1 (x0,8)) 0 et si w(x;(xg,8)) =0, 7, (xo,x;(x0,8) = Id(;(x, y) désign-
ant 'opérateur de transport paralléle le long de 'unique géodésique reliant x a y).

g (xq,¢,0) (2.30)
=p'(x0,8,0) E[p(xq, x; (x0,8) k1 (X0, 8) Trs{U1(xo,3)Tfl(x093)} |7 (x(xo,8))=0].

Par suite G (x,, ¢, 0) s’identifie a g (xg, &, xo) et d Tr, O (xg, &, Xo). Il ne reste plus
qu’a appliquer (2.6) pour conclure.
Incidemment, on a démontré la proposition suivante:

(2.29)

Proposition I1.1. Considérons une sous-variété M de R?. Supposons-la compacte et
munie d’une structure de variété riemannienne. Soit V un fibré vectoriel sur M, et soit
A" le laplacien horizontal associé & une connexion arbitraire sur V.

1l existe un Brownien m-dimensionnel et un processus zo(x,&, w) sur V, issu de
ve V, qui posséde les propriétés suivantes:

(1) z,(v,&,w)est C* au sens ordinaire en (x, &) et C* au sens de Malliavin en w.

(i1) Pour tout entier j,j', i, tout multi-indice (), (&), tout p > 1, et tout compact

KdeV:

0w 5 ia(a’) aj’

0@ 37 © 8p@ g 1 (x, 2, w)

p
ae[OS..Ill]pxsX E|: ] <0 (231)

(iil) zo(x,&,w) est une réalisation du mouvement brownien horizontal sur V
associé a (g2 4)¥.

On vérifie facilement que ([D.F.N.] tome 1, p. 288)

Ry (r.2)= @iy (xo» 0)zy> - (%ﬁ (x0,0) 7 z>. 2.32)

HI. Le theoreme d’Atiyah-Singer

La proposition précédente nous permet de nous ramener a I’étude de la densité en
0 de la mesure u(x,,¢) sur IR%

S = Elp(xe, %1 (X0, 8) k1 (x0,8) V(Xq,8) f(7(x;(xg,8))] (3.1
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avec
V(xO s 8) = Trs {Ul (x09 8) Tl_ ! (x07 8) T1 (x07 xl (-XO 2 8))} . (32)
L’idée est d’appliquer le théoréeme 1.1 en posant:
F(XO:S) =X ('X-O"g)/8 N
J(xq,8) =k (X0,8) 9(x0,x1(X0,8) V{xg,8)-
F(x,,¢) vérifie clairement H, et H,. J(x,, ¢) vérifie aussi H, . Il ne reste donc
qu’a vérifier H;.
Les calculs sont trés semblables a ceux de [Az.2] ou 4 ceux de [B.1], 4 la
différence prés qu’ils ne sont pas intrinseques.

(3.3)

dd—1)

Considérons un mouvement brownien 7, a valeurs dans l'espace R 2
indépendant des browniens initiaux w,. P désigne la mesure de Wiener associée.
L’introduction de ce mouvement brownien, due & Bismuf, va nous permettre
de séparer dans V(x,,&) la contribution du fibre auxiliaire & et du fibré
des spineurs S;

@-1

Comme R 2 ¢’identifie 4 ’espace des matrices antisymétriques, 7, est aussi
un brownien a valeurs dans I'espace des matrices antisymétriques.

Notons P, la loi du processus gaussien

d
0nx,(xq,0
ZS(XO): Z Xi(x()ao)wi,sz 6(80 )y
i=1

conditionnée par le fait que Z,(x,)=0. Z,(x,) est donc un pont brownien &
valeurs dans R<
Introduisons la solution S,(x,, ¢, S) de 'équation différentielle d’Ito:

2
38,(xo0.5,S) = =% Si(x0.8.5) ¥ ere; 5777
= (3.4)
So{x6,6,8)= IdeD.
S;(xq,¢, 5) est un opérateur agissant sur la fibre de S au-dessus de x,.
On peut définir aussi un endomorphisme de la fibre de & au-dessus de x, qui

soit la solution de:

5St (x0383 5)
=8, (x9,¢¢) Z Taf—,é(xo,a) Lxs(xo,s) (Tg,s(xm&') €, Té’s(XO) g)ej)
i<j
) fﬁ,s(xot'g) 5)75’j SO (x0>é, é):Idxo‘ (35)

Notons R, le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita associ€e d la
métrique riemannienne [D.F.N.]. Z,(x,) est un vecteur tangent & la variété M en x,,.
Donc R, (dZ,(x,), Zs(x,)) est une matrice antisymmétrique. On peut donc définir
son pfaffien. En effet, si 4 est une matrice antisymétrique, elle s’identifie & un
élément de 47 (RY).

Par définition le pfaffien satisfait a:

At
m=Pf{A}e1/\.../\ed (3.6)

sid=21
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a(
de 3.0

1 _[o®
4 E[aa(d) J(x0,0) | F(x0,0)= O:l

Proposition I1.1. Sij<d, J(x4,0)=0, De plus,

o (3.7
= pr{ =5 ([ Rot@z00. Zi) )} 175, 00,0.0) |

Preuve. Comme nous l’avions annonceé, le brownien auxiliaire §, permet de
séparer le role des deux fibrés. En effet, d’aprés la formule d’Ito, ([B.1], 3.16), on a:

UI(XO,S)zEF[SI(XO,E,S)®S1(X0,8,é)] (38)
et donc:
V(x0>8) = EF[Trs {Sl(xm é, S) TS_,} (x038)
’ Ts,l(XOax1(x075))} Ty {Sl(Xo,Saf) Q‘,f(xoﬁ) (3.9
’ T<§,1(Xo=x1 (XOs'ﬁ))}]
car

Trs{(Sl(x09£> S)®S1 (XO,E,é)) Tl—l(xoﬂg) Tl(x07x1(x0>8)}
= Trs{Sl(XOﬂg’ S) ‘[ii(xo’g) fS,I(XO:)CI(-XOﬁg))} (310)
’ T”{S1(xo><°»sf) T{i}(xme) 75,1(x0sx1(x0,5))}~

Or les valeurs de x, (x4, &) qui sont trop éloignées de x, disparaissent grice a
'adjonction de la fonction troncatrice ¢ (x,, x, (X, €)). Ceci va justifier les calculs
suivants.

Pour la mesure de Wiener P, k(x,,¢) tend vers 1 presque slirement quand
e—=0. ¢ (x4, x;(xq,¢)) tend aussi presque slirement vers 1.

Pour la mesure P® P

y_{% Tr{S;(xo,¢,&) T;}(xo,f) Tg1 (%0, X1 (X0, E))} = Tr {S;(x0,0,¢)} . (3.11)

Evaluons maintenant:

21}}8 Trs {Sl (x078: S) fSii(xO’g) z-S,I (xoaxl (xoog))} . (312)

A cette fin, on voudrait utiliser le résultat suivant ([B.1], th. 1.5): soit un chemin
C* ¢— h,a valeurs dans le groupe des spineurs, égal 4 I en 0. A, est un élément de
'algebre de Lie de G en I, ¢’est donc une matrice antisymétrique dont on peut
calculer le pfaffien. Comme /4, agit sur S en conservant S* et S~ on peut calculer
sa supertrace, et 'on a:

hma "Tro{h} =i' Pf{h,}. (3.13)
Malheureusement, on ne peut appliquer directement ce résultat a (3.11), car

Sy (xq, ¢, §)n’appartient pas au groupe des spineurs, étant donné par une équation
d’Ito. Aussi introduisons la solution de I’équation de Stratonovitch:

dR (xg,€,8)=— R s(X0.8,8) Y ee;diii. (3.14)

i<j



132 R.Léandre

L’intégrale de Stratonovitch ayant un caractére intrinséque, R, (x,, ¢, S) estun
élément du groupe des spineurs. De plus, on a la formule:

60,6 9)= o0 | + 94D o4 | By ra.0.5) (315
qui provient du fait que (¢;e;)* = —1si i <.
(3.12) revient désormais a calculer:
.1 _ ,
21_{% P Tr{R;(xg,¢,S) TS,}(xoﬁ) 75,1 (X0, X1 (X0, 8))} - (3.12)

Or e>h,= R (xg,&8) 751(x0,8) 75,1 (X0, x((x0,¢)) est un chemin C* a
valeurs dans le groupe des spineurs.

Supposons que x;(x,,&) est assez proche de x,, de fagon & ce que
@ (xg,x1(xo,€)) soit non nulle. Puisqu’au voisinage de x,, nous sommes en
coordonnées exponentielles, nous avons:

dts (X, x1(Xg, €)) (3.16)
= — (A5 (X0, 5%, (x0,8) X1 (Xg,8)ds 75 5(xq, X1 (X, 8)) Ts,0 (X0, X1 (X0, €)) = Id

car I'unique géodésique reliant x, & x,(x,,&) est dans notre systéme de
coordonnées la courbe s — sx, (x,, &).

De plus A (x,,0) =0, car les symboles de Chritoffel sont nuls en 0, puisque
nous sommes en coordonnées exponentielles. Donc,

2

0 0
7,1 (0. 1 (¥, 8)) = Id — (0 (x5, 0) - (xo,ox%(xo,m)ﬂ(e)z. (3.17)
0x,
Or W(XO,O) =7Z,{x,). Donc

4510, 2) == (000,00 2,00 2350 ) =0(e). 19

Appliquons maintenant le principe du transfert de [B.3] ou [ W]. 7 ((x,, &) est
donné par 'équation différentielle stochastique:

dTS,s(x07£) = _(AS (x07xs(x058)) dxs(x078)) TS,s(x098) TS,O(XOﬂg) - Id (319)

Comme x,(x,,0) =0 et comme 4,(x,,0)=0, on a:
o100 = 6 (S 50,00 2 (7001 (52 (5000 ) 060 620
Or %)éf (xg,8) = Z,(xy), et la formule d’Ito-Stratonovitch montre que:
L [(0Ag
{55 0.0 2,00 a2, (3.21)
[¢]

—(MS (x0.0) Z; (o), Z<x0)> f(ai X0, 0) dZ,(xo), Z<xo))
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11 résulte alors de la formule (2.32) que:

Ts,1(X0, &) (3.22)

2 2

1
— 1+ R @2, Zis) = (G (.00 24000 20050) ) = o)

et donc que
75,1(%05¢) (3.23)

14 g2 . g2 (0Ag 5
=1 TRZ,00. Z,0) + (52 600 Zie0) 240 ) 067
O

De (3.14) il résulte que:

. 2 P
Ry (x0,8 $) == T ese; 17+ 0(e). (3.24)

i<j

Dans (3.18) et (3.23), les termes %j}—s (x0,0) Z,(x0), Z,(x,) disparaissent. De

plus 7, s’identifie & une matrice antisymétrique que nous noterons encore 7, .
(3.23), (3.18), (3.24) et (3.13) impliquent que:

.1 -
lg% P Tro{Ry(x0,8,8) 75,1 (X0, ) 75,1 (X0, X1 (X0, 8))}

—or {5 (i Rz 2000 ) (3.25)

Revenons maintenant a la formule (3.3). F(x,,0) = Z, (x,) est une gaussienne

non dégénérée de covariance ;. Donc sa densité en 0 est égale a (]/%)‘d. Dans
(2.16), on peut donc écrire:

q(xp,0,x0) (3.26)
. 1
_EPaet [Pf{—é (ngouzs(xo), Z.(xa) + /)} 78, (xo,o,é)]

ce qui était le résultat du théoréme 3.10 de [B.1].

Pour exprimer I'indice a I'aide des invariants topologiques de la variété, nous
n’avons désormais qu’a suivre [B.1] pas & pas. Aussi ne ferons-nous que rappeler
les grandes étapes du calcul et les notions cohomologiques nécessaires a sa
compréhension ([D.F.N.] [K.N]).

Considérons un fibré principal Z -*> M sur une variété de dimension d, de
groupe structurai G d’algebre de Lieg. On dit qu’une application k linéaire /
gx...xg—C appartient & [, (G) si elle est invariante par Iaction de G. Par
exemple, si G = GL,(R), ’algébre de Lie de G est 'ensemble des matrices carrées,
I’application trace appartient a [,(G) tandis que l'application déterminant
appartient a I,(G).
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Introduisons une connexion w sur ce fibré, a valeurs dans ’algébre de Lie g de
G, de tenseur de courbure Q. Si fe I, (G), considérons la 2 k-forme extérieure (¢),,
définie par:

1
(pm(f) (Xls e XZk) :AQF chf(Q(Xa(l)a Xa(Z))v e Q(XG(Zk—l)a Xo—(Zk)))>
(3.27)

la somme étant prise sur les permutations ¢ de {1, ..., 2k} dont on note la
signature ¢, . La remarque essentielle est que si ’'on change de connexion w, ¢, (f)
ne varie que dune 2k forme exacte. On peut donc définir la classe de cohomologie
de ¢, (f) sans aucune ambiguité. L’application ¢ de I, (G) dans le 2k*™ groupe de
cohomologie s’appelle 'homomorphisme de Weil.

On peut étendre ¢ de la fagon suivante, en introduissant I(G) = ) I,(G): fest
k=0

dans I{G) si f s’écrit 2 £y, fi € [, (G). Dans cecas, ¢, (f) = X ¢, (f), la somme étant

en réalité finie car il n’y a pas de formes extérieures non nulles de degré > d.
Considérons maintenant quelques exemples: supposons que G= SO (d);

I’algébre de Lie g est donc 'ensemble des matrices antisymétriques. Si 4 est une

matrice antisymétrique, 4 se décompose dans une base orthonormée directe en

0 ; . ,
bloc de la forme . )(C)‘ . L’ensemble des x; intervenant dans cette décompo-
A
sition reste invariant si on change de base orthonormeée directe. Le Pfaffien de 4
l

est égal a ] x;, si d=2/, comme c’est le cas dans cet article. C’est un polynéme
i=1

homogéne symétrique en les x;: par polarisation, on en déduit une application f de

I(G). 9,(f) est donc une d-forme associ¢e a une classe de cohomologie ¢ (f).

C’est la classe d’Euler qui intervient dans le théoréme de Gauss-Bonnet.

1 El‘ 1
. 1 2 . .
Si on considére [[ ——~ au lieu de ] x;, on obtient une autre classe
=1 g (% > i=1
1
. x;, 1 L .
caractéristique: en effet, [] —21 —— est encore une application invariante par

2

changement de base orthonormée directe: si on la développe en série enticre, elle
s'€crit Y. f,(4), chaque f, étant un polynéme homogéne de degré k symétrique en
k

les x;. On en déduit par polarisation un élément f, € [, (SO, (R)). Y ¢ (f,) définit
k

donc une classe de cohomologie, appelée classe d’Atiyah-Singer. Si M est une
variété riemannienne munie d’une structure spinorielle, et si G est le groupe des
spineurs, on peut procéder comme ci-dessus pour le fibré des spineurs sur M, muni
de la connexion de Levi-Civita .

Y 9, (f) est alors le genre d’Atiyah-Singer associé a la métrique riemannienne.

k -
Nous le noterons A.
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Rappelons enfin la définition du caractére de Chern d’un fibré: considérons un
fibré complexe ¢ de groupe structurel GLg;, . (C). L’algebre de Lie est 'ensemble
des matrices carrées a dim & lignes et dim ¢ colonnes. Si A est dans I'algébre de Lie,
I’ensemble de ses valeurs propres x; est invariante par changement de base.

Considérons I'application f: 4 - exp [z’ %J = Trexp [z’ %J Elle se développe

en une série entiére Y. £ (4), chaque f, étant un polyndme homogéne symétrique

de degré k en les xilf Le caractére de Chern & noté ch& est donc la classe de
cohomologie de ¢,(f), @ étant une connexion complexe arbitraire. Si on
spécialise le role de la connexion w, on obtient une forme ch,, ¢.

Une remarque essentielle pour la suite est que toutes les formes obtenues par ce
procédé sont de degré pair. Or lalgébre des formes de degré pair est commutative.
En particulier, si B est une forme de degré pair, on peut poser:

k fois
et N

exp B = ;0 B*A'k—'!“—ﬁ (3.28)

k
la somme étant en réalité finie. Comme ['algébre est commutative, on a:
exp(B+B)=expBArexpB =ecxpB AnexpB. (3.29)
d
Enfin, on dira que B= B’ si les deux formes extérieures ont mémes

composantes de degré 4.
On peut alors énoncer le:

Théoréme 111.2 (Atiyah-Singer).
IndD*={AA<h,¢. (3.30)
M

Preuve. On a déja vu (2.16) que:
IndD* = | g(xq,0,x0) dx,. (3.31)
M

(3.6) et (3.26) impliquent que:
q(x0,0,x0)dx, (3.32)
= EPox? {exp [*- ﬁ @ R, (dZ,(x0), Zs(x0)) + ﬁlﬂ Tr S, (%o, 0, 5)} .
De (3.29), on tire que:
oxp| — g (1 Res@. 00, Zi50) 47, )|

i

=exp [_Z% <£Rx0(dZS(xo), Zs(xo))>} A exp[ in 71:|. (3.33)
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Or Z(x,) et 7, sont indépendants. On a donc:

£ exp | — ([ R0z Zis) 74 ) | 77515.0.0)
.1
= EPo I:exp [_ZZE g R, (dZ,(x,), Zs(xo))ﬂ (3.34)

NEP [exp [—ﬁ yn} T, (0, 0, é)]

Ceci permet de séparer la contribution des deux fibrés.
Si on applique la formule d’Aire de Paul-Levy ([Y]), on reconnait dans

EPXO [exp [_21% ngO (dZs(xo)i ZS(XO))i|j|

le genre d’Atiyah-Singer 4 (R,,).
Le calcul d’Ito permet de reconnaitre dans

Eﬁ I:exp I:"ﬁ }71] TrSl (xoa 0: é):l

le caractére de Chern pour le fibré & par rapport a la connexion A.

S. Watanabe posséde pour la formule de Gauss-Bonnet et le théoréme de
Hirzebruch une démonstration analogue ([I.W.1]), ce sont des cas particuliers du
théoréme précédent (JGi], [B.1]).
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