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Sur le th6oreme d'Atiyah-Singer 
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R6sum6. On donne une version simplifi6e de la d6monstration probabiliste du 
th6oreme de l'indice pour l'op6rateur de Dirac, donnde par J.M. Bismut. Au 
lieu d'utiliser la construction du mouvement brownien au moyen du fibr6 des 
reperes, on utilise la construction de Schwartz en plongeant la vari6t6 ambiante 
dans un espace vectoriel de dimension plus grande. On 6vite aussi l'utilisation 
de la d6composition de l'espace de Wiener en deux utilis6e par J.M. Bismut, le 
calcul des variations stochastiques 6tant notre outil principal. De ce fair, on 
perd la relation avec la cohomologie de l'espace des lacets. 

Summary. We give a simplified version of Bismut's probabilistic proof of the 
index theorem for the Dirac operator. By using Schwartz's construction of a 
Brownian motion over a manifold, we expect to give a simpler approach to the 
computations of stochastic geometry. Our main tool is the calculus of 
stochastic variations, rather than the splitting of the Wiener space into two 
pieces. For that reason, we loose the relation with the cohomology of the loop 
space. 

Commengons par rappeler quelques 616ments fondamentaux de la th6orie de 
l'indice (il est possible de regarder [Gi] et les r&6rences incluses darts [Gi] 
pour plus de d6tails). Consid6rons une vari6t6 M d'616ments g6n6riques x 
riemannienne compacte, et E+ deux fibr6s hermitiens sur V (c'est-/t-dire deux 
familles d'espaces vectoriels E+x d6pendant de fagon C ~ de x). Soit L un 
op6rateur elliptique appliquant les sections de E+ sur les sections de E_ : la th6orie 
g6n6rale nous dit que c'est un op6rateur de Fredholm. On voudrait calculer son 
indice d i m K e r L - d i m C o k e r L ,  et si possible en fonction d'int6grales sur la 
vari6t6 M contenant des expressions construites/t partir de L localement. Acette 
fin, on se famine au moyen de toute une proc6dure alg6brique au cas d'une vari6t~ 
riemannienne orientable spinorielle et au cas off L = D+ est l'op6rateur de Dirac 
tordu agissant sur le fibr6 des spineurs tensoris6 par un fibr6 auxiliaire hermitien: 
E+ = S+ | 4, E_ = S_ | 4, ~ est le fibr6 auxiliaire, D est l'op~rateur de Dirac 
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agissant sur E+ | E_ ,  D+ est la restriction de D/t  E+, D_ est celle de D/t E_ ; D+ 
applique E+ sur E_,  et D_ E_ sur E+ et sont mutuellement adjoints. 

Rappelons le principe de la m&hode de la chaleur: puisque D§ et D_ sont 
adjoints l 'un de l'autre, on a 

I n d D + = T r e x p I - a 2 D 2 D + l - T r e x p l - e 2 D ~ D -  1. (0.1) 

J et exp L--e ~ J  sont repr6sent6s par des noyaux 
L ~ 

Q + ix, e, y) et Q - (x, e, y). Q + ix, e, y) est un op6rateur qui applique un spineur > 0 
au-dessus dey  sur un spineur > 0 au-dessus de x, et qui d6pend de fagon C ~ de x et 
de ye t  Q - (x, e, y) un op6rateur lin6aire qui applique un spineur < 0 au-dessus de y 
sur un spineur < 0 au-dessus de x. La formule principale est alors: 

IndD+ = S (TrQ+(x,e, x) - TrQ-(x,e ,x))da(x)  
M 

= S rrs Q ix, x) do-ix), 0.2) 
M 

do- (x) d6signant la mesure riemannienne sur M. 
Par des r6sultats g6n6raux d'analyse, on sait que: 

(0.3) 

) 
La formule (0.2) nous montre que 

ai + (x) do- (x) = ~ a~- (x) do- (x) (0.4) 
M M 

pour i < d. I1 reste donc / t  calculer ~ (a2 (x) - a2 (x)) do-(x). Mais en fair il se 
M 

trouve que pour un op6rateur de Dirac on a mieux que les annulations globales 
i0.4): en effet, a~-(x)=a~-(x) pour i <  d, et l 'on peut calculer explicitement 
a + (x) - a2 (x) ([ai]). 

M. Atiyah et E. Witten ont remarqu6 que la formule de l'indice 6tait li6e ~t la- 
structure de l'espace des lacets sur la vari6t6. J.M. Bismut a donn6 une version 
rigoureuse en utilisant une repr6sentation stochastique ad6quate du semi-groupe 
de la chaleur [B.]]. Grfice ~i une tr6s bonne approximation de la loi du brownien, il 

~ " / - e S /  ~ o .  I1 est/t  noter que cette peut 6valuer la super-trace de exp quand e 
L - -  J 

m6thode est la plus proche des formules de localisation de Berline-Vergne [B.6, 
B.7]. Ses calculs sont fond6s sur un th6or~me des fonctions implicites et la th6orie 
des grandes d6viations [Az. 1]: ils constituent aussi une tentative pour expliquer 
pourquoi la m6thode de la chaleur marche pour certains op6rateurs. 

R. Azencott a donn6 ensuite une nouvelle m6thode bas6e sur un m61ange de 
l'analyse et des probabilit6s [Az. 2], off la relation avec l'espace des lacets disparait 
(il est / t  noter que l'esprit de cette m6thode est le m~me que celle sugg6r6e p a r  
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T.E. Duncan, qui est sans doute le premier auteur fi avoir pens6 qu'il existe un 
rapport entre la th6orie de l'indice et les probabilit6s [Du]). 

L'objet de cet article est de donner une nouvelle m&hode probabiliste qui 6rite 
l'utilisation du pont brownien et l'usage de la th6orie des grandes d~viations. Elle 
reprend les principes donn6s dans [L] et qui sont utilis6s entre autres pour estimer 
la densit6 en temps petit d 'une diffusion d6g6n6r6e. Toutefois, la relation avec 
l'espace des lacets disparZt dans cette m&hode. Ceci 6tant, les calculs de 
g6om~trie stochastique sont fi quelques variantes Was calqu6s sur ceux de [B. 1]. 

Nous remercions D. Bennequin pour l'aide qu'il a bien voulu nous accorder. 

I. Le  l e m m e  probabUiste  essent ie l  

Consid~rons un mouvement brownien m dimensionnel ( Wl , . . . ,  win), e un 
paramatre appartenant fi [0,1] et 2 un param&re appartenant fi un ouvert A 
relativement compact de IR k ou ~i une vari6t6 compacte. 

Consid6rons une fonctionnelle brownienne F(2, ~, w) fi valeurs dans IRd. On dit 
qu'elle v~rifie l'hypoth~se H1 si elle poss~de les propri6t6s suivantes: 
- elle possade une version C ~ en (2, e) 
- elle et toutes ses d6riv~es en (2,~) sont Coo au sens de Malliavin [K.S.1] 

pour tout entierj, tout multi-indice (~), la d~riv6e iame au sens de Malliavin de 

#co) 02(~ ) F(2, e, w) poss6de une version Coo en (2, e). On notera cette d6riv6e i ~me 

�9 0~ ~(=) 
D ~ O~(S ) ~72(~) F(2, ~, w) 

- pour tout entierj, tout entierj ' ,  tout entier i, tout multi-indice (~) et (e'), on a 
pour tout r6el p > 1 : 

[ ~(~) (~(j) Di 0(~') 63(j') Pl 
Sup E 8x(~ ) 8eoH 8x(~, ) 8eo, ) F(2, e, w) < C(p) < oo. (1.1) 

ee[0,1],2r 

On dira que F(2, e, w) v6rifie H2 si pour tout entier p > 0, 

Sup E [ l ( D F ( 2 , e , w ) , D F ( 2 ,  e , w ) ) - l l P ] < C ( p ) < o o ,  (1.2) 
e E[0, I], ,r 

(DF(2,  e, w), DF(2, e, w)) dasignant la matrice de covariance de Malliavin [K.S. 1]. 
Consid~rons une autre fonctionnelle J(2, e, w)/t valeurs darts IR, qui v6rifie 

encore H 1 . On dira qu'elle v6rifie H s si pour tout j < d, 

c3(J) 
Oeu) J(2, 0, w) = 0. (1.3) 

Notons # (2, e) la mesure sur IRd: 

f ~ E [f(eF()o, e, w)) J(2, e, w)]. (1.4) 

Le <<th~or6me d'Atiyah-Singer>> probabiliste est alors le suivant: 

Th~or~me 1.1. Supposons que F(2, e, w) v4rifie H 1 et H2 , et que J(2, e, w) v4rifie H I 
et H 3 . 
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S i e  > 0, ~ (2, e) posskde une densitb q (2, e, y) C ~ en e > O, 2 ~ A, y ~ IR a. 
De plus la loi de F(2, e, w) possOde une densitk p (2, e, y) C ~ en e > O, )~ e A, 

y 6IR~. 
Enfin, on a uniformdment sur tout compact de A: 

~-~01im q (2, e, 0) = ~1 _[ 8 (d) ] E | ~ C a y J ( 2 , 0 ,  w ) F(2,0 ,  w ) = 0  p (2 ,0 ,0 ) .  (1.5) 

Preuve. Elle est tr6s semblable/t  celles de [L]. 
Le fait que q (2, e, y) existe sie > 0 et est C ~ en e > 0, 2 ~ A, y e IRd r6sulte du fair 

que ( D  (eF(e, 2, w)), D (eF(e, 2, w)) ) = e 2 (DF(e,  2, w), DF(e, 2, w)) qui est inver- 
sible si e > 0 fi cause de Hz,  et du calcul de Malliavin. 

Introduisons la mesure de Dirac en 0 sur IRd not6e c~0, et une suite f~ de 
fonctions Coo de IRd dans IR, ~t support compact, tendant au sens des distributions 
vers 6o. 

Appliquons le deuxi6me principe de normalisation [L]. On a: 

q (2, e, 0) = lim E [f~ (eF(2, e, w)) J (2, e, w)] 
n- -~  oo 

= lim E[f ,  (V(2, e, w)) J(2,  e, w)/ed]. (1.6) 
n ---~ oo 

Or F(2, e, w) v6rifie H 1 et J(2,  e, w)/e d v6rifie H 1 car J(2,  e, w) v6rifie H 3. 
Comme F(2, e, w) v6rifie H2, il r6sulte du calcul de Malliavin [K.S.1] que la 

mesure/7 (2, e) d6finie sur IRa par: 

f--* E [f(F(2,  e, w)) J(2,  e, w)/~ ~] (] .7) 

poss6de une densit6 Coo en e > O, 2~A ,  ysIRd. Notons  ~(2,e ,y)  cette densit& 
De plus la loi de F(2,  e, w) poss6de aussi une densit6 Coo, not6e p ()~, e, y): ceci 

r6sulte du calcul de Malliavin. 
De plus, on a s ie  > 0 

q (2, e, y) = E [J(2, e, w)/e a I F(2, e, w) = y] p (2, e, y) .  (1.8) 

Or d'apr6s (1.6), ~(2, e, 0) = q(A,t, 0). 

Remarque. En fait, nous n'appliquerons ce r6sultat que dans une situation bien 
pr6cise, off l 'on peut aussi bien appliquer le formalisme plus 616mentaire de [B.2]. 
Toutefois la m6thode que nous utilisons ici poss6de l 'avantage de mieux montrer 
l'encha~nement des 6tapes dans la d6monstration. 

II. Generalites geometriques 

Nous ne ferons que rappeler les pr~liminaires n6cessaires, nous bornant/t  renvoyer 
fi [Gi] ou [B.1] pour une 6tude plus approfondie. 

Consid6rons une vari6t6 riemannienne compacte orient6e M de fibr6 des rep6res 
orthonorm6s directs N ~ +  M. On suppose qu'elle est de dimension pa i red  = 2l. 

Introduisons le groupe des spineurs G ~+ SO (d), rev&ement universel du 
groupe des isom&ries SO (d). Supposons que la vari6t6 M soit spinorielle: il existe 
un fibr6 principal N de groupe structurel G, de projection ~, tel que 5 = ~z o 6. 



Sur ]e th6oreme d'Atiyah-Singer 123 

Appelons C (M) le fibrO de Clifford de M: au-dessus de chaque point x de la 
variOt~ initiale M, on construit l'alg6bre de Clifford associOe fi la m&rique rie- 
mannienne en x. Si l 'on complexifie C(M), C(M) s'identifie fi un fibr6 vectoriel 
complexe sur M dont  la fibre en x est une alg~bre de matrices agissant sur un 
espace complexe Sx au-dessus de x. Consid6rons le fibr6 S associ6: on l'appelle le 
fibr6 des spineurs. I1 se d6compose en la somme de deux fibr6s S § et S - .  

Si l 'on considOre un vecteur de l'espace tangent en x/t  la vari6t~ M, il s'identifie 
~t un ~l~ment de la f b r e  de C (M) en x, et donc ~t un 616merit de l'algSbre de matrices 
sur Sx: ainsi consid6r6, il permute par multiplication S~ + et S~-. 

Notons  e(x) ce vecteur: s'il est de norme ], il s'identifie fi une symOtrie de 
l'espace tangent en x. 

Introduisons maintenant un fibr6 hermitien ~ de dimension k. Sur le fibr6 des 
repOres unitaires X de 4, de groupe structurel le groupe unitaire U(k), on choisit 
une connexion arbitraire A. Le fibr6 produit  N x Xest  alors muni de la connexion 
produit  de la connexion de Levi-Civita sur N e t  de la connexion A sur X. 

On note V l 'op6rateur de d6rivation covariante sur le fibr6 produit  S | ~ pour 
la connexion produit. 

Dans toute la suite, on notera F(Z) l 'ensemble des sections C ~ d 'un fibr6 Z 
au-dessus de M. 

Consid~rons un champ de repOres au voisinage d 'un point Xo de M; notons le 
ei (x) __< d. C'est donc une section locale de N, et par suite, chaque ei (x) est une 
section locale du fibr6 de Clifford C (M). 

Introduisons l 'op6rateur de Dirac D qui agit sur les sections C ~ de S | ~ par la 
formule: 

d 

D ( f |  g) (x) = ~ e i (x) Ve,(x) f (x)  | g (x) 
i - 1  

d 

+ ~ e i (x) f (x)  | V~ ~) g (x), (2.1) 
i = 1  

f 6tant une section de S e t  g une section de 4. 
<<A priorb> D d6pend dans la formule (2.]) du champ de rep&es choisi: 

toutefois, on v6rifie que si l 'on change de champ de rep~res, D reste invariant. 
De plus, c'est un op~rateur elliptique d 'ordre i qui permute F(S+| 4) et 

V(S-  @ b .  
Soit D + la restriction de D fi F(S+|  et D -  la restriction de D ~t 

r ( S -  | 4). 
F(S + | ~) et F(S-  | 4) h~ritent d 'une structure d'espace hermitien d6duite 

de la structure riemannienne initiale sur M e t  de la structure hermitienne sur ~. 
D § et D -  sont alors formellement adjoints Fun de l'autre. 
I1 s'agit de calculer: 

Ind D + = dim Ker D + -- dim Ker D - .  (2.2) 

Rappelons que cette quantit6 est bien d6finie, car D § est un op6rateur de 
Fredholm [Gi]. 

La m6thode de la chaleur [Gi] pour calculer Ind D § ~t partir des invariants 
topologiques de la vari6t6 M ([D.F.N.] tome 2) introduit le semi-groupe de Dirac 
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exp [ - t D  2] associ6 fi D 2, et utilise la relation suivante (voir [Gi] et aussi les 
r6f6rences donn6es dans ce livre d'introduction fi la th6orie de l'indice): 

IndD + Trr(s+|162 e2D2]  [ e 2 0 2 ]  = - Trr(s |162 exp , (2.3) 

exp 6tant un op~rateur qui applique F ( S + |  4) sur F ( S + |  ~), et 

r ( s -  | ~) sur r ( s -  N 4). 
82 

Le remplacement dans (2.3) de t par ~- sera motiv~ dans la suite. 

O r e x p [  e2D21 poss~de un noyau Q(x  o, e,y), C ~~ en xo~M,  e > 0 ,  y ~ M .  

Q (xo, e, y) d'une part applique la fibre de S + | ~ au-dessus de y sur la fibre de 
S § | ~ au-dessus de Xo. Et l 'on a la relation: 

exp h (x) = ~ Q (x, e, y) h (y) dy. (2.4) 
M 

Consid6rons un op6rateur as appliquant la fibre de S + | ~ au-dessus de x sur 
celle de S + | ~ au-dessus de x, et la fibre de S -  | ~ au-dessus de x sur la fibre de 
S -  @ { au-dessus de x. Appelons supertrace de as la quantit6: 

Tr~ Ox = Trs+| ~s - Trs- | as. (2.5) 

[ e2D2] auto-adjoint et des calculs standards I1 r6sulte du fait que exp est 
[Gi] que: 

I ndD+ = ~ Tr~Q(x,e,x)dx, (2.6) 
M 

dx 6tant la mesure riemannienne sur M. 
Le principe de la m6thode de la chaleur [Gi] consiste fi faire tendre e --+ 0 dans 

(2.6) pour obtenir l'invariant topologique associ6 gt D +. A cette fin, nous allons 
donner une interpr&ation probabiliste de Q (x, e, x). 

Or il y a un semi-groupe que 1'on salt ais6ment interprater stochastiquement 
[B.3]: il s'agit du semi-groupe associ6 au Laplacien horizontal sur F(S@ 4) qui 
agit sur f ~ F ( S |  4) par la formule: 

Anf(Xo)= ~ (17e,(xo)(Ve,(xo)f(Xo)))-- y, Vve,(xo) e~(so)f(xo) , (2.7) 
l<i<_d l<_i<_d 

(el (x), . . . ,  ed(x)) 6tant un champ de rep6res d6fini sur un voisinage de Xo. 
Consid6rons en effet un mouvement brownien x~ (Xo) sur la vari6t6 M, et rs (x0) 

le transport parall~le de Xo fi xs(xo) suivant la trajectoire de ce brownien. 
S i f e F ( S |  on a au sens de Stratonovitch [B.3], [I.W] 

dT~- t (Xo) f(x,(xo) ) = v21 (Xo) Vdx,(so) f (xs (x0)) . (2.8) 

Nous  donnerons un peu plus loin une interpr6tation moins intrinsbque de cette 
formule. 
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La repr6sentation stochastique du semi-groupe exp [ s 1 s'effectue grfice 
/t la formule suivante: 

e x p l  e22I~lf(xo)=E[r[~l(Xo)f(x~2(Xo))] ,  (2.9) 

le remplacement du temps t par e 2 &ant motiv6 par les calculs qui suivront. 
Or il existe une relation simple entre A ~r et D 2. 
En effet, consid6rons la courbure scalaire K(x) en x pour la connexion de Levi- 

Civita, et le tenseur de courbure L x pris en x pour le fibr6 auxiliaire ~. 
Introduisons l'op6rateur diff6rentiel d'ordre 0 C (on dit que C est tensoriel 

dans ce cas) qui applique la fibre de S § | ~ au-dessus de x sur elle-m~me et la fibre 
de S -  | ~ au-dessus de x sur elle-m6me au moyen de la formule: 

i ~ ei (x) ej (x) | L~ (e i (x), ej (x)). (2.10) C~= +�88 K ~ |  + ~  . .  

La relation cherchde est donn& par la formule de Lichnerowitz 

D 2 = - A n +  C. (2.11) 

La remarque essentielle est la suivante: C est tensoriel, donc exp [  e2A~/] 
[_ 

et exp 2 sont li~s par une formule de Feynman-Kac matricielle. 

En effet, consid6rons la solution de l'~quation diff~rentielle: 

1 
dU,(xo) = - ~  U,(Xo) Y,, ei(Xo) ej(Xo) | "c21(xo) L~,(~o}('q(Xo) ei(Xo), 

i<j 

r s (Xo) ea (Xo)) rs (Xo) ds g o (Xo) = I. (2.12) 

U, (Xo) est un endomorphisme al6atoire qui agit sur la fibre de S | { au-dessus 
de Xo en conservant S + | ~ et S -  | ~. 

Enfin, posons: 

ks(xo) = exp - ~K(xu(xo))du . (2.13) 
0 

On a ([B.1], the 2.5): 

exp f(Xo) = E[k~2(Xo) U~2(Xo) ~21 (xo) f(x~2(Xo))]. (2.14) 

Rappelons que la supertrace d 'un endomorphisme a de la fibre de S |  au- 
dessus de x sur elle-m~me est d6finie par: 

Tr s (a) = Trs+ | e (~) -- Tr s- | ~ (a) 

si l 'endomorphisme a conserve S + | ~ et S -  | 3. 
L'endomorphisme al6atoire U~2(xo)v~ ~(xo) conserve bien la parit6 des 

spineurs, mais applique la fibre au-dessus de x~ (Xo) sur la fibre au-dessus de Xo. 
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Or, s ie  > 0, la loi de x~ (Xo) possdde une densit6, et donc x~ (Xo) est presque 
sfirement diff6rent de xo. On ne peut donc pas en gdndrat d~finir ta super-trace de 
U~ (Xo) ~ 1 (Xo) ' sauf s i x  o = x~ (Xo). 

On contourne cette difficult6 en proc6dant de la fagon suivante: s ix  et y sont 
assez proches, on peut relier x / t  y par une seule gdod&ique. Appelons ~ (x, y) 
l'op6rateur de transport parall6le de x / t  y suivant cette unique g6od&ique. 

Introduisons une fonction troncatrice (p (x, y) Coo sur M x M, ~, valeurs dans 
[0,1], 6gale fi ] sur un voisinage V~ de la diagonale de M x M e t  nulle en dehors d 'un 
voisinage V2 de M x M. On peut choisir ce voisinage assez petit pour que z I (x, y) 
soit bien d6fini si r (x, y) est non nul. 

Si ~0 (Xo, x~(Xo)) est non nul, ~ (Xo, x~(Xo)) est bien d6fini et applique la 
fibre au-dessus de Xo sur la fibre au-dessus de x~ (Xo). Par suite, U~ (xo) ~ ~ (xo) 
rl (xo, x~ (Xo)) applique Ia fibre de x o sur la fibre au-dessus de Xo, en conservant le 
signe des spineurs. On peut donc ddfi'nir sa super-trace, et introduire la mesure 
#~(Xo) d6finie par: 

f ---" E [ f (x~ (Xo)) (P (Xo, x,~ (Xo)) k~ (Xo) rr,  { U~ (Xo) r ;  ' (Xo) rl (Xo, x~ (Xo))}] 

(2.15) 

pour une fonction f borblienne born6e de M dans IR. 
La proposition capitale pour la suite est la suivante: 

Proposition II.1. On peut choisir la fonction troncatrice 9pour que la mesure ~ (Xo) 
posskde une densitk q(xo ,e ,y )  C OO en e > O, xoe M, y e  M. 

De plus, on a dans ce cas: 

Ind D + = ~ q (x, e, x) dx. (2.16) 
M 

Preuve. Soit un entier c7> d. IR a s'injecte naturellement dans IR~ Notons zc la 
projection de IRa dans IRd. 

On utilise la construction de [Sch] du mouvement brownien sur une vari6t6 
riemannienne, par plongement dans une vari6t6 lin6aire IRa de dimension plus 
grande. 

I1 existe en effet un plongement y ~ q/x (Y) de M dans IR ~, d6pendant de fagon 
C ~ de x e M e t  y ~ M, tel que ~'x (x) = 0, et tel que sur un voisinage de la diagonale 
de M x M, ~u x (y) constitue le syst6me de coordonn6es exponentielles de y issues de 
x; on peut aussi supposer que Vx (Y) est fi valeurs dans IRa sur ce voisinage. 

On peut aussi choisir cette famille de plongement y ~ ~x (y) pour qu'il soit 
possible de trouver un entier m, et (m + 1) champs de vecteurs sur IRgnot6s X i (x, y) 
index& par x e M ,  Coo en (x,y),  dont toutes les d6riv6es de tout ordre en x e M ,  
y s i r  ~ sont born~es et qui poss6dent la propri6t~ suivante: 

Introduisons m mouvements browniens ind6pendants wi, et consid6rons la 
solution de l'6quation diff6rentielle de Stratonovitch: 

dxs (Xo, e) = e ~ X i (x o , xs (x o, a)) dwi + e2 Xo (Xo, x~ (x o, e)) ds 
i=1  

Xo (Xo, ~) = 0.  
(2.17) 
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Alors x~= (Xo) a marne loi que xl (Xo, e). 
Remarquons que, contrairement fi la construction intrins6que du Brownien 

sur M [B.3], on consid6re ici un Brownien (wl . . . . .  win), mpouvan t  Otre strictement 
plus grand que d. Aussi, quitte fi adjoindre des Browniens w i suppl6mentaires, on 
peut supposer que les d premiers champs de vecteurs X,.(x, y) 1 _< i _< d sont pour 
tout y de IRa/t valeurs dans IR d, et que les champs de vecteurs Xi (x, y) i > d sont 
nuls si y n'appartient pas fi un certain voisinage de 0 dans IR{ M 6tant compacte, 
on peut supposer que ce voisinage ne d6pend pas de x. 

Grace fi ce changement de carte exponentielle, la mesure de Lebesgue sur IRden 
x = 0 coincide avec la mesure riemannienne en x sur M. 

Essayons maintenant d'interpr&er les quantit& figurant dans (2.15). 
~0 (x, y) s'interpr~te comme une fonction C ~~ de M x lRgdans [0,1], 6gale it 1 sur 

un voisinage assez petit de M x {0} et nulle en dehors d'un voisinage assez petit de 
M • {0}. 

Pour interpr6ter les op6rateurs de transport parall~les, nous avons besoin 
d'introduire quelques notions. Notons  Mp, p, l 'ensemble des applications lin~aires 
de IRP dans l'espace des matrices complexes fi p lignes et p' colonnes. 

Consid6rons une courbe diff6rentiable sur M issue de xo: notons-la h,. Soit 
~s,~(h) l 'op6rateur de transport parall~le suivant h~ associ6e it la connexion de 
Levi-Civita: ~s,, (h) s'interpr~te comme une matrice it d lignes et d colonnes. 

Quitte it choisir convenablement la famille de plongement y ~ ~u~ (y), on peut 
trouver une application (x, y) --+ As (x, y) C ~ de M x IR gdans 37g, d pour que rs, , (h) 
soit la solution de l'~quation lindaire suivante: 

drs, ~ (h) = - (A s (x, hs) dh,) rS, s (h). (2.18) 

On peut aussi supposer que les d6riv6es de tout ordre en (x, y) de As (x, y) sont 
bornhes (cf. [LI] p. 387 pour plus de pr6cisions). 

Appliquons le principe de transfert de [B. 3] et [I.W]: le transport parall41e pour 
la connexion de Levi-Civita suivant la trajectoire de x~ (x0, e) %rifle l '6quation 
lin6aire de Stratonovitch: 

drs, s (Xo ,e )=  - ( A s ( x o , X s ( X o , e ) )  dx~(Xo,g))Vs, ,(Xo,e ) . (2.19) 

Consid6rons maintenant l 'op6rateur du transport parall6le associ6 it la 
connexion A; notons-le % ~ (h). C'est une matrice fi dim ~ lignes et dim ~ colonnes. 

On peut trouver une application (x, y) ~ A~ (x, y) de M x lRg dans J~7, dim ~', Cm 
en (x, y) et de d6rivhes de tout ordre born6es, telle que re,~(h) soit la solution de: 

dzr (h) = - (A ~ (Xo, h~) h', ds) ~,~ (h) 

~,, o ( h )  = Id .  
(2.20) 

Le principe du transfert implique: 

dre, s ( X o , e ) = - ( A r  dxs(Xo,e))ve , , (Xo,e  ) . (2.21) 

Posons: 

r, (xo, e) = rs, , (x o , e) | rr (xo, e) (2.22) 
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et posons: 

kl (xo, e) = exp - S K(x~ (xo, e)) ds . (2.23) 
o 

Grfice au plongement, y ~ ~x (Y), Ly s'interpr6te comme une application C ~ 
en x ~ M, y e IR~ (x, y) ~ L (x, y) g valeurs dans l'espace des applications bilin6aires 
de Nex  ]R d dans l'ensemble des matrices complexes g dim ~ lignes et dim~ 
colonnes. 

Introduisons une base orthonorm~e ei de 1R d. Consid&ons la solution Us (xo, e) 
de l'6quation 

dU~(xo,O = ~ - -  Us(xo,O ~ eiej| r~(Xo,/2) 
i<j (2.24) 

L (x, x~ (x o ,/2)) (Zs, , (Xo,/2) e i, "Cs. , (Xo, a)) e j) rr (Xo,/2) ds. 

Moyennant  le changement de coordonn6es donn6 par y--+ ~/xo(Y), (x~= (xo), 
k~32 (X0) , "~'a32 (X0) , Us (X0)) a mame loi que (x, (Xo, e), kl (xo,/2), r ,  (Xo,/2), U, (xo,/2)). 

Or (2.18), (2.20) et (2.24) sont des ~quations linbaires: de plus dans (2.17), 
les champs de vecteurs X i ont des d6riv6es de tout ordre born6es en x e M et 
y e R ~r" x I (xo,/2), k~ (xo,/2), z, (Xo,/2) et U 1 (xo, a) v6rifient donc l'hypoth6se H1, 
l'ensemble des paramatres A 6tant la vari6t6 M. Notons = la projection 
orthogonale de IR d sur IR a. 

De plus, rc (xl (Xo,/2))//2 considkrk comme variable al&toire dans IRd v&ifie les 
hypotheses H~ et H 2 c a r  

z~(x, (xo,/2)//2)= zcX,.(x,x,(xo,e))dw, + e S ZCXo(X,X~(Xo,/2))ds, (2.25) 
i = l O  0 

et car sur un voisinage de y = 0, les champs de vecteurs zcXi(x,O) i < d engen- 
drent IR d. 

Donc zc (xl (xo, a)) poss6de une densit6 sur 1R d notaep' (xo, e, y), C ~ en xo e M, 
/2 > O, y e i R  d. 

Si h est une section de S | ~, fi support inclus dans un voisinage assez petit de 
X 0 , Oil a." 

exp[ 
=E[~(Xo,X~(Xo,O) kt(xo,Ogl(xo,/2) 'c~l(xo,Oh(xx(Xo,O)] (2.26) 

= E [fa (x o, x 1 (x o, e)) k I (x o,/2) U 1 (x o, e) "c~- 1 (Xo,/2) h (Trxz (Xo,/2))] 

car si xl (Xo,/2) est assez proche de 0, on a Xl(Xo,/2) = z~x, (Xo,/2). 
Comme =xl (Xo, 0//2 v6rifie H 2 ,  le calcul de Malliavin [K.S.1] implique que 

exp 5- J se repr~sente au voisinage de xo (ici Xo est identifi~/t 0) par un 

noyau C ~ Q~ (xo, y) d'op6rateurs. 
De plus, on a: 

Q,: (Xo, X0) = E [~ (Xo, x I (Xo,/2)) k 1 (Xo, g) U 1 (Xo,/2) g l  1 (Xo, e) I 
(2.27) 

(x~ (Xo, 0)  = 01 �9 p'(xo, e, 0). 
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(i) 
(ii) 

K de V: 

Donc  

Trs Q~ (Xo, Xo) (2.28) 

=p' (x o, e, O) E [(o (Xo, x 1 (Xo, e)) k 1 (Xo, e) Tr S { U 1 (x o, e) rl- 1 (Xo, e)} I ~ (xl (Xo, e)) = 0] 

Revenons  fi la mesure #, (Xo). Elle s ' interprbte comme la mesure sur IRQz (Xo, e) 
d6finie par: 

f ~  E [ f0z  (x I (Xo, e)) ~0 (Xo, x I (Xo, e)) k 1 (x o, e) 
(2.29) 

" r r  s { U~ (Xo, e) "c; 1(No,  e) T 1 (Xo, X 1 (Xo, 8))}] . 

Si le suppor t  de ~o est assez petit, elle poss6de une densit6 car rc (Xl (Xo, e)'/e) 
vhrifie H z . 

Cette densit6 (l(Xo,e,y) est C ~ en e > 0 ,  x o e M ,  y e l R  d. De plus si 
~o (Xo, xl  (xo, e)) ~e 0 et si 7r (Xl (Xo, e)) = 0, rl  (Xo, Xl (Xo, e)) = Id(r l  (x, y) d6sign- 
ant l ' op&ateur  de t ranspor t  parall61e le long de l 'unique g6oddsique reliant x / t  y). 

q (Xo, e, 0) (2.30) 

=p' (Xo, ~, O) E [~ (Xo, x 1 (Xo, ,~)) k 1 (No, ~) Tr s { U 1 (x o, ~) 2" 11 (Xo, e)} 17~ (x 1 (x o, ,~)) = 0]. 

Par  suite c7 (Xo, e, 0) s'identifie fi q (Xo, e, Xo) et ~t TG Q (Xo, e, Xo). I1 ne reste plus 
qu'fi appliquer  (2.6) pour  conclure. 

Incidemment ,  on a d6montr6 la proposi t ion  suivante: 

Proposition II.1. Consid&ons une sous-varidtk M de IR~ Supposons-la compacte et 
munie d'une structure de vari~td riemannienne. Soit V un fibrd vectoriel sur M, et soit 
A n le laplacien horizontal associb gt une connexion arbitraire sur V. 

Il existe un Brownien m-dimensionnel et un processus Zo (x, e, w) sur V, issu de 
v e V, qui posskde les propridtds suivantes: 

z 1 (v, e, w) est C oo au sens ordinaire en (x, e) et C ~ au sens de Malliavin en w. 
Pour tout entierj, j ' ,  i, tout muhi-indice (~), (cC), toutp > 1, et tout compact 

0(~) OJ D i (~(~') O j" P] Sup E 0v(, ) (?v(~,) xl  (x, e, w) < oo (2.31) ee[0,1],xeX (~gJ (~J '  " 

(iii) z o (x, e, w) est une rkalisation du mouvement brownien horizontal sur V 
associd ~ (e2A) n. 

On v6rifie facilement que ([D.F.N.]  tome l, p. 288) 

{ (?As (x o O ) z y )  { (?As (xo,O)y z )  (2.32) Rxo(y, z) = \ ay  ' - \V y 

III. Le theoreme d'Atiyah-Singer 

La proposi t ion  pr6c6dente nous  permet  de nous  ramener / t  l '6tude de la densit6 en 
0 de la mesure r (Xo, e) sur IRd: 

f --- 'E[~o(xo,x1(Xo,e))kl(xo,e)  V(xo,e)  f (~(xl(Xo,e)))]  (3.1) 
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avec 

V ( X o ,  ~) = TF s { g 1 (Xo, ~) T 1 1(Xo, 8) 27 1 (Xo, x 1 (Xo, ~))} .  (3.2) 

L'id6e est d'appliquer le th6or6me 1.1 en posant: 

F (xo, ~) = ~ Xl ( Xo, 8)/e . (3.3) 

J(Xo, e) = kl (Xo, e) ~ (Xo, xz (xo, a)) V(xo, e). 
F(xo,  e) v6rifie clairement H1 et H 2 . J(xo, 8) v6rifie aussi Ha. I1 ne reste donc 

qu'a v6rifier H 3 . 
Les calculs sont tr6s semblables ~, ceux de [Az.2] ou /t ceux de [B.1], /t la 

diff6rence pr6s qu'ils ne sont pas intrinsaques, d(a-1) 

Consid6rons un mouvement brownien ?73 fi valeurs dans l'espace IR 2 
ind6pendant des browniens initiaux w i . fi  d6signe la mesure de Wiener associ6e. 
L'introduction de ce mouvement brownien, due fi Bismut, va nous permettre 
de s6parer dans V(xo,e  ) la contribution du fibre auxiliaire ~ et du fibr6 
des spineurs S. 

d(a-  1) 
Comme IR a s'identifie/t l'espace des matrices antisym6triques, ~t est aussi 

un brownien/t  valeurs dans l'espace des matrices antisym6triques. 
Notons P~o la loi du processus gaussien 

d 
Zs(xo) = Y~ xi(Xo, o) wi,~- ~ x s ( xo ,  o) 

conditionn6e par le fait que Z~ (xo)= 0. Z~(xo) est donc un pont brownien /l 
valeurs dans N d. 

Introduisons la solution S~(xo, e, S)  de l'6quation diff6rentielle d'Ito: 

E 2 
6S t (xo ,e ,S )  = - ~  S~(xo,e,S) ~ eie ~ (5~2[ 'j 

i< j  

So (Xo, e, S )  = Ids~o. (3.4) 

St (x0, e, S) est un op6rateur agissant sur la fibre de S au-dessus de Xo. 
On peut d6finir aussi un endomorphisme de la fibre de ~ au-dessus de x0 qui 

soit la solution de: 

S, (Xo, e, ~) 
= S t (x o, e, ~) ~ r~lo (x o, e) L~,~(~o,~ ) ('c~,~(Xo, e) e~, "cr a) ej) 

i< j  

" zr e) a?7~' J So (Xo, ~, ~) = Id~o. (3.5) 

Notons R~o le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita associ6e/t la 
m6trique riemannienne [D. F.N.]. Z, (Xo) est un vecteur tangent fi la vari6t6 M e n  Xo. 
Donc R~o (dZ~ (Xo), Z~ (Xo)) est une matrice antisymmbtrique. On peut donc d6finir 
son pfaffien. En effet, si A est une matrice antisym6trique, elle s'identifie fi un 
616ment de A z 0Rd). 

Par dafinition le pfaffien satisfait/t: 
d~ 
d~ " = Pf{A}  ex /x . . .  /x ea (3.6) 

si d=21.  
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~(J) 
Proposition III.1. Si j < d, ~ J (xo, O) = O, De plus, 

E l & ( ,  ) J(xo, o) I F(xo, o) = 0 
(3.7) 

Preuve. Comme nous l'avions annonc~, le brownien auxiliaire ?7~ permet de 
s~parer le r61e des deux fibr6s. En effet, d'apr6s la formule d'Ito, ([B. I], 3.16), on a: 

g 1 (Xo ,  c.) = E ~ [ S 1  (Xo, e, S) @ 31 (Xo, e, 4)] (3.8) 
et donc: 

V(xo, ~) = E;[r,.~ {& (Xo, e, s )  ~;, } (Xo, ~) 

�9 rs, l (Xo ,Xl (Xo ,e ) )}  r r { S 1 ( x o , e , ~ )  v~,~(Xo,e ) (3.9) 

�9 ~'{,1 (X0' X1 (X0, C))}] 
car 

:% {(s~ (Xo, e, s )  | s l  (Xo, e, 4)) T; l(xo, c) q (Xo, x~ (Xo, ~)} 

= Ty  s {S 1 (x0,0% S) Zs,- 11 (Xo, 3') ls, 1 (Xo, x 1 (Xo, ~))} (3.10) 

�9 rr { s l (xo ,  ~, 4) ~ ,  1 (xo, ~) ~ , l ( xo ,  x~ (Xo, ~))}. 

Or les valeurs de x 1 (Xo, e) qui sont trop 61oign6es de Xo disparaissent grSce 
l 'adjonction de la fonction troncatrice ~o (Xo, Xl (Xo, e)). Ceci va justifier les calculs 
suivants. 

Pour la mesure de Wiener P, k(xo,e) tend vers 1 presque sfirement quand 
e ~ 0. (p (x 0, x~ (Xo, e)) tend aussi presque sfirement vers 1. 

Pour la mesure P | P 

<~(Xo,~)  ~,~ . = l i m T r { S ~ ( x o , e , ~ )  r (Xo,Xz(Xo,s  Tr{S~(xo ,O,  4)} .  (3.11) 
g.~O 

Evaluons maintenant: 

lira T 6 {$1 (Xo, ~, S )  rs, 1 (Xo, e) rs. 1 (xo, x ,  (x  o , e))}. s~O 
(3.12) 

A cette fin, on voudrait utiliser le r&ultat suivant ([B.I], th. 1 �9 soit un chemin 
C ~~ e ~ h~ fi valeurs dans le groupe des spineurs, 6gal/t I e n  0. h; est un ~16ment de 
l'alg6bre de Lie de G e n / ,  c'est donc une matrice antisym6trique dont on peut 
calculer le pfaffien. Comme h~ agit sur Sen  conservant S + et S - ,  on peut calculer 
sa supertrace, et l 'on a: 

lime -~ Tr~{h~} = i ~ Pf{h'o}.  (3.13) 
~ 0  

Malheureusement, on ne peut appliquer directement ce r6sultat/L (3.11), car 
S 1 (x o , e, S) n'appartient pas au groupe des spineurs, dtant donn~ par une &quation 
d'Ito. Aussi introduisons la solution de l'6quation de Stratonovitch: 

8 2 
dR s (x o, e, S )  = - ~ R s (Xo, e, S )  ~ e i ej d~]J' J. (3.14) 

i< j  
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L'int6grale de Stratonovitch ayant un caract6re intrinsbque, R 1 (X0, e, S)  est un 
616ment du groupe des spineurs. De plus, on a la formule: 

qui provient du fait que (eiej) 2 = - 1  si i< j .  
(3A2) revient d~sormais fi calculer: 

~-~olim ~1 Tr~ {R 1 (Xo, e, S) r-s,l(Xo,e ) 1  rs, 1 (Xo, x~ (Xo, e))} . (3.12)' 

Or e ~ h~ = R1 (Xo, e, S) ~ ,  ~ (Xo, e) rs, 1 (xo, xl (xo, e)) est un chemin C ~ fi 
valeurs dans le groupe des spineurs. 

Supposons que x~(xo,e) est assez proche de Xo, de fagon fi ce que 
~o(xo,xl(Xo,e)) soit non nulle, Puisqu'au voisinage de Xo, nous sommes en 
coordonn6es exponentielles, nous avons: 

d~:s,~ (Xo, xl (Xo, e)) (3.16) 

= - (A s (x o, sx  1 (x o, e)) x 1 (Xo, e)) ds "Cs, s (Xo, x 1 (Xo, ~)) "Cs, o (Xo, xl (Xo, e)) = Id 

car l 'unique gbod6sique reliant Xo fi xl(Xo,e) est dans notre syst6me de 
coordonn6es la courbe s ~ SXl(Xo, e). 

De plus A (Xo, 0) = 0, car les symboles de Chritoffel sont nuls en 0, puisque 
nous sommes en coordonn6es exponentielles. Doric, 

g2 (OA (Xo,O) (~X 1 (X0,0) ' ~X 1 (X0,0))AvO(g)2 " (3.17) "CS, a (X o , X 1 (Xo, e)) = Id--  ~ ~ f  ~ -  - ~  

Or ~ -  (Xo, 0) = Z1 (Xo). Donc 

TS, I(Xo,XI(Xo,F~))~-Id-- ~ ~ (X0,0) gl(xo) , Zl(xo) --o(s (3A8) 

Appliquons maintenant le principe du transfert de [B. 3] ou [I.W]. Zs, s (x0, e) est 
donn6 par l '6quation diff6rentielle stochastique: 

dvs, s (Xo, e) = - (A s (Xo, x~ (Xo, e)) dx~ (Xo, e)) ~s,~ (Xo, e) rs, o (Xo, e) = Id. (3.19) 

Comme x~(xo, O)= 0 et comme A~(xo, O)= O, on a: 

)) TS, I (No ' o \ 0y Te- \ & (Xo, 0)__ + o (e2). (3.20) 

Ox s 
Or ~ (Xo, e) = Zs (Xo), et la formule d'Ito-Stratonovitch montre que: 

i {OAs (xo O) Z~(xo), dZs(xo) ) (3.21) 
o \ ~ -  f -  , 

) {SAs (xo,O)dZ~(xo), Zs(xo)) =(8As (x~ Z'(x~176 --} \ 8y 
o " 
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I1 r6sulte alors de la formule (2.32) que: 

~,~ (Xo, ~) 
~2 

= I d + ~  

et donc que 

~,I(~o,~) 

(3.22) 

' ~ {aAs (Xo, 0), Z~ (Xo), Z, (Xo)) - o (~) ! R~o(dZ~(xo), Zs(xo)) = ~- \ ay 

(3.23) 
e2 1 e2 {OAs ) 

= I d - ~  !R~o(dZ~(xo) , Z~(xo)) + ~  (Xo, 0) Z~(xo), Zl(Xo)j +o(e2). \ Oy 

De (3.14) il r~sulte que: 

~2 
R 1 (x o, e, S)  = t d -  ~ ~ e i ej ~'J + o (e2). (3.24) 

i<j  

OAs x 0 Dans (3.18) et (3.23), les termes ~ ( o, ) Z1 (xo), Z1 (Xo) disparmssent. De 

plus 71 s'identifie fi une matrice antisym6trique que nous noterons encore ~ .  
(Y23), (3.18), (3.24) et (3.13) impliquent que: 

lira 1 ~ o  ~a rrs {R1 (Xo, e, S)  vs, ~ (x o, e) vs, 1 (Xo, X1 (X0, ~))} 

, )} = Pf  - ~1 + ~ Rxo(dZs(xo), Z~(Xo) . (3.25) 
0 

Revenons maintenant fi la formule (3.3). F(xo,  O) = ZI  (Xo) est une gaussienne 
non d6g6n6r6e de covariance/a.  Donc sa densit6 en 0 est 6gale ~t ( ] / /~)-d.  Darts 
(2.16), on peut donc ~crire: 

q (x0,0, xo) (3.26) 

1 
ce qui 6tait le r6sultat du th6orSme 3.10 de [B.I]. 

Pour exprimer l'indice/t l'aide des invariants topologiques de la vari6t6, nous 
n'avons d~sormais qu'fi suivre [B.I] pas/~ pas. Aussi ne ferons-nous que rappeler 
les grandes 6tapes du calcul et les notions cohomologiques n6cessaires fi sa 
compr6hension ([D.F.N.] [K.N]). 

Consid6rons un fibr6 principal Z ~ +  M sur une vari~t6 de dimension d, de 
groupe structural G d'alg~bre de Lie g. On dit qu'une application k lin6aire f 
g x . . . x g ~ l l ?  appartient fi Ik(G ) si elle est invariante par l'action de G. Par 
exemple, si G = GLe(IR), l'algSbre de Lie de G est l'ensemble des matrices carries, 
l 'application trace appartient fi I t (G ) tandis que l'application d6terminant 
appartient/ t  Id (G). 
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Introduisons une connexion co sur ce fibr6,/t valeurs dans l'alg6bre de Lie g de 
G, de tenseur de courbure f2. Si fE Ik (G), consid6rons la 2k-forme ext6rieure (~0)o~f 
d6finie par: 

1 ~e~f(f2(X~(1), X~(2)), f2(X~(2k-~), X~(Zk))), (P~o ( f )  ( X i ,  - �9 �9 , X2k)  ~- ~ .  " ' ' '  

(3.27) 

la somme 6tant prise sur les permutations a de {1 , . . . ,  2k} dont on note la 
signature e~. La remarque essentielle est que si l 'on change de connexion co, ~0o)(f) 
ne varie que d'une 2k forme exacte. On peut donc d6finir la classe de cohomologie 
de (p,~ ( f )  sans aucune ambiguit6. L'application ~0 de Ik (G) dans le 2k i~me groupe de 
cohomologie s'appelle l 'homomorphisme de Weil. 

o o  

On peut 6tendre ~0 de la fagon suivante, en introduissant I(G) -- ~ Ik (G): f e s t  
k = O  

dans I(G) s i f  s'6crit Zfk, fk EIk (G). Dans ce cas, ~% ( f )  = N~% (fk), la somme 6tant 
en r6alit6 finie car il n'y a pas de formes ext6rieures non nulles de degr6 > d. 

Consid6rons maintenant quelques exemples: supposons que G - S O ( d ) ;  
l'alg6bre de Lieg est donc l'ensemble des matrices antisym6triques. Si A est une 
matrice antisym6trique, A se d6compose dans une base orthonorm6e directe en 

b l ~ 1 7 6  I 0-xi ; i l "  L ' ensembledesx~in te rvenan tdansce t t ed~c~176  

sition reste invariant si on change de base orthonorm6e directe. Le Pfaffien de A 

est 6gal fi I ]  xz, s i d  = 2l, comme c'est le cas dans cet article. C'est un polynSme 
i = I  

homog6ne sym6trique en les xi: par polarisation, on en d6duit une application f de 
If(G). q~o,(f) est doric une d-forme associ6e fi une classe de cohomologie ~0(f). 
C'est la classe d'Euler qui intervient dans le th6or6me de Gauss-Bonnet. 

xi 

Si on consid6re l~ au lieu de I ]  xi, on obtient une autre classe 

1 

caract6ristique" en effet, z--~1 xi l est encore une application invariante par 

changement de base orthonorm6e directe: si on la d6veloppe en s6rie enti6re, elle 
s'6crit ~ fk (A), chaque fk 6tant un polynSme homog6ne de degr6 k sym6trique en 

k 

les xi. On en d6duit par polarisation un 616ment fk ~ Ik (SOd (IR)). ~ cp (fk) d6finit 
k 

donc une classe de cohomologie, appel6e classe d'Atiyah-Singer. Si M est une  
vari6t6 riemannienne munie d'une structure spinorielle, et si G est le groupe des 
spineurs, on peut proc6der comme ci-dessus pour le fibr6 des spineurs sur M, muni 
de la connexion de Levi-Civita co. 

~0~ (fk) est alors le genre d'Atiyah-Singer associ6 fi la m6trique riemannienne. 
k 

Nous le noterons .4. 
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Rappelons enfin la d6finition du caract6re de Chern d 'un fibr& considdrons un 
fibr6 complexe ( de groupe structurel GLdim~ (C). L'alg6bre de Lie est l'ensemble 
des matrices carr6es/t dim ~ lignes et dim ( colonnes. Si A est dans l'alg6bre de Lie, 
l'ensemble de ses valeurs propres x i e s t  invariante par changement de base. 

Consid6rons l 'applicationf: A ~ i  exp L 27c~ Tr exp i ~  . Elle se d6veloppe 

en une s6rie entidre Y'.fk (A), chaquefk 6tant un polyn6me homog6ne sym6trique 
k 

de degr6 k en les x i. Le caractdre de Chern ~ not6 ch ~ est donc la classe de 
cohomologie de (%(f),  co 6tant une connexion complexe arbitraire. Si on 
sp6cialise le r61e de la connexion co, on obtient une forme cho~ ~. 

Une remarque essentielle pour la suite est que toutes les formes obtenues par ce 
proc6d6 sont de degr6 pair. Or l' algObre des formes de degr4 pair est commutative. 
En particulier, si Bes t  une forme de degr6 pair, on peut poser: 

k fois 

A N  
e x p B =  ~ "'" k=0 k! (3.28) 

la somme 6rant en r6alit6 finie. Comme l'algObre est commutative, on a: 

exp (B+B') = exp B/x exp B' = exp B'/x exp B. (3.29) 
d 

Enfin, on dira que B ==-B' si les deux formes ext6rieures ont m~mes 
composantes de degr6 d. 

On peut alors 6noncer le: 

Th6or6me III.2 (Atiyah-Singer). 

IndD + = ~ •/x <hA ~. (3.30) 
M 

Preuve. On a ddjfi vu (2.16) que: 

IndD § = j q(xo,O, xo)dx o . (3.31) 
M 

(3.6) et (3.26) impliquent que: 

q (xo, 0, xo) dx o (3.32) 

_ p i 1 )71)] TrS1 (x~ ~)1 Eexo x I e x p [ - ~ ( ! R x o ( d Z s ( x o ) , Z s ( x o ) ) +  -~ ~ 

De (3.29), on tire que: 

e x p I - ~ ( i R x o ( d Z s ( x o ) , Z s ( x o ) ) +  '1)1 



136 R.L~andre 

Or Zs(xo) et Yl sont ind6pendants. On a donc: 

[ [ ]] i ~Rxo(dZs(xo) ' Zs(xo) ) (3.34) =Eex0 exp -4~-~ o 

Ceci permet de s6parer la contribution des deux fibr6s. 
Si on applique la formule d'Aire de Paul-Levy ([Y]), on reconnait dans 

1 

le genre d'Atiyah-Singer ~3 (Rxo). 
Le calcul d'Ito permet de reconnaitre dans 

E~ Iexp E-4J~ ~Tt] TrSl(xo,O,~) 1 

le caract6re de Chern pour le fibr6 ~ par rapport/t la connexion A. 
S. Watanabe poss6de pour la formule de Gauss-Bonnet et le th6or6me de 

Hirzebruch une d6monstration analogue ([I.W.1]), ce sont des cas particuliers du 
th6or~me pr6c6dent ([Gi], [B.I]). 
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