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Flots et series de Taylor stochastiques 

G~rard Ben Arous 
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F-75230 Paris Cedex 05 France 

Summary. We study the expansion of the solution of a stochastic differential 
equation as an (infinite) sum of iterated stochastic (Stratonovitch) integrals. 
This enables us to give a universal and explicit formula for any invariant 
diffusion on a Lie group in terms of Lie brackets, as well as a universal 
and explicit formula for the brownian motion on a Riemannian manifold 
in terms of derivatives of the curvature tensor. The first of these formulae 
contains, and extends to the non nilpotent case, the results of Doss [,6], 
Sussmann [-17], Yamato [,18], Fliess and Normand-Cyrot  [7], Krener and 
Lobry [19] and Kunita [,11] on the representation of solutions of stochastic 
differential equations. 

Introduction 

La solution d'une 6quation diff6rentielle stochastique fi coefficients infiniment 
differentiables n'est en g6n6ral qu'une fonction mesurable du mouvement brow- 
nien qui d6finit l'6quation stochastique. Si les champs de vecteurs qui d6finisent 
l'6quation commutent (i.e. leurs crochets de Lie sont nuls) alors Doss [6] et 
Sussmann [17] ont montr6 qu'en fait la solution de l'6quation stochastique 
est une fonction continue du mouvement brownien; cette fonction continue 
6tant donn6e par le flot d'une 6quation diff6rentielle ordinaire. Nous allons 
ici 6tudier l'application <~solution>~ qui au mouvement brownien fait corre- 
spondre la solution de l'6quation stochastique; plus pr6cis6ment le but de cet 
article est d'6tudier, en temps petit, le flot d6fini par une 6quation diff6rentielle 
stochastique en montrant  le role de la formule de Taylor stochastique par R. 
Azencott [1], J.-M. Bismut [4], E. Platen [,16]. 

Sous le nom de param6trix trajectorielle, un tel d6veloppement (~ l'ordre 
2) de la solution d'une 6quation diff6rentielle stochastique a 6t6 introduit par 
P. Malliavin dans [12] et [-13], off l'on voit apparaltre dans le terme d'ordre 
2 les commutateurs des champs de vecteurs d6finissant l'6quation multipli6s 
par des int6grales de P. L6vy. On veut ici g6n6raliser ce type de param6trix 
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trajectorielle et montrer que ce formalisme contient et 6tend les repr6sentations 
explicites des solutions d'6quations stochastiques obtenues par B. Gaveau [8], 
Y. Yamato [18], M. Fliess-D. Normand-Cyrot  [7], Krener-Lobry [19] et H. 
Kunita [11]. Cette repr6sentation explicite donne la solution comme une fonc- 
tionnelle des int6grales it6r6es du mouvement brownien. 

Nous montrons que cette representation n'est rien d'autre qu'un d4veloppement 
de Taylor dans un bon systOme de cartes. Cette approche permet d'6tendre ces 
r6sultats au cas o3 l'alg6bre de Lie engendr6e par les champs de vecteurs qui 
d6finissent l'6quation n'est pas nilpotente mais seulement de dimension finie. 
Elle permet aussi, dans un autre contexte, de donner une repr6sentation explicite 
et universelle du mouvement brownien sur une vari6t6 riemannienne en fonction 
des d6riv6es covariantes du tenseur de courbure et des int6grales it6r6es du 
mouvement brownien euclidien. 

Passons au plan d6taill6 de ce qui suit: 
La solution d'une 6quation differentielle stochastique (sour forme Stratono- 

vitch) /t coefficients infiniment differentiables se d6veloppe, en temps petit, en 
fonction des int6grales de Stratonovitch it6r6es du temps et du mouvement 
brownien qui d6finit l'6quation. Ces int6grales it6r6s se r6duisent, 6videmment, 
aux monomes tm/m! dans le cas d'une 6quation diff6rentielle ordinaire. 

Dans [1] Azencott obtient une formule de Taylor stochastique pr6cise, /t 
savoir une majoration du reste en probabilit6 lorsque t tend vers z6ro (rappel6e 
ici au w 2 th6or6me 6). Pour les applications aux d6veloppements limit,s de fonc- 
tionnelles de la solution voir Azencott [1] et [2]. 

On commence ici, dans le w 1, par 6tudier la convergence de la s6rie de 
Taylor stochastique de la solution d'une 6quation stochastique fi coefficients 
analytiques. On montre (th~or6me 9) que la solution d'une 6quation stochastique 
/t coefficients analytiques est la somme de sa s6rie de Taylor stochastique, ceci 
avant un temps d'arr~t presque surement strictement positif. La preuve de ce 
r6sultat est fond6e sur un th6or+me de d~pendance analytique des param6tres 
et de la condition initiale de la solution d'une 6quation stochastique/t coefficients 
analytiques (th6or+me 5). Ce type de convergence avant un temps d'arr~t est 
clairement le mieux que l'on puisse esperer en g6n6ral. Cependant une 6tude 
directe des s6ries de Taylor stochastiques men6e au w 1 a) permet d'obtenir des 
crit6res concrets de convergence de ces s6ries sur un intervalle de temps d6termi- 
niste et m~me pour tout t (th6or+me 2, corollaire 1 et proposition 3). Ces crit4res 
permettent de voir la famille infinie des intdgrales it4rdes comme une diffusion 
/t valeurs dans un espace de Banach (th6or6me 3) et donc, d'une certaine fagon, 
comme une a diffusion universelle )~, puisqu'en temps petit la solution d'une dquation 
gt coefficients analytiques est une fonctionnelle rOguli~re universelle des champs 
de vecteurs qui ddfinissent l'dquation et de cette diffusion de dimension infinie. 

On montre ensuite que les r6sultats classiques de Doss [6] et Sussmann 
[17] qui lient le flot d'une 6quation stochastique et celui d'une 6quation diff6ren- 
tielle ordinaire (al6atoire et d6pendant du temps) lorsque les champs de vecteurs 
X~ qui d~finissent l'6quation commutent ou ceux de Yamato [18], Kunita [11], 
Fliess-Norman Cyrot [7], Krener-Lobry [19] dans le cas off les Xi engendrent 
une alg6bre de Lie nilpotente, sont des cons6quences directes du d6veloppement 
en s6rie de Taylor stochastique. 
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I1 est non seulement possible de retrouver ces r6sultats connus mais aussi 
de montrer  que eette technique s'6tend au cas off les Xi engendrent une alg6bre 
de Lie quelconque de dimension finie (th6or6me 19 et corollaires 2 et 3) marne 
si les champs Xi ne sont pas complets (th6or6me 20). 

On montre d 'abord sous des hypoth6ses g6n6rales (83 th6or6mes 10 et 11) 
que le flot d6fini par l '6quation stochastique est le flot au temps t =  1 d'un 
champ de vecteurs X(t ,  w) al6atoire et d6pendant du temps, que l 'on peut d6crire 
en temps petit au moyen de la formule de Taylor  stochastique. Le r6sultat 
ainsi obtenu ne contient pas encore les r6sultas connus darts les cas ab61ien 
et nilpotent car la description de ce champ de vecteur X(t ,  w) n'est pas suffisam- 
ment intrins6que. 

Pour  pr6ciser ce r6sultat, sous l'hypoth6se suppl6mentaire de dimension finie 
de l'alg6bre de Lie engendr6e par les champs X~, et obtenir le th6or6me 19 
on commence par ~tudier le eas d'une dquation invariante sur un groupe de Lie 
et donner une expression totalement explicite, en carte exponentielle, du d~veloppe- 
ment de Taylor stochastique de la solution (thOor~me 12) ce qui constitue Ie rdsultat 
central de cet article. 

Dans le cas d'un groupe nilpotent (84b) on v6rifie (th6or6me 17) que cette 
m6thode donne la mame expression que celle obtenue en appliquant l'id6e de 
Kunita (11) qui consiste fi utiliser l 'approximation des int6grales multiplicatives 
(Ib6ro [9]) et la formule de Campbell-Hausdorff. Pour  cela on fait le lien entre 
int6grales stochastiques multiples au sens de Meyer [14] qui apparaissent ici 
naturellement (comme dans Kunita [11]) et la famille des int6grales it6r6es. 
La preuve de l'identit6 de ces deux d6veloppements est a priori inutile mais 
elle est donn6e car elle met en jeu une interaction ~ miraculeuse ~ entre des formules 
purement algdbriques sur la sdrie de Campbell-Hausdorff et des identitOs probabilis- 
tes entre intdgrales it~rdes dTto et de Stratonovitch (reste ~i savoir sices identit6s 
sont vraiment probabilistes; pour  les aspects alg6briques et formels voir Fliess 
et Normand-Cyrot  [7]). 

Enfin le (c) du 84 fait le lien entre ces formules et la repr6sentation de 
la solution obtenue dans la cas r6soluble par Kunita  et on explicite l'exemple 
du groupe affine sur R. 

L'application des r6sultats du 8 4 valables sur un groupe au cas d'une 6qua- 
tion sur une vari6t6 et l 'obtention des th6or6mes 19, 20 et des corollaires 2 
et 3 qui 6tendent les r6sultats de [7, 11, 15] est alors imm6diate par la r6ciproque 
du second th6or~me de Lie pour  un r6sultat en temps petit et par le theor6me 
de Palais [15] pour un r6sultat global (sous l'hypoth6se de compl6tude des 
champs Xi). 

La question reste ouverte de savoir si dans le cadre g6n6ral du 8 3, ie sans 
l'hypoth6se de dimension finie de l'alg~bre de Lie engendr6e par les champs 
X~, le champ de vecteurs X(t ,  w) admet pour  d6veloppement de Taylor stochasti- 
que celui que le corollaire 2 lui assignerait, ou encore l'hypoth6se de dimension 
finie est elle n6cessaire darts le corollaire 2? 

Enfin on montre dans le 8 6 que ces techniques peuvent s'appliquer dans 
une autre direction pour  d6crire, en temps petit, le mouvement brownien sur 
une vari6t6 riemannienne. Ainsi on montre (th6or6me 21) qu'en carte normale 
les coefficients du ddveloppement de Taylor stochastique du Brownien sont des 
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polynomes universeIs des dOriv~es covariantes successives du tenseur de courbure; 
d l'ordre 2 le mouvement brownien sur la vari~t~ est euclidien, les corrections 
due dt la courbure n'apparaissant qu'dt l'ordre 3. 

1. Int6grales stochastiques it6r6es et s6ries de Taylor stochastiques 

Consid6rons un mouvement  brownien r-dimensionnel (B1... B~). Notons,  pour  
simplifier, B ~ = t. Si J = ( j l . . . j , , )s  {0... r} m, nous noterons Bt s l'int6grale stochasti- 
que it6r6e de Stratonovich 

~...~ dB~ . . . . .  dBJt:. 
O < t l  < , . .  <tm <t 

Consid6rons la famille infinie Y~ de toutes ces int6grales it6r6es Y~ 
J :(Bt)a,z(o...r}m, meN*. I1 s'agit d'un processus ~t valeurs dans l'espace Y-0R "+ 1) 

= ~ ~+~1| 
m : l  

Pour ysY-(IR ~+ ~), notons yr ls composante de y sur (I~ r+ 1)|162 s'6crit 
/t son tour Yr dans la base canonique de (IW+I) Ore. Ici, 6videm- 
ment, Yt ~m) B s =( ~)~o...,~. 

D6finissons les s6ries de Taylor  stochastiques. 

D6finition. Si x~Y- (~+~) ,  on appellera s6rie de Taylor stochastique d6finie 

par x l'616ment y de Y 0 W  +~) d6fini par y J = x J B : V J ~ U  {0... r}". 
1 

Dans la suite, nous allons donner des crit6res pour  la convergence des s6ries 

~' yj  ou ~ E YJ, avec nJl[ = l J l + c a r d  {i/j~=O}. 
m = l  I J l = m  m = a  I I J I l = m  

(a) Intdgrales d'Ito itdrOes 

Pour cela, commengons par 6tudier les int6grales it6r6es au sens d'Ito (Riemann) 
IS= ~'"S dBJtl ...dB{2. Soit J=(Jl ...J,,)~{0..-r} m. Notons 

O < t l < . . . < t m < t  

a 1 = inf (i, j~ # 0) 

bl =inf(i>al,Ji=O). 

Puis a,=inf(i>b,_l, j~#O),  b,=inf(i>a,,j~=O) pour les n tels que ces infima 
soient bien d6finis. 

D6finissons alors p~S)= a l -  1 si al d6fini, Pl = m  sinon. Puis p.(J)= a.--b~ 1 
pour les n tels que a, et b,_~ sont d6finis. Et P,(J)=m-b,_~ si b,_~ est d6fini 
et a, ne l'est pas. p~(J) est alors la longueur du i eme bloc de z6ros cons6cutifs 
dans J. Soit k(J) le hombre total de tels blocs de z6ros cons6cutifs dans J. 
On a alors l'6galit6: 
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a 2 tllSll k(J) 
Th6or6me 1. Vt>_0 Eli,[ = ~ )  avec a(J)=[lJ]ll  _1-[ pi!z La preuve de ce 

- = d pO  
th6or6me est renvoy6e en appendice. 

Remarque. On a une description pr6cise de a(J). Si l'on cherche seulement /t 
encadrer a(a), on peut 6crire que: IJl!<a(J)< IIJIl! ce qui est clair sur la forme 
de a(J), mais aurait pu s'obtenir avec bien moins d'efforts. On peut donner 
un encadrement de a(J) qui sera utile plus loin. On a: 

k k 

Lemme 1. (�88 ll J I I ! < a (a) __< (�89 J ll ! 

Preuve. Pour tout p ~2(p+1)-2 1 C~p. D'ofi 2P<Cfzv<4 p e t  donc 

k k 

< (2p~)! d'ofl le r6sultat. 
i 

k 

Remarquons que l'exposant ~P i  est simplement le nombre total de z6ros 
i k k 

dans J. y '  pl = II J II - I JI. gn  particulier, ~ p~ < [JI. 
i i 

(b) Int~grales de Stratonovich it&des 

I1 est possible d'utiliser les majorations prdc6dentes pour majorer les int6grales 
de Stratonovich; en effet, on a de faqon g6n&ale: 

Proposition 1. Soient X1...  X " m  semi-martingales continues. L'intdgrale de Strato- 
novieh itdrde ~... ~ dX~n . . . . .  dXt~ est une combinaison lindaire d'int~grales 

O < t l < . . . < t m < t  

d7to it&des, pr&isdment: 

m 1 

I ' "  ~ dx~ . . . . .  dx&= Z 2,.-k E It( v ) 

oh A~ = v = (nl ... nk)e { 1, 2} k ni = et It(v) est l'int~grale d'Ito(-Stieltjes) it~- 
t 

r& d~finie par 

J 
It(V)= I'"~ ~dY~ltl ... ~avk*t~ avec Y~I=XpJ si n i=l  et pj= ~ ni 

O < t l  < . . . < t k  < t  i = 1 

e t  

y i = (Xpj -  ,o, X;~ > si ni = 2. 
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La preuve de cette proposition est une r6currence 6vidente /t partir de la 
d6finition de l'int6grale de Stratonovich. 

En particulier, ceci montre que: 

off J (v)=(ll ... Ik) et 

B~= ~ 1 
2 m-k Z c~I{(v), 

k = m  m(J) v ~ A ~  

s 

pour  v = (n... nt) et ps = ~ ni, et 
i 

{ l~ =Jps s ins  = 1 

l~ = 0 s ins  = 2 

{ cv = 1 si jp ,_  i =Jp~ =I = 0 V s 

c~ = 0 sinon 

et re(J) est le nombre maximal de paires (Ji, Ji+ 1) d'indices de J tels que ji=ji+ 1 

[-IJI] n ~-0. m--re(J) est sup6rieur ou 6gal fi 1~-]. O a toujours IJ(v)] =k  et ]lJ(v)ll = []Jll. 

Remarque. Cette expression des int6grales de Stratonovich comme combinaison 
lin~aire d'int6grales d'Ito it6r6es d'ordre inf6rieur ou 6gal est inversible et montre 
aussi que toute int6grale d'Ito it6r6e est une combinaison lin6aire d'int~grales 
de Stratonovich it6r6es d 'ordre inf6rieur on 6gal. 

On peut alors majorer en norme L 2 les int~grales de Stratonovich it6r6es: 

Lemme 2. 

avec 
E(IB~[ 2) <= b(J) 2 tllSlt 

1 1 
b(J) = L 2rn-~ ~ Cv 

b=,,-,,(J) wAh Va(J (v)) " 

I1 suffit d'6crire HBtJIIL2 < 
1 

2 " -  k ~ c v ][/td(V)llL 2 e t  d'utiliser le lemma 1. 
k = m - m ( J )  v~A k 

L'expression des a(J) permet de majorer les coefficients b(J): 

Lemma 3. b (J) =< I ~  ! 

Preuve. Pour tout y e A  k, on a vu que Id(v)l=k et IIJ(v)ll = IIJll d 'of l  a(Jfv)) 
__>(�88 U(v)ll!=(�88 IlJll ! D'ofl 

1 2 ~ - (  2 c~) 2k" 
b(J)<= ~ k=m-,,(J) veA~ 

- -  m - k  Or Card Ak--Cm d'ofi, en majorant  tous les C~ par 1, on obtient: 

b (J) =< C~- k 2 m-~ 2 k ]/~ . 
k = , . - , . ( s )  J J II ! 
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1 C.21JI _ _  

d'ofl 

gn minorant m-re(J) par 0, on a: b(J)<__ ~-+2 ~ =  ]/[IJll!" 

Remarque. Le coefficient 2 5. n'est pas optimal, mais une majoration de b(J) par 
B TM 

- -  est naturelle avec 2 >  1. Par exemple, si J = ( 1  ... 1) alors B [ -  m! ' 

et donc 

et doric 

2m! 
_ t 2 m  

E (B[ ~) = m !3 2 ~ 

2 m 2 m  t2m 

3 \3] m! - - m! 

/ ~ /  /~\lsl 1 b( j )  < ]/21J I 1 

(c) Convergence des sdries de Taylor stochastiques 

On arrive enfin aux th6or6mes de convergence des s6ries de Taylor stochastiques: 

Th6or6me 2. Soit xe3-OR r+ 1). 

(1) Si ~ ~ Ix)lb(J)~ttllJIl<oo (resp. ~ (  ~ Ixzlb(J))l~tm<o~) alors la 
m [J l=m m ] ] J l l = m  

sdrie ~ ~ IxjB[lL2 converge (resp. ~ ~ IxjB[[L2 converge. 
m Idl=m m I]J l l=m 

(2) Si ~ ~ IxjlZb(J)2tllsll<oe (resp. ~(  Y' Ixsl2b(J)2)tm<oe alors la 
m IJ [=m m I]J l[=m 

sdrie ~ 2 [xsBSl (resp. 2 Z IxjB[[) converge ps uniformOment sur [0, t'] 
m IJ l=m m Irdll=m 

t 
pour tout t' < _ - -  

- r + l "  

Preuve. Le (1) est une cons6quence 6vidente du lemme 2. Pour le (2), on a: 
t t '  

si t'<r+ 1 et C = t ( r + l ) < l ;  si s<t': 

1 
P( ~ I x j B ~ l ~ C m ) ~ g ( (  ~ [x~B~l) 2) 

IJI =m IJI =m 

< ( r+  1) m 
IBslL2 = c ~ m  ~ IXJI ~ ~ 

I~1 =m 

<- Z Ixj]Zb(J) 2sllalr{r+l]m 
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O r  ( t ) [ I  Jl[ ~ (~)m d'ol~l t i - ~  ~ -  ) S [ I J l l  [r-t-l\m<[(r+l)s\=[~) < 1. 

[r+ 1V" 
O'~ [ ~ 7 - )  - -<tllJN et: P( Z IxjBJl>C") < Z IxjIZb(J) 2tl[sll" 

IJI =m IJI =m 
La serie de droite est convergente. Le lemme de Borel-Cantelli donne le r6sultat. 
(Le calcul est analogue pour les s6ries ~ xa B{). 

I[JH =m 

Remarque. Si la s6rie de Taylor est d6terministe, /l savoir si xj est nul d~s 
que Fun des Ji est non nul, notons x,,=Xs pour J = ( 0 ~ 0 ) .  Alors 

m l o i s  

1 1 1 
~ IxjBJtlL==s . On a alors b ( J ) - / ~ . . - / ~ , 2 - m t  et IlJll=2m 

m IJl=m m " vata) vm~ 
t m 

pour un tel J e t  la condition (1) s'6crit ~ [x~[ ~ T <  o e; elle est donc 6videmment 

optimale, m 
Les majorations de b(J) obtenues au lemme 3 permettent d'obtenir des crit~- 

res concrets des s6ries de Taylor stochastiques. 

Corollaire 1. Soit x e J  (IW + 1) tel que: 

3 K > 0  et 3e~IR Ixs[~KIJll]JlIV. 

t. 

(1) Si c~ < 1/2. 
La s&ie ~ ~ IxjBJt[L~ (respectivement ~ ~ IxjBJ[L2) convergepour tout 

m [Yl=m m I[JI]=m 

La sdrie 
m I J l = m  m IlJl[=m 

ment uniformdment sur tout intervalle [0, T]. 
(2) Si ~ = 1/2. 
I1 existe des r&ls 0 < t o < t  1 tels que: La s&ie y' 

m 

Y~ Y~ Ix, B~lL2) converge pour t< t  o. 
rn HJll =m 

La sdrie ~ ~ LxsB {1 (respectivement 
m IJl=m m 

surement uniformOment sur [0, q].  

Preuve. On se limitera au calcul pour les s6ries ~ ~ xj Bt a. On a 
m [gl=m 

[xjB{I (respectivement ~ Z ]xaBtal) converge presque sure- 

]xj B~ [L2 (respectivement 
IJI =m 

Ixj B~ IL2) converge presque 
[IJll =,~ 

et  

s IxjIb(J)]//711JIl~ ~ (SK(~-tvt))m2mV -~/2 
IJI =m ISl =m 

_--< [(r+ 1) ~ K(1//v t)F 2m! ~- ~;~ 

Z IXsl 2 b ( J )  2 tlIJN ~ ( ( r +  1) ~ K  2 t v t2) m 2m !2~- 1. 
IJI =m 
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Si ~<  1/2, ces s6ries convergent pour  tout t d'ofi le 1) du corollaire. Si ~=  1/2, 
2 

la premi6re de ces s6ries converge pour  (~ t  v t ) <  = 2  donc pour  t 
5 ( r+  1) K 

< inf  (2, 2 ~) = to. 
2 

La seconde converge pour  t < inf(#, #2) avec # = 5 ' / T T ~ K '  ce qui d6montre 
y , 1 - 1  

1 
le 2) du corollaire avec tl - inf(#, #2). 

r + l  

Remarque. Les rayons de convergence to et tl ne sont pas optimaux. Par contre, 
l 'exposant critique e = 1/2 l'est. 

Pour  la convergence p-s, consid6rons de nouveau le cas extreme d'une s6rie 
de Taylor  d6terministe: xs=O si Fun des Ji est non nul, et notons xj=x" pour  
J = ( ~ ) .  

" f o i s  

L'hypoth6se [Xs [ < K IJI II J ll !~ s'6crit ici ix,, 4 < K"(2  m) !~. La formule de Stifling 
[ -m  

montre que la s6rie de Taylor  ~ ~, IxjB{l=~x"~nV converge pour  tout t 
m la '[  = "  " 

si ~<1 /2  et pour  tout t~ 0 ,~ -~  si ~=1/2,  mais diverge pour tout t si e > l / 2  

et ]x , , l>K"(2m)!  ~. 
Consid6rons un cas simple non d6terministe en posant" 

xj= K"(m!) ~= Klst IlJll !~ 

x j=O sinon. 

si J = ( 1 ~ 1 )  
" f o i s  

Alors, de marne la formule de Stirling montre que la s6rie de Taylor  stochastique 

/Sm  
t "  [xaBt ]L 2= K"(m!) ~ B" V 

" ] J [ = "  L 2 " 

converge pour tout t si ~ < 1/2, converge pour tout t < 1/2K si ~--1/2 et diverge 
si c~ > 1/2 pour  tout t. 

Par contre, dans ce cas, la convergence p .s  a lieu pour tout t pour  e <  1 
mais pour  c~= 1, la s6rie 21 ~, xsBJtl ne converge p.s sur aucun intervalle 

d6terministe [0, T]. , .  I J l = m  

Pourtant,  cette s6rie converge dans un sens plus faible, elle a un rayon de 
convergence al6atoire. 

Plus pr6cis6ment, si T e s t  le temps d'arrat T= in f ( t ,  [Bt~]=I/K) alors p .s  
sur l'intervalle stochastique [-0, T [  la s6rie ~, ~ [xj B{] converge. Nous allons, 

m b l l  = rn  

dans les paragraphes suivants, nous int6resser fi ce type de convergence avant 
un temps d'arr~t. 
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(d) La famille des intOgrales it~rdes comme diffusion sur un espace de Banach 

Soit la famille infinie Yt des int6grales stochastiques it6r6es de Stratonovich; 
nous allons montrer  ici qu'il s'agit bien d'un processus de diffusion fi valeurs 
darts un espace de Banach (et pas seulement darts le ~gros)) espace Y-(N. *+ 1)). 

Soit H l e  sous-espace de Y ( N  *+ 1) donn6 par: 

H~-{X~-(~r+I)/2 Z IXJ] < O0} 
rn jJ[ =rn 

H muni de la norme IFx]l =Z Z IxSl est 6videmment un espace de Banach. 
m ]J]=m 

On a alors: 
Theoreme 3. (1) Presque surement, pour tout t YteH. 

(2) (Yt) est la solution sur H de l~quation stochastique 

r 
dYt= ~" Qj(yt)odBJt 

j=O  

off les champs Qj sont donnOs par: 

s f 0 
Si J=(Jl...Jm) si QJ(Y)=~yJ,...Jm-~l 

si j=t=jm 
j=jm 

Preuve. (1) Yt est la s6rie de Taylor  stochastique donn6e par xs= 1 pour tout 
J. Les crit6res du corollaire assurent que ~ ~ ]xjB{] converge p.s uniform6 

ment sur [0, T]  pour  tout Td 'of i  le (1). ,, Isl=,, 
(2) On v6rifie trivialement que les Qj d6finissent des champs de vecteurs 

sur H. L'6quation (2) est la d6finition des int6grales it6r6es. 
Ainsi, la famille (Y~) est une diffusion de dimension infinie. Les r6sultats 

des paragraphes suivants vont montrer  dans quelle mesure il s'agit de la ~diffu- 
sion universelle)), fi savoir: on va exprimer toute diffusion analytique comme 
une fonctionnelle r6guli~re de cette diffusion et approximer toute diffusion /t 
coefficients C ~ par une telle fonctionnelle. 

w 2. Formule de Taylor stochastique 

(a) E.D.S. ~ coefficients C ~ 

Soit U un ouvert de N ' ,  E un ouvert de IR p e t a o ,  ..., o- r r +  1 applications 
C ~~ de U x E fi valeurs dans P,". Consid+rons l '6quation stochastique de Strato- 
novich sur U: 

dXt= ~ ~h(e, Xt)odB~ 
i = 0  

X o = x  (1) 
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off l 'on a not6, p o u r  simplifier, B~ Pour  un borel ien A de U, no tons  Xt(e, x) 
la solut ion de (1) et T~ '~ le t emps  de premi6re sortie de Xt(e, x) hors  de A 

T~ '~=inf ( t ,  X~(e, x)r  

On a alors le r6sultat  classique suivant:  

Th6or~me 4. (1) Si U=IR  m, E = I R  p e t  si les champs ~r i sont born& gt ddriv&s 
born&s, alors presque surement, pour tout t, X t ( . ,  ") est Coo en (e, x) sur IR" x IR p. 

(2) Dans le cas g~ndral oit ai est Coo sur U x E, soit K un compact de U 
et V (respectivement F) un ouvert bornO non vide de IR" (respectivement IR p) tel 
que P'c I(. Alors presque surement pour t<  T =  inf Tic '~, X t ( ' ,  ") est Coo sur F x V. 

E~F 
x ~ V  

De plus T est un temps d'arr~t presque surement strictement positif. 

Preuve. (1) Ce r6sultat  est classique (cf. Bismut  [-4]) si les ai ne d6pendent  pas  
de e. I1 est trivial de se r amene r  fi ce cas. I1 suffit de poser :  

~i(~, x) = (0, ~i(~, x)) 

et Yt(e, x )=(g ,  Xt(e, x)). 

alors Y, est solut ion sur R m x IR p de l '6quat ion:  

ro = (~, x) 

dYt= ~ ~,(Yt)odB~. 
i = 0  

Ainsi, p resque  surement ,  pou r  tou t  t Yt est C oo sur p m X IR p e t  donc  Xt l'est. 
(2) Si l 'on remplace  les champs  ~i pa r  des c h a m p s  ~i born6s /l d6riv6es 

born6es tels que 6iF~,=ail,, et si )~t d6signe la solut ion de l '6quat ion associ6e 
aux ~i, alors p.s p o u r  tout  t )~t est Coo en (e, x) et p o u r  t <  TXt(e ,  x) coincident  
pou r  (e, x ) e F  x V. D'of l  le r6sultat. 

Le fair que T soit un temps  d 'arr6t  est 6vident. En effet, T =  inf 7~ 'x 
(e, x ) e F  x V 

= inf T~ 'x si D est un d6nombrab l e  dense de F x V, donc  Tes t  la borne  inf6rieure 
e, x ~ D  

d 'un  ensemble  d~nombrab le  de temps d'arr~t.  V~rifions que presque su rement  
T e s t  s t r ic tement  positif. On a: 

T =  inf 7 ~ ' x >  inf 7 k ' ~ >  inf T~'X. 
F x V  F x V  F x V  

Or l ' appl ica t ion  (e, Z ) ~  T~ "x est s.c.i., sa bo rne  inf6rieure est donc  at teinte  
sur le c o m p a c t  F x V, elle est donc  s t r ic tement  positive. 

Remarque. Si l 'on s ' int6resse /t la seule r6gularit6 en fonct ion du pa ram6t re  e, 
/t Xo fix6, on peut  r emplacer  T pa r  inf Tr~ 'x~ qui, de marne, est un temps  d 'a r ra t  

~eF 

s t r ic tement  positif. 
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( b )  E.D.S. ~t coefficients analytiques 

Supposons ici que les champs a~ soient analytiques r6els au voisinage de 
(Co, Xo)eE x U; on va montrer la d6pendance analytique du param6tre e et de 
la condition initiale x pour la solution Xde, x) de (1). 

Plus pr6cis6ment, soient P =  P~o x P~o un pav6 ouvert de IR'~x ]R p, de centre 
(co, Xo) (off P~o (resp. Pxo) est un pav6 ouvert de centre eo (resp. Xo)) tel que 
/5 soit inclus dans l'intersection des domaines de convergence des s6ries des 
Taylor en (Co, Xo) des ai. On a: 

Th6or~me 5. II existe un temps d'arrOt T p. s strictement positif, tel que p . s  sur 
t < T X t ( . ,  .) est analytique sur P. 

Preuve. Par la r6duction pratiqu6e pour le (1) du th6or6me pr6c6dent, on peut 
supposer que les champs o-~ ne d6pendent pas du param~tre e. On consid6re 
donc l'6quation sur U 

r 

d X , =  ~ a(X,)dB~ 
i = 0  

Xo = x  (1) 

et l'on veut montrer l'existence d'un temps d'arr& T p. s > 0 tel que sur t < T Xt (') 
soit analytique sur P1 (un pav6 de centre Xo et tel que/~ soit inclus dans l'intersec- 
tion V des domaines de convergence des s6ries de Taylor en (go, xo) des at). 

On va, pour cela, complexifier l'6quation (1). Pr6cisons d'abord les notations: 
Soit q~ la bijection de ]R 2n sur ~"  suivante 

~b(xl ... x2,) = (Xl + ix,+ ~ . . . .  , x ,  + ix2,).  

Si Wes t  un ouvert de IR 2", et f une application C ~ de W dans IR", alors 
f =  q~of o ~b-~ d6finit une application sur I'ouvert ~b (W) de t12" qui est analytique 
sur q~(W) si les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites, /t savoir si la 
matrice jacobienne de f appartient ~t la sous-alg6bre M de M z , ( N  ) des matrices 

de la forme (~ -  ~ )  off A, B ~ J/l,(lR). 

D6montrons maintenant le th6or6me: 
Soit P2 un pav6 ouvert tel que P~ c Pz c P2 c V. Soient alors Q~ les polydisques 

ouverts de II?" tels que Q~ c~ IR" = Pi- 
Les s6ries de Taylor des a~ en Xo d~finissent des applications analytiques 

"/70"'' "Or s u r  Q 2  telles que "cqp~ = a,. Sur l'ouvert de n:~. 2n ~b-1 (Q2) ces applications 
z~ d6finissent donc des applications t/, = ~b- ~ o z~ o ~b de classe C ~ dont les matrices 
jacobiennes appartiennent/t  M. 

Prolongeons ces applications q, en des applications q~ de classe C ~ sur ~ "  
born6es fi d6riv6es born6es et consid6rons l'6quation sur ~ 2 ,  associ6e aux ~h: 

Yo(y) = y e  ~-~" 

dYe(y)= ~ q~(Y,(YllodB[. 
i=0  
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Par les r6sultats pr6c6dents, on sait que Yd') est de class�9 C ~ sur IR 2". De 
plus, si l 'on note Z,(y) la differentielle de Yd') en y, on a l '6quation aux variations 
dans M2,(IR): 

Z o (y) = I 

dZ,(y) = ~ dFTdYdy)). Zdy) o dBI 
i=0  

Consid6rons T =  inf T~_,(e2) , alors, par un raisonnement d6jfi fait, T 
ye(~- ~(Q2) 

est un temps d'arret p .s  strictement positif. On va montrer  que Vy�9 
Zt ^ T(Y)�9 M e t  donc que, s i t  < T, Yt(') v6rifie les conditions de Cauchy-Riemann 
sur ~-1 (G). 

Posons Z f  (y)= Z~ ̂  T(Y), zT est l 'unique solution de 

z0r(y)=I 

dZr(y)= ~ A~.ZT(y) 1~< r odB~, 
i=0  

(*) 

avec A~ = dqi (Yt A r(Y)) = d~h(Yt ̂  r (Y)) �9 M, puisque q i v6rifie les conditions de Cau- 
chy-Riemann sur ~b- 1 (Q2). 

Or M 6tant une sous-alg6bre, l '6quation ( , )  a une solution unique dans 
M. D'ofi V y e r  1(Q1) Zt ̂  T(y)e M. 

Ainsi, si t<T ,  Yd') d6finit une application de classe C ~ sur r  dont 
la diff6rentielle Zt(y ) v6rifie les conditions de Cauchy-Riemann. Donc ~( . )  
= 4 o  Ytor -1 d6finie sur l 'ouvert Q1 de ~" est analytique si t <  T 

De plus, par le fait que si xeP~ 07+k(x,O)=q~+k(x,O)=Im(z~(X))=O 
on v6rifie que Yt"+k(x, 0)=0,  donc que Ydx, 0)elR"x{0} et donc 
Yt^T(X, 0 ) � 9 1 6 2  (Q2) c~ (]R" x {0}) = P2 x {0}. 

Ainsi, 

q,(~^ T(x, o)) = rh(Y, ^ ~.(x, o ) =  o-;(r,~ ~. . . . . .  ~ ~.(x, 0)) 

et (Yt~T(X, 0)... Yt~ T( x, 0)) est solution de l 'equation stochastique v4rifihe par 
X, ^ r(X) sur R"  et l 'on obtient que ~^  r ( ' )  coincide avec Xt^ r ( ' )  sur P1. 

Ce qui montre que, s i t  < T, Xt(. ) est analytique sur PI. C.Q.F.D. 

(c) Formule de Taylor stochastique 

Consid6rons de nouveau l'6quation 

dX,= ~ oi(X,)odS~ 
i=0  

X o = X  o 
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off les champs  de vecteurs  a~ sont  C ~ sur un ouver t  U. 
Ici, on va  fixer la condi t ion  initiale Xo~ U et 6tudier la d6pendance  en foncfion 

de t e n  temps  petit. Si l 'on  avai t  affaire ~ une 6quat ion diff6rentielle ordinaire,  
on pour ra i t  aff irmer qu 'en  temps  peti t  Xt(xo) est C ~ en t et 6crire une formule  
de Taylor .  Ici, un tel r6sultat  est 6v idemment  absurde ;  on va  pou r t an t  in t rodui re  
une formule  de T a y l o r  s tochas t ique  due ~t Azenco t t  [1] off les int6grales it6r6es 

SSt = ~ '"S  dBJt~ . . . . .  dSJt~. 
O < t l  < . . .  < t m  < t  

t m 

g6n6ralisent les m o n o m e s  m~ = ~"" ~ dt l . . ,  dt~. 
O < t l  < . . ,  < t rn  < t  

N o t o n s  ~ ai~(X-Xo) ~ la s~rie de Tay lo r  formelle  de o- i en Xo avec la conven-  
v ~ N  m 

t ion usuelle de no ta t ion  x ~ - x l -  ~ . . . x ~ ,  s iv  = (Vl... vm)~N m et x = (Xl . . . .  , x ~ ) ~ -  0~. 
Si g l ,  . . . ,  g,  d6signent n 616ments de ]R '~, soit le p o l y n o m e  ~ coefficients 

vectoriels g l x + . . . + g , x  ~ p o u r  x~ lR  et soit alors C~(gl, ..., g,) le coefficient 
de x k dans  la s6rie formelle ~ ai~(gl x + . . .  +g ,x" )  ~ obtenue  pa r  compos i t ion  

y e n  m 

de s6rie formelle de Tay lo r  de o-~ en Xo et de ce p o l y n o m e  sans te rme constant .  
N o u s  pouvons  alors in t rodui re  le syst6me s tochas t ique  donn6 par :  

dga = ~ ai(Xo)~ 
i = 1  

dg2 = ~ C~(g~(t))~ ~176 
i = 1  

dg ,= ~ C~-~(gx i C~-2 .g ,_2)odS 0 �9 - - g , -  1 )~  (gl .. 
i = 0  

avec les condi t ions  initiales: gi(O)= O. 
La  p ropos i t ion  suivante  d6crit les gk : 

Proposi t ion 2. (1) Pour tout n s N *  le syst~me stochastique ~ dffinit une diffusion 
(g l - . .  g,) sur (Nm), ~ temps de vie infini. Chaque gk se calcule ~ partir d'intdgrales 
itdrdes de Stratonovich prOcis~ment, si gJk ddsigne la j~me coordonnde de gk; on 
a :  

Pj(a' )B  
IIJII =k 

off les Pj sont des polynomes universels, ~ coefficients rationnels positifs, pris sur 
les coefficients de Taylor a~ des champs ai. 

(2) On a la propri~t~ de scaling suivante: 

Pour tout t >_ 0 les pro cessus s ~ (ga (s t) . . . . .  gn (s t)) 

et s-~ (t 1/2 g(s), . . . ,  t "/2 gn(s)) 

ont mOme loi. 
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Remarque. On v6rifie ainsi que les gk d6finissent une s6rie de Taylor stochastique 
au sens pr6c6dent. On l'appellera s6rie de Taylor stochastique associ6e ~ l'6qua- 
tion (1). 

Preuve. (1) I1 suffit de constater que 5P~ se r6soud par quadratures stochastiques 
successives pour montrer qu'il d6finit une diffusion fi temps de vie infini. D6mon- 
trons la deuxi6me assertion par r6currence en constatant qu'elle est claire pour 

gl car gl (t)= ~ adxo)B I. Supposons que les coordonn6es de (gl (t) . . . .  , g,-1(0) 
i=1  

soient des combinaisons lin6aires d'int6grales stochastiques it6r6es; alors, puis- 
que la j ~  coordonn6e de Ck(gl . . .g,_ 1) est un polynome des coordonn6es de 
gl.- .  g,-1 dont les coefficients, rationnels positifs, s'obtiennent de fagon univer- 
selle fi partir des coefficients de Taylor (ai~), on v6rifie que la j~m~ coordonnbe 
g~(t) de g, (t) s'obtient comme combinaison lin6aire d'int6grales du type: 

i l (BsJ1)n, . . .  Jln ,  i (Bs) dBs avec ~ng[[Jk[[=n--1 si i=t=0 
s=O i 

l 

et ~nkHdkl l=n--2  si i = 0  
i 

qui, par application it6r6e de la formule d'Ito, se ram6ne fi des combinaisons 
lin6aires fi coefficients entiers positifs universels d'int6grales it6r6es 

(B{) telles que: 11 d 1[ = X n k [[ Jk 11 -}- 1 si i + 0 

et: []Jll=ZnklLJk][+2 si i = 0 ,  

c'est-/~-dire telles que: [I J II = n. 

Si l'on introduit l'6quation stochastique d6pendant du param6tre Remarque. 

& 
dX~ ~ ~ o i 2 = e f f i ( X t )  d B t + e  ao(Xt)dBt 0 

i = l  

X ~  ~ x 0 . 

Alors (gk(t)) est la s6rie formelle de Taylor de X~ en e=0,  i.e. 

1 d k 

gk ( t )  = k ~  " de ~ X~lo=o" 

Azencott a montr6 (th6or6me 1.6 [1]) que l'on a la formule de Taylor stochas- 
tique suivante: 

Th6or6me 6. Si l'on d~finit le processus reste R N + 1 par 

N 
X~=xo+  ~ gj(t)+tN+~/2RN+~(t) 

j = l  
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pour t strictement inf~rieur au temps de vie ~ de Xt et RN+I(t)=• point ~ l'infini 
pour t >= (; alors RN+ 1 est bornd en probabilitd lorsque t tend vers O. C'est-~-dire 
lim P(]RN+ 1[ ~ r ) = 0  pour r>=ro. 
t ~ 0  

La preuve de ce rOsultat est fondOe sur la propri6t6 de scaling, de X t d'une 
part, et des (gk(t)) donn6e par le (2) de la proposition pr6c6dente. Ceci permet 
de ramener la formule de Taylor stochastique ~ une formule de Taylor usuelle 
en e de X~. I1 reste ensuite ~ majorer le reste; nous renvoyons fi Azencott pour 
cela. 

Remarque. En fait, Azencott prouve le rOsultat avec une formulation Ito. Mais 
il est clair que les deux formulations sont 6quivalentes; en effet, toute Oquation 
d'Ito peut se transformer en une 6quation de Stratonovich et l'on a vu que 
les intOgrales itOrOes d'Ito et de Stratonovich s'expriment comme combinaisons 
lin~aires les unes des autres. 

Rappelons ici que, grace /~ une majoration des moments du reste RN+I, 
Azencott obtient les d6veloppements limit6s suivants: 

Th6or~me 7. Soit f une fonction C ~ bornde, on a: 

N 

E ( f  (Xt), t< ( ) = f ( x o ) +  t L f  (xo) + ~" aj tJ + O(t ~r + 1) 
. i=2  

oft les aj sont des polynomes universels en les coefficients de Taylor en Xo de 
f des ~i et des scalaires E(BSl). 

I1 suffit en effet de combiner la formule de Taylor usuelle pour f et la formule 
de Taylor stochastique, puis d'utiliser la propri6t6 de scaling des (gk(t)) ainsi 
qu'une propri6t6 de sym6trie 6vidente (pour v6rifier que les coefficients des puis- 
sances demi-enti6res de f s'annulent). Si l'on calcule les premiers termes, on 

v6rifie que le coefficient de V't vaut" E(f'(xo) gl(1)), c'est-fi-dire 

E(f'(xo) L ~i(xo)B]) et donc qu'il est nul. Le terme suivant, coefficient de t 
i = 1  

vaut: 

1 
E ( ~ ' g ~ ( 1 ) +  f ' (xo)g2(1))=~ Lf(xo) 

comme le montre un calcul tr6s simple ~ partir des expressions de gl(t) et 
g2(t): 

i = 1  k = l  

Supposons, pour simplifier, que Xt ait un temps de vie infini; on obtient 
ainsi un d6veloppement du semi-groupe Pt de g6n6rateur L agissant sur les fonc- 
tions Coo" 

1 N 
t ( P ~ f - f ) = L f  + ~ ajtJ+o(tN+l).  

j = 2  
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(d) Convergence de la sOrie de Taylor stochastique associOe ~ une e.d.s, analytique 

Supposons d6sormais que dans l '6quation (1) les champs de vecteurs o- i sont 
analytiques au voisinage de Xo. Peut-on alors conclure /t la convergence de 
la s6rie de Taylor  stochastique associ6e? Quel type de convergence? 

Commengons par donner les deux exemples les plus simples d'une telle 6qua- 
tion: 

f<dX, = Xt o dBt 
(1) Soit l '6quation / X o  = 1 alors, clairement, Xt=e Bt, d'ofi X t =  1 

oo B? 
+~gm(t )  avec gm(t)= ~...~ dBt . . . . .  dBt,,=~... I1 est 6videmment clair 

i O < t l < . . . < t m < t  

qu'ici la s&ie de Taylor  stochastique converge p.s  pour tout t et que X[gm(t)lL2 
converge pour tout t. 

l"6quation fdX~ 1 d'ofl X, = 1 + ~ gm (t) avec Soit _ ~ X  ~ = X2t ~  oo (2) = 1 alors X t = 1 --B~ 
oo 

gm(0=m! ~...~ dBtlo .... dBtm=B'f. On a vu qu'alors la s&ie ~gm(t)  
O < t l  < . . .  < t m  < t  1 

ne converge p.s  pour aucun t et que X[g~(t)[L~ diverge pour  tout t, mais que 

~]gm(t)[ converge p.s  sur {co, t__< T(co)} si Test  le temps d'arr~t T=inf ( t ,  [Bt] = 1). 
1 

Dans le cas g6n&al, on aura un r6sultat du type (2), fi savoir convergence 
p-s avant un temps d'arrat; les r~sultats du paragraphe 1 permettront de donner 
des crit&es qui assureront une convergence du type (1), fi savoir une convergence 
p. s sur un intervalle d~terministe et m~me une convergence L 2. 

Commenqons par montrer  le r6sultat abstrait suivant: soit C > 0 ,  tel que 
les s6ries de Taylor des champs ai convergent sur le pay6 ] x 0 - C ,  x o + C  P. 
Pour p > 1, introduisons le temps d'arr~t (6ventuellement nul): 

Zc(p)=inf(t, ~=lPm[gm(t)[>=C )" 

On a alors: 

Th6or/~me 8. Ps sur t~ zc(p) on a: 

Xt=xo + ~ gin(t). 
m = l  

Preuve. Si f(e) est une fonction analytique sur le disque {~I~,  [el<p} alors 
pour p' < p on a: 

p-- 1 ek M f(k)(0) __<__ 
Vp, Ve/le[<p' f ( e ) -  ~ k! 

0 P'P 
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1 
avec M sup If(e)l. 

Consid6rons ici la fonction f ( e ) = ~ i  Xo + 

analytique sur [el < p e t  

Sur t<zc(p)f(e)  est 

sup If(e)[_-< sup Io-i(x)l. 
I~l<p, Ixl<C 

De plus, par d6finition des C~(g~ ..-gk), le d6veloppement de Taylor  de f 
p 

en 0 fi l 'ordre pes t  donn6 par ~i(Xo)+ ~ C~(gl ...gk)e k d'ofi 
k = l  

~i Xo+ e"g,,(t  --(~i(Xo)+~C~(gl. . .gk)e k < 
m = 1 i P ' P  

pour  tout p, tout e tel que [el <p '  et K i -  

tion, des g,, : 

1 
P' Ixl<=cSUp [ai(x)l. Or on a, par d6fini- 

D'ofi 

avec 

�9 " / S i n - - l !  ~ a - ' s  

1 i = 1  n = l  0 

p t 

+ Z e" f c~'- ~ (gi~... g~)_ ~)o a B  o 
m = 2  0 

p r t A % t A ~c(P) 

~e"gm(tAz~(p))= ~, e ~ H~(s)odB~+e 2 ~ HV(s)odB~ 
i i = 1  0 0 

p - 1  

Hf(s) = ai(Xo)+ ~, e k C~(gl (s)... gk(s)) 
k = l  

p - 2  

Hg (s) = ~o (x o) + ~ e k C~(gl (s)... gk(s)). 
1 

(,) 

Or, pour  ]el < p', on a: 

, ~=, =p,~ P ( t < ~ ( p ) ) ' / "  
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Si l 'on a choisi p ' >  1, les termes de droite de ces in6galit6s tendent vers 
0, lorsque p ~ ,  d'ofi on peut passer ~ la limite dans ( . ) ;  on obtient pour  

I~[<P': 

xo+~emg,~(tAz~(p))---xo+ e ~ ai Xo+ emgm(s odB~ 
1 i = l  0 m = l  

+e 2 ~ ao Xo+Ze"g~(s  dB ~ 
0 1 

o~ 

Ce qui montre que: XO+~gm(tA zc(p) est solution de la m~me 6quation que 
1 

Xt ^ ~o~p), d'ofl le r6sultat. 

Remarque. Ce r6sultat montre qu'avant le temps Zc(p), la somme de la s6rie 
de Taylor  stochastique est bien Xt, mais n'assure pas que zc(p) est strictement 
positif et donc, pour  l'instant, il pourrait  ~tre sans interet. Remarquons 

n6anmoins que L(P) est strictement positif p .s  d~s que z(p)=inf  t, ~pklgk(t)l 
1 

= oo) l'est. 

Les r6sultats du w 1 permettent de donner des crit&es sur les coefficients 
Pj pour  qu'il en soit ainsi: 

Proposit ion 3. (1) Si I~1 <= K J IIJll !~ pour tout J tel que [JI >= ko Alors 

�9 z ( r ) :  ~ si ~< 1/2 

�9 3 t 1 > 0  z(r)>-_tl si ~=1 /2  

et donc p.s: zc(p)>O. Ainsi, le rOsultat du thOorOme est valable sur un intervalle 
stochastique p. s non vide. 

oo 

(2) Si, de plus, les ai sont enti~res, alors on a: X t = X o + ~ g k ( t )  pour tout 
1 

t si ct< 1/2 et pour tout t < t l  si a= 1/2. 

Preuve. (1) I1 s'agit simplement du corollaire 1. 
oo 

(2) Les O- i 6tant enti6res, on a :  X t = x o + Z g k ( t  ) p .s  sur {co, t<__z.(p)} pour  
i 

tout n e N ,  donc p.s sur {e), 3n t<%(p)}= ~o, ~pklgk(t)l<=n =/2 si C~<1/2, OU 

si e = 1/2 et t_--< t~ d'ofi le r6sultat. 
Ce r6sultat retrouve ainsi l'exemple 1) de l '6quation 

dXt = Xz o dBt 

X o =  1. 

N6anmoins, ce r6sultat fait intervenir les coefficients Pj et non directement 
ceux des a~, et marne avec des champs polynomiaux, il se peut que l'hypoth~se 
ne soit pas v6rifi6e comme le montre l'exemple (2). 
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Pour montrer qu'en g6n6ral le r6sultat du th6or6me peut s'6crire sur un 
intervalle stochastique non vide, ou encore que le rayon de convergence al6atoire 
de la s6rie de Taylor stochastique est p-s non nul, on va utiliser le r6sultat 
de d6pendance analytique des param&res. 

Th6or~me 9. II existe un temps d'arr& T p. s strictement positif, tel que sur [0, T [ 

la sOrie ~lgk(t)l converge p.s, et 
1 

90 

X, = x o + ~, gk(t). 
1 

Preuve. Consid6rons l'6quation 

dXt(e.) = ~ e ai(Xt(e,))o dB I + e2 ao (Xt(e)) dB ~ 
i = 1  

X 0 ~ x 0 . 

(,) 

Le th6or6me de d6pendance analytique des paramatres d6montr6 au w 2 b montre 
que, pour tout p > 0 ,  il existe un temps d'arr& p.s  strictement positif T, tel 
que sur [-0, T[  X,( ')  est analytique sur l'intervalle ] - -p ,  p[. Rappelons que l'on 
peut prendre: T =  inf T~, e ~  off T~ est le temps de sortie de la solution de 

I~l<p 

l'6quation (*) complexifi6e, hors du polydisque {zeC", Izil<C} off les s6ries 
de Taylor des o-i en Xo convergent. La s6rie de Taylor en e = 0  de Xt(e) est 

donn6e par les gk(t); on v6rifie ainsi que si t < T  la s6rie ~ekgk(t) converge 
1 oo 

pour lel < p  et que Xt(e)=Xo+~ekgk(t) .  
1 

oo 

I1 suffit de choisir p >  1 pour conclure que: ~lgk(t)l< oO et que Xt----Xt(1) 
1 

= Xo + F, g~ (t). 
1 

Remarque. (1) Ce r6sultat affine le thbor8me 8. En effet, on v6rifie ici que T< z(p), 
donc que z(p)>0 p.s  et donc que zc(p)>0 p.s. Mais ici le rSsultat est meilleur, 
puisque clairement zc(p) < T 

(2) I1 &ait impossible sur l'6quation stochastique (1) de complexifier le temps 
comme pour une 6quation ordinaire, l 'introduction du param&re e qui, lui, 
peut se complexifier a permis de tourner cette difficult& 

(3) La question de savoir pr6cis6ment quel est le rayon de convergence de 
la s6rie de Taylor stochastique, fi savoir sur quel intervalle maximal [0, T[  
la convergence a lieu est difficile. Ce temps maximal peut aussi bien &re stricte- 
ment plus petit que le temps de sortie de Xt hors du domaine de convergence 
des o-~ (comme le montre l'exemple 2) que strictement plus grand. 
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3. Flots stochastiques et ordinaires 

I1 est bien connu (Bismut [4], Kunita  [10]) qu'une 6quation stochastique fi 
coefficients C~b d6finit un r o t  de diff6omorphismes. Les d6veloppements de 
Taylor  stochastiques pr~c6dents permettent de relier ces riots stochastiques et 
les riots d'6quations diff6rentielles ordinaires. 

Soit M une vari6t6 analytique; si X est un champ de vecteur sur M, notons 
exp s X ( . )  le riot associ6/t X. Soient Xo . . . . .  Xr r + 1 champs de vecteurs analyti- 
ques d6finis sur un voisinage U de xoeM.  Pour x e  U, consid6rons le sous-espace 
vectoriel de Tx M donn6 par L(x)- -Lie  (Xo, ..., Xr)(x). Soit alors k = d i m  L(x), 
et (XK')i=l...k une base de L(xo), off l 'on a not6 X K le crochet des champs 
X i donn6 par X K = Xkl, [Xk2... [Xkm ,, Xkm]...]] si K = (kl ... k,,) e {0... r} m. 

Th6or6me 10. Soit {t(Xo) la solution de l'dquation stochastique : 

d~t= ~ Xi(~t)odBi 
i=O 

~o=Xo. 

Alors, il existe un temps d'arrOt T p .s  strictement positif et un champ de vecteur 
al~atoire X~(e)) dans L(xo) tels que, sur t  < T, 

~(Xo) = exp Xt(xo). 

) i J Plus prdcisdment, le champ X t s'Ocrit: X t =  Y' PJB t XKi  off les Pj 
i=1 1 I lJ l l  = m  

sont des polynomes en les ddriv~es des champs Xi en Xo. 

Ainsi, ceci montre qu'en temps petit le riot stochastique est donn~ par le 
riot au temps 1 d'un champ de vecteur al~atoire d6pendant du temps. Ce champ 
est une combinaison lin6aire de crochets des X i dont  les coefficients sont des 
sommes de s6ries de Taylor  stochastiques. R6soudre l'6quation stochastique 
revient donc fi r6soudre une 6quation diff~rentielle ordinaire al6atoire d6pendant 
du temps. 

- /  
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Preuve du thOor~me. Le th6or6me de Nagano [21] montre l'existence d'une 
vari6t6 analytique F, la feuille de Nagano de dimension k, telle que xoeF et 
telle que L(x)= TxF pour x e F  voisin de Xo. 

Remarques. (1) I1 n'est pas n6cessaire ici de supposer que le rang de L(x) est 
localement constant. Les diff6rentes feuilles ne sont pas a priori de marne rang. 
Le rang de L(x) n'est constant que le long des feuilles. 

(2) I1 est clair, par le th6or6me du support de Stroock Varadhan que la 
diffusion ~ issue de Xo demeure en temps petit dans F. Soit l 'application q~ 
V ~ F ,  

(vl ... Vk) ~ exp (Z vl X ri) (Xo) 

d6finie sur un voisinage V de 0 dans N~ k ~i valeurs dans F. Cette application 
est analytique sur V. De plus, les d6riv6es de ~o en v = 0  sont des polynomes 
universels en les d6riv6es des champs X Ki en Xo. En particulier: 

- -  ~ 0 [ v  = o = X k J ( X o ) .  levi 

Ainsi, quitte ~i restreindre V, ceci montre que q) est un diff6omorphisme de 
V sur ~o (V). 

Consid6rons alors sur V les champs de vecteurs analytiques Y~=~0*Xi et 
la solution ~t de l'6quation 

r 

d~,= ~ Y~(~)odB~ 
0 

~o=0.  

La formule d'Ito montre que pour  t <  temps de vie de (t on a: 

i K i  it  = (P ((z) = exp ~. X Xo). 
\ 1  / 

I1 suffit alors d'appliquer le th6or6me 9/t  la diffusion ~t pour conclure. 

Remarques. (1) L'intervention de flots au temps 1 de champs d6pendants du 
temps (ou transform6es de Lie) est naturelle dans ce contexte (cf. Abraham- 
Marsden [20]). 

(2) Le r6sultat obtenu n'est pas tr6s pr6cis quant /t la description des Ps. 
En particulier, il est difficile de v&ifier, par exemple, sous cette form qu'en 
fait, si l'algdbre de Lie (Xo ...Xr) est p-nilpotente, les Pj s'annulent pour  IJI >P,  
i.e., que les seules int6grales it6r6es d'ordre < p interviennent et que les sommes 
de s6ries de Taylor  stochastiques sont des sommes finies. 

(3) Moyennant  une hypoth6se suppl6mentaire naturelle, on peut donner une 
version C ~~ du th6or~me: 
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Th6or6me 11. Si M est une vari~t~ C ~ et si les champs X i sont Coo et tels que: 

au voisinage de Xo le rang de L(x)  est constant. On a: 3 T p . s > O t q sur t <  T. 

avec 

it  = exp Xt(c~) (Xo) 

k 

Xt(c~ = ~. (~PJ BJ~Xk'• " Nt tt~j 
i=1 

et R N born~ en probabilitd lorsque t tend vers O. 

La preuve est analogue en utilisant le th6or6me de Frob6nius plutSt que 
celui de Nagano (ce qui est possible par l'hypoth6se de rang constant) et le 
th6or6me 6 plut6t que le th6or6me 9. 

4. Diffusions invariantes sur un groupe de lie 

( a )  Le cas general 

Dans le cas off la vari6t6 analytique M est un groupe de Lie et off les X i  
sont des champs invariants, la description du champ al6atoire Xt(co) du thbo- 
r6me 10 devient totalement explicite, et l 'on va voir qu'un tel r6sultat recouvre 
les r6sultats de Yamato dans le cas nilpotent et se relic naturellement /t ceux 
de Kunita  dans le cas r6soluble. 

Soit G u n  groupe de Lie connexe. 
Soit ~ =  T~G son alg6bre de Lie et exp l'application exponentielle sur ~. 

Notons 5f l'alg6bre de Lie des champs de vecteurs sur G invariants fi gauche. 
(Tout ce que nous allons voir serait valable avec les champs invariants fi droite). 
L'application ~ c5, X ~ X (e )  d6finit un isomorphisme d'alg6bre de Lie. Soient 
r + 1 champs de vecteurs X o . . . .  , Xr~ ~o. 

Consid6rons alors l '6quation stochastique invariante sur G: 

d~,= ~ Xi(~i)odB~ 
i=0  

~o=e. 
(1) 

On sait que ~t a un temps de vie infini; nous allons r6soudre ici explicitement 
toute 6quation invariante (1) en temps petit. 

Pour  cela, introduisons quelques notations (cf. Bourbaki [5]). 
Sur l'alg6bre de Lie libre sur ~ fi m lettres L~(U1,  U2 . . . . .  Urn). On introduit 

la s6rie formelle de Campbell-Hausdorff par: 

H(U~ . . . . .  U,,,)= ~ (--1)k-1 1 U p 

_ p e B k  
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off l'on a not6 

Bk= J J Vje{1.. .k} (pi)~ . . . .  ~,  p~eN, ~ Pi> 0 
I je{1 ...k} i = ~ 

G .  B e n  A r o u s  

et pour p~Bk: 

Ipl =Zpi ,  p! =l~p] ! et 
i , j  i , j  

U p = (ad UOPl... (ad Um)P~(ad UOP~... (ad U,,) pL 
... (ad Va)Pq... (ad UOPq... (ad Urn) p~- 1. Urn. 

Consid6rons alors, si J = (Jl. . . j , ,)e {0... r} m, le terme fls m-homog6ne de degr6 
1 en chaque variable dans la s6rie H(ui,, ..., uj,,) off ui=Xi(e). On a clairement: 

k Z u f  k = 1 peBk  

k 

ofi Bk=@eBk, ViE{1...m}j~=lP{= l }e t  

Uf = (ad Uj,)pt... (ad Uj,,)Ph... (ad Ujl)P~... (ad Ujm)p~-i Vim. 

Par exemple, pour ]J[ = 1 J=( j ) ,  on a fls=Uj. 
Pour I J [=2  J = ( j ,  k), on a flj=�89 Uk]. 

1 u Pour ]J] =3  J=(i,j ,  k), on a f la=~[  k, [Uj, Ui]]--~[Uj, [Uk, Ui]]. On a alors le 
th6or6me principal de ce paragraphe. 

Th6or~me 12. I1 existe un temps d'arrOt T p.s strictement positif, tel que, sur 

~0, T~ la s~rie ~ [ ~" flsBJt] converge presque surement, et: 
m = l  IIJl[=m 

~,=exp ~ flsB . 
i NJI[ = m  

Ce th6or6me donne ainsi une r6solution explicite en carte exponentielle de 
toute 6quation stochastique invariante sur un groupe de Lie (en temps petit). 
~t est l'exponentielle d'une fonction universelle de la ~ diffusion universelle ~ (B {) 
et des crochets des Xi. Remarquons le fait important que les coefficients des 
int6grales d'ordre k sont des crochets du mame ordre. 

Preuve. Soit U l'ouvert de ff constitu6 des points off l'exponentielle est r6guli6re. 
Si s(x) d6signe le spectre de ad x (consid6r~ comme endomorphisme de (r comple- 
xifi6e), on sait que U =  { x ~ ,  s(x)c~Zn7Z~ {0}}. 

Soit ai le champ de vecteur sur U donn6 par 

a d ( - x )  
ai(x) = e.d_~_ I 
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a d ( - x )  
off e~d(_~)_i est un abus de notation pour 

a bien un sens pour  x e  U). 
On a alors, pour  xe  U: 

p ( p + l ) !  
- -  a d  ( - x) v) - 1 (ce qui 

(T~ exp) [ai (x)] = Xi (exp x). (,) 

En effet, pour  he T~ U identifi6 ~i ~, on a 

GO 
Tx exp (h) = exp x. ~ _ _ 1  (ad - x) p- h. 

o (p+ 1)! 

D'ofl, pour  h = a i(x) 

T~ exp [ai(x)] = exp x.ui = exp x. Xi(e ) 

= Xi(exp x) par l'invariance de Xi. 

Soit alors l '6quation sur U associ6e aux a~: 

d~t= ~ ai(~t)odB~ 
i=0 

fro=0. 
(2) 

Si T 1 d6signe le temps de vie de ~t, la formule d'Ito et la relation ( . )  montrent  
que, sur ~0, T 1 ~, it = exp ~,. 

D'autre part, les champs al sont analytiques sur U. Plus pr6cis6ment, la 
s6rie de Taylor  de a i en 0 est donn6e par: 

(id ad-x ~ (--1) n-1 ) 
2 ~-,=1 2n! b" (ad-x)2"  "Ui 

off b, d6signe le n ~me nombre de Bernouilli. Cette s6rie est sommable sur l 'ouvert 
V c U :  V={xe~r le rayon spectral de adx<2rc} .  En effet, si W e s t  l 'ouvert 
de L(fr (1'ensemble des endomorphismes de ~r donn6 par W =  {AeL(N), spectre 
(A)c~2n 2g~{0}} et, si q5 d6signe l'application de W dans L(fr donn6e par 

A 
q~(A)= eA_ i ,  C bes t  analytique sur W e t  sa s6rie de Taylor en 0 est donn6e 

par: 

~b(A) = I d -  + ( - 1 ) " - 1  �9 2n! b"A2"" 

Cette s6rie est normalement convergente si le rayon spectral de A est strictement 
inf6rieur/L 2re, car, dans ce cas, pour  n assez grand, on a: IPA"I] _-< C" avec C < 2 n  

1 x ( - 1 )  " - I  { et la s6rie r6elle - ~ + Z  2 n ~  b"x2" est convergente pour Ixl<2n \et a 
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X 
pour some e x -  1" ceci pouvant  servir de d6finition aux hombres de Bernouilli 

b,). 

I1 suffit alors d'appliquer le th6or6me 9 du w 1 pour  obtenir le d6veloppement 
de (t en s6rie de Taylor  stochastique. I1 reste seulement fi identifier les termes 
du d6veloppement: 

Consid6rons le syst6me (SPin) associ6 fi l '6quation (2): 

dgx(t)= i uidB~ 
i = 1  

dr,,,(t) = ~ C7-1 (g~ (t)... gm-~ (t))o dB~ + C'g- 2 (g~ (t) ... g,,_ 2 (t) o dB~ 
i = 1  

off C~(gl ...gk) est le coefficient de x k darts la s6rie de Taylor  en 0 de ai x~gl . 

On a alors la description cherch6e des gk qui ach6ve la preuve du th6or~me: 
(La preuve de ce lemme est renvoy6e en appendice.) 

Lemme 4. Pour tout k: 
f lJ t ,  et  (a) gk(t)= E BJ 

HJll =k 
(b) C~(gl(t)...gk(t))= ~ flj,~i}Bf. 

IIJll =k 

en notant J w {i} ={Jl ...J~, i) si J=(Jl ...Jm). 

Remarque. Le rOsultat que nous venons de prouver est local et, comme tel, 
n'utilise que la structure de groupe de Lie local associ6 fi l'algObre ~. Cette 
remarque sera utilisOe plus loin. 

(b) Le cas nilpotent 

Dans le cas off l'alg6bre engendr6e par les champs X iest nilpotente, le th6or6me 
g6n6ral se simplifie. 

Th6or~me 13. Si Lie (Xo, ..., Xr) est p-nilpotente, on a, presque surement, pour 
tout t >_ 0 

i t = e x p  ~ fl jB . 
1 IJl=m 

Preuve. Dans le cas nilpotent, l'exponentielle est r6guli6re sur fq. Les champs 
o-~ introduits dans la preuve du th6or6me 12 sont d6finis sur tout ft. Si ~t d6signe 
la solution sur f# de l'6quation: 

d(t= ~ a,((t)odB ~ 
i = O  

~o=0 
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la s6rie de Taylor  stochastique de (t est en fait une somme finie 

et, par le th6or6me 8, du w 2 (ici 6vident), on v6rifie que 

P 

Z Z f l sB{  
m = l  I J l = m  

p 

vL>=o t,= Z E 
m = l  [ J [=m 

D'autre part, la formule d'Ito, appliqu6e fi l'exponentielle, montre comme pr6c6- 
demment que exp ( tes t  solution de l '6quation (1), pour  tout t, d'ofi, par unicit6, 
on obtient le th6or6me. 

Exemples 

(1) Le cas abOlien 

Si Lie (Xo, ..., Xr) est ab61ienne, le r6sultat se simplifie encore pour  donner: 

~ = e x p  uiB avec ui=Xi(e). 
\ i = O  / 

Dans ce cas, it est une fonction r6guli6re du mouvement  brownien (B~, ..., B~) 
et du temps. On retrouve ainsi les r6sultats de Doss [6] et Sussmann [17]. 

I1 faut remarquer que la formule ainsi obtenue est triviale, et que le travail 
pr6c6dent n'est pas n6cessaire ici. I1 suffit en effet d'utiliser la formule d'Ito 

0 pour constater que exp uiB est solution de l '6quation (1). 

(2) Le groupe d'Heisenberg 

Soit IH 1 le groupe des matrices triangulaires sup6rieures, /t coefficients r6els, 
avec des 1 sur la diagonale, de taille 3 x 3: 

{(~ t �9 
1 x z 

H i = 1 y (x, y, z)~IR 3 

0 1 

(010) (000) (i0i) 
Soit u l =  0 0 0 u 2 =  0 0 1 u 3 =  0 

0 0 0 0 0 0 0 

ul, u2, Ua constituent une base de l'alg6bre de Lie de IH 1 et l'on a [-~/1,/,/2] =U3 
les autres crochets 6tant nuls. 
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Si it d6signe la solution sur IH~ de l'6quation 

2 
d~t= ~ X,(~t)odB ~ 

i=l  

~o=l  

off X~ d6signe le champ invariant /l gauche s u r  ll--I 1 tel que Xi(1)=u ~. On a 

~ '= 1 B 2 

0 1 / 

d'ofl: 

~ ,=exp B : u l + B Z u 2 +  ~ B : H B ~ - ~ B : B ~  u 3 
\0 

~t:exp(Sltul-~S2bl2-~(iSldB2s--iS2sdB1)[bll'~2])'o 

On a ainsi retrouv6 directement, dans ce cas, le r6sultat annonc& Le coeffi- 

cient de bien comme . v u  ,resp. 
0 0 

�89 [ul, u2] = 1  [u2, ul]) / l  savoir fi(1,2)(resp./?(2,1)). 
Ce r6sultat est bien stir bien connu (cf. Gaveau [8]). 
Dans le cas nilpotent, il est possible de donner une autre preuve du th6or~me 

en suivant l'id6e de Kunita [11], qui consiste fi appliquer directement la formule 
de Campbell-Hausdorff fi la suite des approximations de ~t dite des int~grales 
stochastiques multiplicatives (cf. Ib6ro [9]). 

Nous allons donner  ici cette preuve pour  montrer  comment aboutir  fi un 
d~veloppement de it exactement identique/t  celui obtenu. 

Pour cela, pr~cisons certains faits sur la s6rie de Campbell-Hausdorff. On 
a d~j/l introduit la s~rie de Campbell-Hausdorff f in  variables: I-I(U~ ... U,) dans 
l'alg6bre de Lie libre Lc~(Ul, . . . ,  Un). Le commutateur  U x = [Uq [Ui2 ... Ui . . . .  U j ]  
apparalt plusieurs fois dans la s6rie H(U1, ..., U,). Regroupons les termes o6 
il apparalt  et appelons C~ le coefficient affectant U ~, de telle sorte que: 

H(U  . . . . .  U,,)= Z Z C,U'. 
m = 1 l e ( l  ...n} m 

Nous allons montrer  que, pour  de nombreux 1, les C~ coincident. Soient 
(xl . . . . .  x,,)~0R+*) " et (Yl . . . .  , ym)~(N+*)m; on dira que (Xa, ..., X,n)~(Yl, "", Ym) 
s'il existe une bijection strictement croissante q5 de {xl . . . . .  x,,} dans {yl . . . . .  Ym} 
telle que ~b (x~)= y~ V i. I1 est clair que ~ est une relation d'6quivalence sur (IR +*)m. 
On peut d6crire pr6cis6ment l'ensemble quotient A , ,=0 R+* )" /~  : Si nl, ..., nk 
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k 

sont  k entiers, tels que ~ ni = m, no tons  o-,~...,~ le sous -groupe  du groupe  sym6tri-  

que o-,, i s o m o r p h e / t  o-,, x ... x o-,~ donn6 par  

Si o-ea,, ,  on no te ra  & sa classe m o d u l o  o- . . . . . . .  . 
Et  on posera :  

;4n~ ... n~, ~ ) =  {(h ...  tm)e l R + * " / t ~ . ~  . . . . .  t~.)  < t~(.+ ~ 

~ t [n -1  \ - - . ,  . 

I1 est clair que cette d6finition ne d6pend pas  du choix du repr6sentant  de 
&. Alors  tout  2 de A,, s'6crit de fagon unique c o m m e  un 2(n~.. .  nk, ~). On  appel-  
lera degr6 de 2(n a. . .nk,  b) l 'entier m a x  (n~). Les 616ments 2 de Am de degr6 

l <_i<_k 

1 sont  les cones ouver ts  de (IR +*)m: 

,~(~) = {(t~ . . .  t~) e~R + * " / t ~ . ~  < . . .  < t~(,,~}. 

Les 616ments de degr6s sup6rieurs sont  des cones ob tenus  pa r  intersect ion de 
la fronti6re de ces 2(o-) avec des sous-espaces  de JR" de d imens ion  s t r ic tement  
inf6rieure fim. 

On  a alors:  

~I?{1. . .n}mc~2 
Proposi t ion 4. (1) Si 2eArn et si ~1 e { 1 . . . n ' } " ~ 2  

Ca. 
(2) Si 2(n l . . .  nk), ~) est de degrO 2, on a 

alors CI = Cr que l'on notera 

1 
C;~(nl...nk,~)-- 2 m - k  Z C;4~)" 

GEG 

Preuve. Le (1) est 6vident. 
(2) La  preuve  se fait pa r  r6currence sur le n o m b r e  l = m - k  de ni 6gaux 

/t 2. L' identi t~ est 6vidente avec 1=0.  Pou r  / > 0 ,  ou k<m,  supposons  (sans 
restreindre la g6n6ralit6) que la classe d '6quivalence ~ soit celle du neutre,  soit 
I=( i l ,  ..., im)e2(n 1 . . .n k, ~) on a donc:  

ia = i 2 : - - - = i , 1  =11 < i,1+ 1 - - . - . - - im+n2+l  =12 < "" < in~ +... +k-, +~ = "'" =im=Ik" 

Consid6rons  la s6rie H ( U  h ... U h U12 ... Ul2 . . . . .  Ul~... Uz~). Pa r  l 'hypoth6se  
n 1 f o i s  ~ n2 f o i s  n k f o i s  

de r6currence, on sait que, dans  cette s6rie, le crochet  U I appa rMt  muni  du 
coefficient: 

T T / l l  1 1 
O l  . . . .  . . . . . . . .  
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qui vaut:  

2 " - k  C~( ... . . .  ~,~)+(2 " - k -  1) ~ C~(,), 

car n l ! ... nk ! =  2 " -k ,  puisque ni ~ { 1, 2}. 
Or  la s6rie H ( U h . . .  U h . . . . .  Ut~... Ut~) est 6gale ~ la s6rie H(n~ U h . . . .  , nk U j  

off le crochet  U ~ appara~t avec le coefficient: 

�9 n~ 2 2 ( m - k )  nnl ~ .. nk C).(n~...n~, ~) = Cz(n~...n~, er). 

D'ofi  l 'on tire 

22(m-k) C~( . . . . . .  ~, ~) = 2m-k Cx ( . . . . . .  u, ~) + ( 2m-k __ 1) ~ C~(,). 
O'~6" 

d'ofi le r6sultat. 
On peut  alors p rouver  le 

Th6or~me 14. Si L ie  (Xo . . . X~) est  p-ni lpotente ,  on a, presque  surement ,  pour  tout  t 

p - - 1  

~ , = e x p  Z Z cdU s , 
m = l  I J ] = m  

off l 'on a pos~ 

~ { =  ~ Cz( . . . . . . . .  ~)It(BJ~(1)... B ~("),  ( n l . . .  nk)). 
~ A m  

dOA<2 

Rappelons  que la d6finition de l ' int6grale it6r6e d ' I to  It ,  obtenue en rempla-  
9ant, dans l ' int6grale it6r6e ~...~ d B ~ ' ( 1 ) . . . d B ~  (m), certains des d B ~ d B  k 

O < t l  < ,.. < t m  < t  

par  des d ( B  J, Bk) ,  est donn6e au w 1. 

Preuve .  Consid6rons la suite ~n) qui d6finit ~ comme une int6grale s tochast ique 
multiplicative (Ibbro [-9]), 

~") = exp Vz~")... exp V~ (~) 

k 
off Vk (") = ~ 3 (") B~ U~ avec 6 (") B~ = BI~ +~ -- BI~ et tk = ~ t. On salt que ~") converge 

j = 0  

en probabil i t6 vers ~t. 
Or  sur l 'alg~bre ni lpotente ~, on a la formule de Campbel l -Hausdor f f  

VV1 ... Vm~(~ exp Vm... exp V l = e x p  H ( V  1 ... V,,). Or, 

p- -1  

..... Z Z Z v') 
m = l  ~.~Am IE{1 ...2n}m n 2 

p - -1  

= Z Z Cz Z X (6("~Bi~...6 (")Bji2) U s. 
m = l  2 ~ A m  J~{0. . . r} m I e { 1 . , . 2 n } m n 2  

Or le lemme suivant est 616mentaire: 

Le inme 5. (1) Si 2 = 2 ( n x . . . n k ,  b) est  de degrd infkr ieur  ou kgal b 2, la quant i td  
6(,) -,R4 . . . . .  ~5(,) R4~,~ converge  L 2 v e r s  I ' intdgrale itdrOe d 'I to : 

Ie{ i ... 2n} m n 2 

I t (Bib(I) . . .  B i`(m), n l . . .  nk). 



Flots et series de Taylor stochastiques 59 

O. 
(2) Si 2 est de degrO sup&ieur ou dgaI d 3, la mOme quantit~ converge vers 

D'ofi l'on tire que H ( V(")... V(2", )) converge en probabilitO vers : 

p - 1  
~ UJ ~ C;It(BJ'~(1)...BJ~(m),n~...n~). 

m =  1 J ~ { O . . . r }  m ,g~Am 
d ~  

c'est-5-dire vers: 
p - 2  

E E ~] Us. C.Q.F.D. 
m = 1 J ~ { O . . . r }  m 

Remarque. Meyer a introduit ([14J p. 324-325) une notion tr6s g6n6rale d'int6- 
grales stochastiques multiples; il constatait alors que cette notion n'avait jamais 
servi. En fait ici, ces int6grales apparaissent naturellement. 

Th6or6me 15. Le coefficient ~Jt du commutateur U J dans le d&eloppement pr&d- 
dent est l'intdgrale multiple au sens de Meyer [14] de la fonction ddterministe 

Ca l~(t, ... tin) sur [0, t]m par rapport 5 la mesure produit d UJtl... d B{~. 
2eArn 

Preuve. On renvoie ici aux pp. 324-325 du cours de Meyer, pour la d6finition 
de ces int~grales multiples. La partition de [0, t] m induite par notre relation 
d'~quivalence ~ correspond exactement aux d6g6n6rescences que consid~re 
Meyer et, pour chaque 2 de degr6 inf6rieur ou 6gal fi 2, l'int6grale 
It(BJ~(1)...B j~ n 1 ... rig) correspond fi l'int6grale introduite par Meyer. Les 2 
de degr6 sup6rieur ou 6gal ~ 3 n'interviennent pas, du fait de la continuit6 
des B~. D'ofl le r~sultat. 

Le d6veloppement obtenu au th6or6me ne constitue pas encore un d6veloppe- 
ment en s6rie de Taylor stochastique; pour cela, il faut exprimer les int6grales 
multiples ~ fi partir d'int~grales it6r6es de Stratonovich. Pr6cis6ment, on a: 

Th6or6me 16. 

~Jt= E C)-(a) ~ ' " I  dBtJ; (1) . . . . .  dBi~(m). 
ff~ii~rn 0 <tl < ... <tm <t 

Dans la preuve de ce th6or~me qui permettra d'identifier les d~veloppements 
de {, obtenus par nos deux preuves (th~or6me 13 et th6or~me 14), il se produit 
un <<miracle>>, ~t savoir la eombinaison parfaite de la proposition 4 enti}rement 
alg6brique et la relation de la proposition 1 entre int6grales it6r6es d'Ito et 
de Stratonovich purement probabiliste. 

Preuve. 2(n, . . .nk,  &) est de degr6 au plus 2 si n l + . . . + n k = m  et nie{1, 2} ou 
encore, avec les notations du paragraphes 1, s i n , . . ,  nkeA m d ou, 

# ,=  y~ C,I,(BJ~"L..BJ~(% n, . . .nO 
.g~Am 

dO).__< 2 

E E C~( ........ if) It( Bj~(1)''" BJ~ nl . . .  nk)" 
k=[rn/2] nl...nk~A~m g'~crm/crnx...n k 
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D'ofi, par le lemme, on a: 

1 
O~at= 2 2m-k ~ ~ C;o(~)It(B )r n 1 ...nk) 

nl...nkeAkm ~'e~m/r ...n1r ~e~ 

= ~ C~(o) ~ 1 2m-k 
. . . .  

It(Bib(i)... BJ~(m), nl . . .  nk), 
n~ . . .nkeA~ 

ce qui est pr6cis6ment 6gal, par la proposition 1, h 

tTEam O<tl  <...  < tm<t  

Ceci permet donc d'6crire le d6veloppement obtenu au th6or6me 14, sous 
la forme: 

p - - 1  

~t = exp E Z fls. B s. 
m =  1 J e { 0 . . . r }  m 

avec/3 s = ~ Cz(~)[u~_ 1,,, [uj~_ 1(2~... ujo 1(,._ 1,, uj~_ 1 , j . . . ] .  Or, ce/3 J est pr6- 

cis6ment le terme m homog6ne de degr6 1 en chacune des variables dans la 
s6rie H (uj~ .... Jm). 

Ceci montre que: 

Th6or6me 17. Les ddveloppements de i t  obtenus par la mdthode de Kunita (thdo- 
r~me 14) et les ddveloppements en sdrie de Taylor stochastique (thdordme 13) coi'nc- 
ident. 

Remarque. Ce fait 6tait clair a priori, mais on a voulu exhiber les calculs pour 
montrer la surprenante int6raction des formules alg6briques et probabilistes. 
Remarquons que ces calculs permettent aussi de d6crire le d6veloppement de 

J ~t dans le cas g6n6ral (non nilpotent) ~ partir des int6grales multiples e,. 

(c)  Le cas rdsoluble 

Dans le cas 06 l'alg6bre de Lie est engendr6e par Xo.. .  X~ est r6soluble, Kunita 
1-11] obtient une repr&entation d'un type diff6rent de la solution it: 

Th6or~me 18. Si Lie (X o ...X~) est r&oluble, soit (I11... I1,) une base de l'algebre 
Lie (X o . . . . .  X~) il existe (Nta... N']) n semi-martingales continues telles que 

it = exp Nt 1 Y1... exp Art" Y, 

off les Nti sont obtenues par r@~tition des opdrations: 
(1) Combinaisons linOaires et produits des (B]) 
(2) Intdgration stochastique de Stratonovich contre dB[ 
(3) Exponentiation. 



Flots et series de Taylor stochastiques 61 

Ce th6or6me est simple; il suffit, par le th6or6me de Lie, de trigonaliser 
les ad ~ (cf. Kunita). 

Le lien entre cette repr6sentation et celle obtenue au th6or6me 12 est le 
lien usuel entre coordonn6es canoniques de l~re et de 2+me esp6ce. Pour  passer 
de la forme du th6or6me 18, fi savoir coordonn6es de seconde esp6ce /t celle 
du th6or6me 12, /t savoir coordonn6es de premi6re esp6ce, il suffit d'appliquer 
une fois de plus la formule de Campbell-Hausdorff. Mais bien stir, ceci n'est 
possible qu'avant un temps d'arr~t T,/t savoir tant que (N~ 1 Y1 . . . . .  Nf Y,) reste 
dans le domaine d'application de cette formule. Ce qui explique pourquoi  le 
th6or6me 18 est valable pour tout t et le th6or6me 12 seulement en temps petit. 
Plus pr6cis6ment, avant ce temps T, on a: 

~t= exp H(Nt I I11 . . . . .  Aft" Y,). 

H ( N  1 Y~, ..., Nf I1,) peut s'6crire comme somme de S6rie de Taylor stochastique 
par application it6r6e de la formule d'Ito (pour transformer les produits en 
sommes d'int6grales it6r6es) et de g6n6ralisations 6videntes du lemme suivant: 

j (B~)"odB2 converge presque surement vers: Lemme 6. La s~rie 
0 0 

j e~ o dB 2, 
0 

ce qui permet de transformer les int6grales d'exponentielles en sommes int6grales 
it6r6es. Plut6t que de donner une preuve g6n6rale, on va s 'attacher/t  l'exemple 
le plus simple, celui du groupe affine. 

X 
S o i t G = { ( ~  ~ ) a E l R * , b e l R } l e g r o u p e a f f i n e e t N = { ( ~  y),(x,y)MR 2} 

son alg~bre de Lie. 

Choisissons la base (Ul, U2) deNdonn6eparul=( 0 0) (~ 10) 0 - u2 = de 

telle sorte que [-Ul, u2] =u2.  
Consid6rons alors les champs de vecteurs X1, X 2 sur G, invariants/t  droite, 

ass~ fi ul' uz et ~t=( 10 bal) la s~176 sur G de l'6quati~ 

~ o = e  

2 

d~t= Z Xi({*)~ 
i=1 

Cette 6quation se r6soud par quadrature, et on obtient" 

a t = e - B~  

t 

b~= ~ e-'~odB~. 
0 
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Ce qui donne tr6s simplement la repr6sentation de it en coordonn6es de secondes 
esp6ces, valable pour tout t: 

ce qui est conforme au r6sultat de Kunita. 
D'autre part, l 'application exponentielle est ici tr6s simple sur ~q; on a: 

e y -  1 )  (0 Y e ~  - 1  
exp 0 = 0 e y avec 0 " 

C'est un diff6omorphisme de ~ sur Ge t  son inverse est donn6 par: 

D'ofl 

(• l o g a )  (1 
log 0 = log a 

�9 / loga  ) 
=( - - log  a) u 1 +~a-~i-" b u 2. 

I (t l ~t=exp B~ ul + ~ e-B~odB~ e_B~_ l u2 �9 
k \ 0  

Soit Tle temps d'arr~t T=inf(T,  ]Bt~ ] >2~).  Sur [0, T [  le d6veloppement suivant 
est absolument convergent. 

B~ ~ 1 b. 
B--t~ - 1 - ~ - + ~ ( -  1)"- (2n)! (B~)2" 

e - m -  1 

d'ofl, par le lemme 6, sur [0, T[  le produit des s6ries de terme g6n6ral 

i B~n _ 2 b, ( i  _B~o~,2, /  B~ , - - o d B ~  et (--1) "-1 (Btl) 2n converge vers e u p s i d e ] ,  ainsi, 
o n! (2n)! 
ce dernier produit s'6crit comme somme presque sure sur [0, T [  d'une s6rie 
dont le terme g6n6ral est une combinaison lin6aire de termes de la forme: 

t 

(B~) 2" ~ (--B~)"~ 2. 
0 

Chacun de ces termes peut , / l  son tour, atre 6crit comme combinaison lin6aire 
d'int6grales it6r6es de Stratonovich d'ordre 2 m +  n + 1. 
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Remarquons que le terme de plus bas degr5 de cette s6rie est 6gal fi B 2. 
On a ainsi montr6 directement (i.e., sans faire appel au th6orbme 12) qu'il existe 
un temps d'arret T et des r6els 2ar, tels que sur [-0, T [ on ait: 

~t=exp(B~ul+B~uz+ Z Z 2jB{u2), 
m = 2 arE{i, 2} m 

qui est bien un d6veloppement du type de celui du th6or6me 12, car les seuls 
crochets des u~, u2 non nuls sont 6gaux ici it u2. 

Remarquons qu'ici le temps d'arr~t T e s t  explicitement d6crit; en fait, on 
peut aussi l'interpr6ter comme le temps de premi6re sortie de it hors de l'ouvert 
exp V, off V--{xe(C/le rayon spectral de ad x est <2re}. En effet, si x~(q s'6crit 
x l u l + x: u:,  le rayon spectral de ad x est 6ga l / t lx l  1. Ainsi, ~t = log ~t~ V~=> IBm] 
=>2m C.Q.F.D. 

Remarque. Il reste fi prouver le lemme 6. Pour cela, on a, pour tout x de IR, 
par la formule de Taylor usuelle: 

D'ofi, s is  < t: 

eX--'~ 1 x~v " < lxl"elxl. 
o = rl! 

E ((ee~--~ ~ ) ) < =  n@2 E(lB212" e21n~l). 

Un calcul tr6s simple montre que 

E(lB~lZ, eZlBkl)<2eZt(16t),(t, 2n! \ 
_ + ~ )  pour tout s < t. 

D'ofi l'on obtient: 

E eRi~ ~ i (B~)k --z\z\  ~- 2'(16t)"[t" 2n! \ 

et, par l'in6galit6 de Tchebichev, en posant 2, = V n! " 

/ I  t n - t  
P( I I  e'•~ Y', i B~ .I \ 2,/t" 2n! \ ,,o o o ~-. odB2>2,)<2te ( n , + ~ ) .  

Or, la s6rie de droite est convergente par la formule de Stirling, d'ofi, par le 
lemme de Borel-Cantelli, le r6sultat est d6montr& 
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5. Application aux diffusions invariantes par l'action d'un groupe, lien 
avec les r6sultats de Yamato-Fliess-Kunita 

Soit M une vari6t6 Coo connexe et G u n  groupe de Lie qui agit fi gauche sur 
M; Faction qS: G x M --* M, (g, m) ~ q~(g, m) dbfinit un morphisme q9 + de l'alg6bre 
de Lie N des champs de vecteurs sur G invariants fi droite, dans l'alg6bre de 
Lie des champs de vecteurs Coo sur M par. 

Si y e s e  O+(y) (x)=Te~b( . ,x ) .Y(e)  pour x e M .  

Consid6rons sur M r +  1 champs X~= q5 + (Yi) pour YiEN, et l'6quation stocha- 
stique associ6e aux X~: 

d~t = ~ X,(~t)~ �9 
i = 0  

(1) 

Th6or6me 19. (1) ~ a un temps de vie infini. 
(2) II existe un temps d'arr~t T presque surement strictement positif, tel que: 

sur t < T, on ait : 

i t=exp  ~ / / jB (x), 
1 IIJll =m 

off fls est le terme m homog~ne de degr~ 1 en chacune des variables dans la 
s~rie de Campbell-Hausdorff H(Xj l ,  ..., Xj~) et off l'exponentielle est prise ici 
au sens de riot au temps 1 d'un champ de vecteur. 

Preuve. Ce th6or~me est 6vident. I1 suffit de consid~rer sur G la solution de 
l'6quation 

d~,= ~ Y~(r 
i = 0  

~t a un temps de vie infini et la formule d'Ito montre que ~b(~t, x) est solution 
sur M de l'6quation associ6e aux champs ~b+(Yi)=Xl ~t savoir de l'6quation 
(1). Ceci montre que ~t=(a((t, x) d'ofi le 1). Mais si Y est un champ invariant 
/t droite sur M, on a: 

qS(exp Y(e), x)= [exp q~+ (Y)] (x); 

I1 suffit done d'appliquer le th6or6me 12 pour obtenir le 2). 
On a 6none6 le th6or~me essentiellement pour le corollaire suivant: 

Corollaire 2. Soient M une varidtd C ~ connexe et Xo . . .  XreY((M)  tels que 
(1) Les X i soient des champs complets, 
(2) Lie (Xo. . .  X~) est de dimension finie. 
Alors, les conclusions du thdor~me 1 sont vraies. 
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Preuve. Le th6or6me de Palais [15] montre que sous les hypoth6ses (1) et (2), 
il existe un unique groupe de Lie connexe G inclus dans le groupe des diff6omor- 
phismes C oo de M qui agit fi gauche sur M par q~G x M ~ M  (g, x)~--~g(x) et 
tel que r + soit un isomorphisme de ~ sur Lie (Xo... Xr). G est le groupe engendr6 
par les exp tX pour X e L i e ( X o . . . X r )  muni d'une topologie connexe par arcs 
plus fine en g6n6ral que la topologie compacte ouverte. Consid6rons alors les 
champs Yi=r invariants fi droite sur G; on est dans la situation du 
th6or~me pr6c6dent. 

Ce th6or6me montre donc que, sous les hypoth6ses (1) et (2) du corollaire, 
on a consid6rablement am61ior6 les r6sultats du paragraphe 3. Le flot stochasti- 
que d6fini par l'6quation (1) est, en temps petit, le flot ordinaire au temps 1 

du champ de vecteur al6atoire X , =  ~ ~ /?jBt s, off la s6rie converge ici 
m = l  ]lJII =m 

sans hypoth6se d'analyticit6 des Xi et off les coefficients des B{ sont parfaitement 
explicites. 

I1 faut constater ici que l'on a relev6 une 6quation C ~ en une 6quation 
analytique au travers d'une application Coo. Ceci est rendu possible par la condi- 
tion tr6s forte (2). Ceci suscite une question ouverte: la condition (2) est-elle 
n6cessaire pour que les conclusions du th6or6me soient v6rifi6es? En particulier, 
on retrouve ici les r6sultats de Yamato [18] et Fliess et Normand-Cyrot  [7] 

Corollaire 3. Si (1) Lie (Xo, ... ,  X~) est p-niIpotente et 
(2) Les champs X i sont complets, 

alors pour tout t: ~t(x)=exp ~ ~jB (X), et doric il existe une fonction 
m = a  IJJII =m 

F C ~, telIe que: 

~,(x) = F (x, (B{)). 

I1 suffit de nouveau d'appliquer le th6or6me 13. 
Remarquons ici que ce r6sultat pr6cise celui de Yamato dans le sens o5 

il montre qu'il s'agit d'un d6veloppement de Taylor stochastique et qu'il explicite 
enti6rement la fonction F. De plus, notre r6sultat est valable sur toute vari6t6 
et, surtout, la m6thode des d6veloppements de Taylor stochastiques se pr6te 

la g6n6ralisation au cas non nilpotent. 
Enfin, remarquons qu'il est n6cessaire de supposer les champs complets pour 

obtenir un r6sultat valable pour tout t (Yamato les suppose m~me lipschitziens), 
cela se comprend ici ais6ment, car si les Xz ne sont pas complets, rien n'assure 
que le flot de X/3j B{ soit d6fini au temps 1 pour tout t. 

(2)  Extension aux champs non complets 

En fait, si l'on n'est int6ress6 que par le d6veloppement en temps petit, qui 
est une question locale, il est un peu ridicule d'utiliser le th6or6me de Palais, 
dont la caract6ristique (et la difficult6) est d'&re global. I1 suffit d'utiliser sa 
version locale qui est la r6ciproque du 2 "d th6or6me de Lie. On montre ainsi 
le r6sultat: 
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Th6or6me 20. Soient X o . . . . .  Xr~Y'(M),  tels que: 
(1) Lie (Xo, ..., Xr) soit de dimension finie. 
(2) dim (Lie (Xo. . .Xr)(x)  est constant au voisinage de Xo; alors, il existe un 

temps d'arrOt T presque surement strictement positif, tel que, sur t < T, on ait: 

~t(x) = exp ~" flj Bt J (x). 
1 ] J l = m  

Preuve. Par la r6ciproque du 2 na th6or6me de Lie, on sait que, sue la feuille 
F, associ6e /t la distribution Lie (Xo ...Xr)(x), par le th6or6me de Frob6nius, 
il existe, sur un voisinage U de Xo inclus dans F, une structure de groupe 
de Lie local, tel que les X, soient des champs invariants fi droite pour  cette 
structure de groupe. I1 suffit alors d'appliquer directement les r6sultats du para- 
graphe 4 (a) en utilisant la remarque faite alors qu'ils n'utilisent que la structure 
de groupe local de G. 

Ce th6or6me permet d'omettre l 'hypoth6se de compl6tude des champs X i. 

6. Le mouvement Brownien sur une variOt6 Ri6mannienne 

Soit (M, g) une vari6t6 riemannienne C ~~ de dimension n. Soit m e M ,  l 'application 
exponentielle en m exp,, d6finit un diff6omorphisme d'un voisinage V de 0 dans 
T,, M sur un voisinage W de m dans M. 

Fixons un rep6re or thonorm6 (ui) de T,, M; on d6finit ainsi une carte normale 
au voisinage de m par: 

(xl ... x,,) --* exp,, xi ui �9 
x i / 

Soit A l 'op~rateur de Laplace-Beltrami sur M e t  it le mouvement  brownien, 
/t savoir la diffusion de g~n6rateur A issue de m. Les techniques pr6c6dentes 
de d6veloppement de Taylor  stochastique permettent de donner une description 
universelle de it en carte normale. 

Th6or~me 21. (1) Soit Tw=inf(t ,  ~t(E W) alors, sur t<  Tw, on a 

avec 

it = exp,, ~ x~ ui 
/ = 1  

N 

i m  xt--  E ~ PiJBSt +tN+I/2RN(t), 
k = l  IIJll =k  

off le reste RiN(t) est bornd en probabilit~ lorsque t-*O, et off les Pj sont des 
polynomes universels en les d~rivdes covariantes successives, en m, du tenseur de 
courbure R. 
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PrkciMment, les premiers termes sont donnOs par: 

xf = B~ + t 3/2 R~ (t). 

Ainsi, le mouvement brownien sur M est en temps petit Ogal d u n  mouvement 
brownien euclidien au troisi~me ordre prks. Le terme du second ordre s'annule, 
la correction due gtla courbure n'apparaft qu'au troisikme ordre. 

(2) Si (M, g),est une variOtO riemannienne analytique, alors il existe un temps 
d'arrOt T presque surement strictement positif, tel que, sur t< T, on ait: 

x,= X Pj B,. 
k = l  IlJ][ =k 

Le mouvement brownien sur M est ainsi, en coordonndes normales, une fonction 
dOterministe universelle des d~rivOes covariantes de la courbure et des int~grales 
stochastiques itdrdes. 

Preuve. Dans n'importe quelle carte, l'op6rateur de Laplace-Beltrami A s'6crit: 

zJf = l  o-i Z Oxi 
i , j  

o~ ~ = ~  

1 Of ,--, 1 / ~  Og u /,9-1 0~9~ gij~ Of 

Si X=(X{) d6signe une racine carr6e C ~~ quelconque de g-X, ~i savoir si X X *  
= g - 1  (ou encore, de fagon 6quivalente, si les champs de vecteurs colonnes 
de X: Xi = (X{)j~{1 .... } forment un r6p6re orthonorm6 pour g), on a: 

1 k X{+Xo, 

off le drift X o est donn6 par: 

1 o3 oxl  

L'int6r& d'un syst6me de carte normal est le suivant: 

Th6or6me 22. Second thOor~me d'Elie Cartan (cf Berger [3]). Les coefficients 
de Taylor de (glj) au voisinage de x=OETmM sont des polynomes universels en 
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les d&iv&s covariantes successives du tenseur de courbure au point m En particu- 
lier: 

gij(O) = (~ij 

0 
C~Xk g,j(O)=O (*) 

6 2 
et - -  gij( )=  --Ri~k,(m). 

OXk Oxl 

Choisissons alors, parmi toutes les racines carr6es possibles de (g~J) la racine 
sym6trique donn~e par 

X = So, (g- 1 _ _  I)" 

off l 'on a not6: 

l--Z= ~ CnZ". 
n=O 

Cette s6rie converge normalement pour I lg - l - I [ ]  <1,  donc sur un voisinage 
de m. 

Les coefficients de Taylor en m des champs X i, colonnes de la matrice X 
sont alors des polynomes universels en ceux de g -  1 et donc en ceux de g. 
Ce sont donc des polynomes universels en les d6riv6es covariantes de la courbure. 

Consid6rons enfin le drift: 

Ici O = / d e t g i j ,  la d6riv6e n ~me de O en 0 est un polynome universel en les 
variables [det gij(O)] -k/2 et (det g0m(0). Or ici, det gzj(0)= 1 et la d6riv6e /6me 
en 0 de det g~j est un polynome universel en les d6riv6es de g,j en 0. Ceci montre 
(en utilisant la remarque faite pr6c6demment sur les coefficients de Taylor  des 
champs X~) que les coefficients de Taylor  de Xo en 0 sont des polynomes univer- 
sels en les d6riv6es de g,j en 0 et donc en les d6riv6es covariantes successives 
de la courbure en m. 

Si l 'on consid6re alors la solution sur W de l'6quation 

d{t = ~, X,(~t)odB~ 
i = 0  

~o=m. 

r 

I ~ X ~ + X o = A  fi it  est bien la diffusion sur W, issue de m, de g6n6rateur ~ . 

savoir le mouvement  brownien. 
I1 suffit alors d'appliquer les th6or6mes 6 et 9 du paragraphe 1, pour conclure, 

d'une part, fi l'existence des d6veloppements 1) et 2) pour  les coordonn6es norma- 
les de ~,, et, d'autre par t , / t  l'identification des Pj comme polynomes universels 
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en les coefficients de Taylor  en m des X~ et donc par ce que l'on vient de 
voir en les d6riv6es covariantes successives de la courbure prises au point m. 

Le calcul des premiers termes se fait en utilisant le syst6me ~m, qui d6finit 
la s~rie de Taylor stochastique, et les relations ( ,) .  On obtient ainsi que: 

r r 
Z ' ' 

Xi(m) Bt= E uiBt, 
i=1 i=1 

axi 
et que gz(t)=0,  car Xo(m)=0 et 7 ~ - ( m ) = 0 ,  ce qui termine la preuve du th6o- 

tJ.~ k r6me. 

Appendice 1 �9 Preuve du thOorOme 1 

Preuve. La preuve se fait par r6currence sur ]JI- Si [JJ = 1, le th6or6me est 6vident 
avec a(J)= 1. 

Supposons le th6or6me v6rifi6 pour  tout multi-indice K tel que ]K] <m. Soit 
alors J = (Jl.--Jm)~ {0... r}". Notons Jk = (Jl...Jm-k). 

t 1 
Si jm+O on a: E(I[~)= ~ E ( I ~ ) d s = ~  [. tlJSllds 

0 c~ ~al) 0 

tJBJll 
E(I[ ~) = 

a(4) H J1 [I + 1" 

Or ici IiJH = IIJa FI + 1. 

6 (pi) !2 
D'ofi a(J)=a(JO(l[J1]l + 1)=a ( J0  HJ[I = I]J[l!~, ~ par l'hypoth6se de 

r6currence; en effet, les (P3 associ6s/l Jx et h J sont identiques. 
Si j , .=O: 

a) Si tous les Ji sont nuls, alors 1J= W d'ofi a(J)=m! 2. Ici IlJ]l =2m,  k =  1 t m!  

et Pl =m;  on a bien a ( J )=  rlJl[ I PI !2 --m! 2. 
" (2pl)! 

(b) Si Fun desjl  est non nul: soit p=inf(i,j,,_i=FO), 1 <=p<=m- 1. 
Consid6rons alors le multi-indice Jp=(Jl...Jm-p). Alors k(J)=k(Jp)+l et 

pi(J)=pi(Jp) pour  i<_k(Jp) et Pi(J)=P pour i=k(J)  et H JR[ = ]]Jp[] +2p.  
pV 

Montrons alors que: a ( J ) = a ( J p ) ~ ( H J p l l  + 1)...(]]Jpl] +2p)(*) ,  ce qui ter- 

minera la preuve du th6or6me, puisque, par l'hypoth6se de r6currence, a(Jp) 
k(J v) 

= IlJpll g I ]  pilE 
i (2pi)[ " 

Pour  cela, on va d6montrer le lemme suivant: 
j2 

Lemme 1. Pour k<p,  E(IStkI[p)= S...S E(It~ ) dtl ...dtp_k. 
O<tl <... <tl~-k <t 
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La preuve se fait par r6currence descendante sur k. Le lemme est 6vident 
pour k=p .  Si k < p  I[ k= I . . . I  .Ia(,dtl . . .dtp_k, car tous les j i  sont nuls 

O<tl < , . . < t p - k < t  
t 

pour i > m - - p ,  d'ofi Iat ~= ~ I [~+1 ds. On a alors, par la formule d'Ito" 
0 

t t 
& ap i ia, d i  &. -tt&-t lap = ~ Is dis + 

0 0 

car I Jk est/~ variations born6es. Or I sp est une martingale car Jm-v qu 0, d'o6 

et donc  

(i ,) Jk Jp [ J v [ k + l  E(It It )=E S ] J P d [ J k - E  d 
0 

t 
= [ E ( l ' J P l J k + x )  ds, 

d -- ' ,~s --s 
0 

et le lemme est d6montr6 par r6currence sur k. 
D u  lemme 1, on  tire: 

L e m m e  2. (1) Pour kNp,  

E ( I ~ I [ p - 9 = ( p - k + l )  ~...~ E((I]~)2)dq...dtp_k+X, 
O<tl ~. . .  < tp -k+ l <t 

(2) Pour k < p et I <= p: 

Jk Jt - -  p--k E ( I t  I t  ) - -C2p- (k+l )  I ' " i  E((/J~) 2) d t l ' ' ' d t 2 v - ( k + l ) "  
O<tl <.,. <t2p-(k+l)  <t 

t 

Preuve du (1). On a I [ , - 1 =  ~ IS, pds et par la formule d'Ito, si k<p:  
0 

i t *tlJk*t'S'-~ = i[~ dias,_, + I I ~ - '  dla, ~ 
0 0 

i t Jk Jp = I~ I~ ds+IIa," *Ia,~+'ds. (**) 
0 0 
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La preuve  se fait de nouveau  par  r6currence descendante  sur k: si k = p: 

t t 

[Jk 1 J - Jp J - -t -t" = I + I I~ "- ldUp 
0 0 

t t 

= ~ (isp)2 ds + ~ I~ p-1 dI [p 
0 0 

J k  J - 1) .~_ I sp 6tant  une mar t ingale ,  on a E(It It p 
0 

dans ce cas. 
La  formule  (**) m o n t r e  que si k < p: 

t 

E(IS~p) 2 ds, et le l emme est v6rifi6 

t 

E(iak iatp-1)= ~ E (If k I/p) ds + i E (ISs p-I I l  k +~) ds. 
0 0 

D o n c  par  le l emme 1 

E(IStkI]P-O = ~'"~ E(I[p)dtt ""dtv-k+l+ i E(IJsP-~Ilk+l) ds" 
O < t l  < . . .  < t p - k +  1 < t  0 

Le dernier  t e rme de cette 6galit6 est pa r  l 'hypoth6se  de r6currence 6gal fi (p 
-k) ~... ~ E(I{~) dr1.., dtp_k+ 1, d'ofl  le (1) du l emme est d6montr6.  

0 < t l  < - . .  < t p - k +  I < t  

Preuve du (2). De  nouveau ,  ce l emme se d6mont re  pa r  r6currence descendante.  
Ici, sur k + l: Si k + 1 = 2p  le r6sultat  est 6vident. Si k + l = 2 p - 1  c'est une cons& 
quence du l emme 2 (1). Pou r  k+l<=2p-2 ,  on a, de nouveau,  pa r  la formule  
d ' I to :  (puisque k<=p- 1, l<=p- 1) 

E(I sk 119 = ~ E(I sk I s'+') ds + E(I~ ~ I sk +1) ds. 
0 0 

Par  l 'hypoth6se  de r6currence,  le p remier  te rme de cette 6galit6 s'6crit 

C~;k_(k+O_a ~... ~ E(I[~) dr1.., dt2p_(k+l ). 
O < t l  < . . .  < t 2 p - ( k  + l) < t  

De m~me, pa r  l 'hypoth6se de r6currence, le second terme s'6crit 

CP-(k + 1) . E(iSt~) Zp-tk+l)-I ~ ..~ dtl "..dt2p-(k+l). 
O < t l  < . . . < t 2 p - ( k + t ) < t  

O r  p - k  / ~ p - ( k +  1) p - k  C2p-(k+l)-l'~-,.F2p-(k+l)-l=C2p-(k+l) et le (2) du l emme est d6montr6.  En  
particulier,  le l emme 2 m o n t r e  qne si k < p 

J k  2 - -  p - k  E ( ( I t  ) ) - - C 2 ( p - k )  I ' " I  E ( ( I J t v ) 2 ) d t l - . . d t 2 ( p - k )  �9 
O < t l  < . . .  < t 2 ( p - k )  < t  
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En particulier pour k = 0 :  

E ((I[) z) = C~ p 

j2 t~ Jp]I 
Or E(I t - )=  a~-p) d'ofl 

S...I 
O<tl<.. ,<t2p<t 

E (I[f) 2 dr1.., dt2p. 

tllJpll-t-2 1 t IIJII 
J 2  - -  p 

g(It ) -CEp (llJpll +l) . . . ( l lJpH+2p) a(Je) a(J) 

1 
avec a(J)=a(Jp)(llJpll + 1)([IJpll  + 2 p ) - -  C~p 

p!2 
a(J)=a(Jp)(llJpll + 1)... (l[Jpl] +2p) 

(2p)'" 

Ceci est la relation ( , )  cherch6e et donc ach6ve la preuve du th6or6me. 

G. Ben Arous 

car/IJl[ = I1J~[I + 2 p  

Appendice 2: Preuve du lemme 4 

r 

Ce lemme est ~vident pour k =  1, en effet g l ( t )=  ~ uiB ~ et C~(gl(t)) est le coeffi- 
i = 1  

cient de x dans la s&ie de Taylor de ai(xgO, ~ savoir �89 u,] ce qui est 

bien6gal/ t  ~ s ~ B ~ encore 1 ~ [ u j ,  u,]Bjt. f l Ju{ i }Bt  = flj, i t ,  O U  

[ISll =1 3=1 j=l 
Supposons le lemme v&ifi6 pour k < m -  1; on a alors, de fagon claire: 

i ' i B~ o dB~. B~odB~+ ~ /b~o~ 
i = 1  IlJII  = m -  1 0 IIJII = m - 2  0 

d'ofl: gin(t)= ~ flKBt ~ et le a) du lemme est v6rifi6 ~t l'ordre m. 
IIKll = m  

La difficult6 est de prouver que le b) l'est" 
Par d6finition C7'(gl (t)... gin(t)) est le coefficient de x m dans la s6rie de Taylor 

e n 0 d e a i  (t , o r  
k 

al Xkgk( t =Ui+ 2 xk[gk(t) 'ui l +  (--1)"-1 -, \2, i .=i 2n! b, ad~xkgk(t)}l , "Ui. 
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[ m \2n  
Le coefficient de x m dans tad E xk gk(t)) est, en utilisant l'expression des gk(t) 

\ 1 / 
obtenue au a) pour k__< m: 

off 

BL1... B L2" ad ilL.., ad fir~. (*) 
D2n 

l co 2n m ~  
D2n= ~c-q~--(L 1 . . . .  , L z n ) / L i E U { O . . . r )  k e t  ~ H L i ] [ =  

i i=1 

fi savoir, en utilisant l'expression des ilL," 

off 

2n 
(-- 1) ~ k(q,) 

Bt r i ' ' '  Bt L2" 1 ad trq(a).., ad ffq(2.) 

Z Y' I~dl~.~lg2.] k(q(1)...-k(q(2n)) '-'L, ,-'L2. �9 ~~ e D2n QEE(~) 

IL~I ) 
E(SF)={Q=(q(1)  . . . . .  q(2 n)); q(i)~k~=l Bk~" 

Or, la formule d'Ito appliqu6e au produit montre que: 

BL'. . 'B~ ~ =  Z B~ 
J 

tels que 
2~'eF2,,(J) 

avec F2, (J)= {SP = (L1, . . . ,  L2, ) E D 2 n ,  les L i forment une partition de J e t  chaque 
L iest une suite extraite de J}. 

D'ofi l'on montre que l'expression ( , )  vaut: 

Z BtS( Z 
]]J]] =m .oCP~F2n(J) Q~e(~) ILl I-.. [L2. I k(q(1).., k(q(2n)) 

t Tq( 2 n)~ ad U~()'...ad '~L2. ] 

et donc que le coefficient CT'(g(t), ..., gin(t)) cherch6 vaut: 

2 BL~"" BL~" ad ilL.., ad fiL~ . 
D2n 

off 

D2,=  ~ = ( L ~  . . . .  , L2 , ) /L i e~{O. . . r }  k et 
i 

E IJLi Pl = m  
i=1 

(,) 
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/t savoir, en utilisant l'expression des flL, : 

Off 

2 n  

Z k(qi) BL'"'BL~" (--1) 
~. ad l?'q(1) . .  ad TTq(2n) 

.~o~,, a~E~-~) IL1]'"ILz,,I k(q(1)...k(q(2n)) ~L, �9 ,-'L~,, �9 

f ILd t E(L-ce)= Q=(q(1) . . . .  , q(Zn)); q(i)~ ~ ~k �9 
k = l  

Or, la formule d'Ito appliqu6e au produit montre que: 

BL''"BL~"= Z B{ 
J 

t e l s  q u e  
LaeF2~(J) 

avec Fz,(J)= (~q~ = ( L  1 . . . .  , LE,)~D2, ; les Li forment une partition de J et chaque 
L, est une suite extraite de J}. 

D'ofl l'on montre que l'expression ( . )  vaut: 

Z BSt( Z Z (--1)Zk~qa)) "~L,Hq")'" .,,~~ rTq~z,)] 
IIsll =m -~t~a.~) O.~e~) ]Ltl  . . . [L2nl  k(q(1)...k(q(2n)) ad ""L2n ] 

et donc que le coefficient C?(g(t) . . . . .  g,,(t)) cherch6 vaut: 

s {  1 (--1) "-1 
Z B, ~[flz, u,]+ Z 2 n ~ b "  

IlSll =m n=l 

( _  1)zk~q( ~' 
�9 2 Y 

~,'~F~,(J) e~(ze) lEvi... IL2, I k(q(1).., k(q(2n) 
U q(2n)]. U~ ad U~ . . .  ad L~.] i. 

I1 reste /t v6rifier que l'expression entre accolades est 6gale/t flj~,~. Pour cela, 
remarquons que, si l'on note Ha(u, v) la somme des termes bihomog6nes de 
la s6rie H(u, v) dont le degr6 en vest  1, on a: 

ai(x ) = H 1 (x, ui) (cf. Bourbaki [5]). 

Par d6finition, f l j ~  est le coefficient de x l . . . xmy  dans la s6rie 
H(xluj  . . . . .  ,XmUjm, yU~) et donc celui de x l . . . x , , y  dans la s6rie 
H1 (H (xl uj,, ..., x,, Ujm), yui), ~ savoir, dans la s6rie: 

1 yui+~(xl  .xmy)[fij, ui]+y ~ ( - - 1 ) n - 1  

"" ,=1 2n! 
- -  b , [ad  H (xl uj . . . . .  , x,, uj,,)] 2~. Ui. 
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Grace / t  l 'expression de la s6rie H(x~ uj,, ..., Xm Ujm) on v6rifie que ce coefficient 
fljw{1} est donc 6gal fi 

off 

1 
2 [flJ' ui] + ~ (-2n!  b, 

n=l  

( -  1)2k(P(t)) 

Ip(1)l ... Ip(2n)[k(p(1)... k(p(2n)) PEC2n 
ad UP(l)... ad U p(2")- ul 

t [ J] k(p) C2~= n = ( p ( 1 ) , . . . , p ( 2 n ) ) ;  p(l)~ ~ Uk; Vi, l ~ p(/){<-l; 
k=l j=l 

Vi ~ [ (/, j) p (/),J- = 1}. 

Nous  allons v6rifier que les expressions (A) et (B) coincident, en int roduisant  
(fi J fix6) une bijection entre C2, et Gz , (J  ) off 

Gz , ( J )=  {(5O, Q), 5O~F2,(J), QeE(SO)}. 

Soit P=(p(1)  . . . . .  p(2n))~C2, et soit le{1 . . .2n} on a alors: 

card {i, 3jp(1)l#:O} --Ip(1)I. 

Soit (nl . . . .  , nlptol) l 'ensemble {i, 3j p(1)l 4: 0} r6eordonn6 de fagon croissante. 
Posons alors Ll = (j,, . . . .  , J,  lptz)l) 

et q(1)]=p(l)~,. 

On v6rifie simplement que 5 ~ = (L1 . . . .  , L2, )sF2,  (J) 

et que Q=(q(1)  . . . .  , q(2n))eE(5o) 

et que, de plus 

]Ltl=lp(1)l 

k(p(1)) = k(q(l)) 
Up(O = U[~ t). 

L'applicat ion ainsi construite C2, ~ Gzn(J) est une bijection 

(**) 

p -~ (5O, Q). 

En effet, on peut construire ainsi son inverse: 
Si (5O, Q)eG2,(J) et si le{1 . . .2n} alors si Y = ( L  1 . . . .  , L2,  ) on sait que L 

est une suite extraite de J ;  notons  la (J,1 ...J,k). Posons alors: 

pq)i=o si 

et p(1)i,~=q(l){ sinon. 
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I1 est alors facile de v6rifier que P=(p(1)  . . . . .  p(2n)) d6finit un 61ement de C2n 
et que l'application qui, ~ (5~, Q), associe P e s t  l'inverse de l'application pr6c6- 
dente, qui est done bijective. Cette remarque et les relations (**) montrent que: 

( -  1)~k(p(l)) 
Ip(1)l ]p(2nl k(p(1))...k(p(2n)) ad Uf(1 ) . . . ad  uP(Z").u i 

p~C2n " " " 

(-- 1) sk(q(t)) 
= ~ ~ ad rr.(1) adrrq(2") 

ao~p~.(j) o~(-~) ILll ... ILz,I  k ( q ( 1 ) ) . . . k ( q ( 2 n ) )  '~L, . . . .  c=. "ui 

et donc que les 
du fait que: 

expressions (A) et (B) coincident. Ce qui ach6ve la preuve, 

c m ( g l ( t )  . . . .  'grn( t )= Z flJw{i} B :  
Nsll =m 

et donc, par r6currence, la preuve du lemme. Ce qui, /l son tour, ach6ve la 
preuve du th6or6me, puisque le lemme donne l'expression explicite cherch6e 
de la s6rie de Taylor stochastique de (~. 

Bibliographie 

1. Azencott, R.: Forrnule de Taylor stochastique et d6veloppements asymptotiques d'int6grales de 
Feynmann. In: Azema, J., Yor, M. (eds.) S6minaire de probabilit6s XVI (Lect. Notes Math., 
vol. 921, pp. 237-284) Berlin Heidelberg New York: Springer 1982 

2. Azencott, R.: Densit6s des diffusions en temps petit: developpernents asymptotiques. In: S6minaire 
de probabilit6s XVIII. (Azema, J., Yor, M. (eds.) (Lect. Notes Math., vol. 1059, pp. 402-498). 
Berlin Heidelberg New York: Springer 1984 

3. Berger, M., Gauduchon, P., Mazet, E.: Le spectre d'une vari6t6 riemanienne. (Lect. Notes Math., 
vol. 194). Berlin Heidelberg New York: Springer 1971 

4. Bismut, J.M.: Meeanique al+toire. (Lect. Notes Math., vol. 866). Berlin Heidelberg New York: 
Springer 1981 

5. Bourbaki, N.: Groupes et alg6bres de Lie, tome 2. Paris: Masson 1972 
6. Doss, H.: Lien entre 6quations diff6rentielles stochastiques et ordinaires. Ann. Inst. Henri Poincare, 

Now. Ser., Sect. B 13, 99-125 (1977) 
7. Fliess, M., Normand-Cyrot, D.: Alg6bres de Lie nilpotentes, formule de Baker-Campbell-Haus- 

dorff et int6grales it6r6es de K.T. Chen. In: Azema, J., Yor, M. (eds.) Seminaire de probabilit6s 
XVI (Lect. Notes Math., vol. 920, pp. 257-267). Berlin Heidelberg New York: Springer 1982 

8. Gaveau, B.: Principe de moindre action, propagation de la chaleur et estim6es sous elliptiques 
sur certains groupes nilpotents. Acta Math. 139, 95-153 (1977) 

9. Ibero, M.: Int6grales stochastiques multiplicatives. Bull. Sci. Math. 100, 175-191 (1976) 
10. Kunita, H.: On the decomposition of solutions of stochastic differential equations. In: Williams, 

D. (red.) Proceedings, LMS Durham Symposium, 1980. Lect. Notes Math., vol. 851, pp. 213-284). 
Berlin Heidelberg New York: Springer 1981 

11. Kunita, H.: On the representation of solutions of stochastic differential equations. S6minaire 
de probabilit6s XIV. In: Azema, J., Yor; M. (eds.), (Lect. Notes Math., vol. 784, pp. 282-304. 
Berlin Heidelberg New York: Springer 1980 

12. Malliavin, P.: Parametrix trajectorielle pour un op6rateur hypoelliptique et rep6re mobile stochas- 
tique. C.R. Acad. Sci., Paris, Ser. I 281,241 (1975) 

13. Malliavin, P.: G6om6trie diff6rentielle stochastique. Montr6al: Presses de l'universit~ de Montreal 
1978 

14. Meyer, P.A.: Cours sur l'int~grale stochastique. In: Meyer, P.A. (ed.) S6minaire de probabilit6s 
X. (Lect. Notes Math., vol. 511, pp. 321-331). Berlin Heidelberg New York: Springer 1976 



F1ots et series de Taylor stochastiques 77 

15. Palais, R.: A global formulation of the Lie theory on transformation groups. Mem. Am. Math. 
Soc. 22, 95-97 (1957) 

16. Platen, E.: A Taylor formula for semimartingales solving a stochastic equation. In: Third confe- 
rence on stochastic differential systems, pp. 65-68. Visegrad: Hongrie 1980 

17. Sussmann, H.: On the gap between deterministic and stochastic ordinary equations. Ann. Probab. 
6, 19-41 (1978) 

18. Yamato, Y.: Stochastic differential equations and nilpotent Lie algebras. Z. Wahrscheinlichkeits- 
theor. Verw. Geb. 47, 213 229 (1979) 

19. Krener, A.J., Lobry, C.: The complexity of stochastic differential equations. Stochastics 4, 193-203 
(1981) 

20. Abraham, R., Marsden, J., Ratiu, T.: Manifolds, tensor analysis and applications. Reading, Mass.: 
Addison Wesley 1983 

21. Nagano, T.: Linear differential systems with singularities and applications to transitive Lie alge- 
bras. J. Math. Soc. Japan 18, 398-404 (1966) 

Received March 10, 1986; in revised form March 14, 1988 


