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                    Zusammenfassung
Es ist bis auf den heutigen Tag eine langgepflegte Tradition, die Grundlegung der ebenen euklidischen Geometrie aus abstrakten Punkten und Geraden zu gewinnen, die als Objekte sui generis unteilbar sind und dann zahlreiche Inzidenzaxiome erfüllen. Wir überlegen hier, ob es nicht vom praktischen Standpunkt her sinnvoll sein könnte, diese Tradition aufzubrechen und an den Anfang eine Definition dessen zu stellen, was eine euklidische Gerade sein soll. Darauf und auf dem Satz des Pythagoras aufbauend ergeben sich dann Ebenen und höherdimensionale Räume in natürlicher und recht einfacher Weise. Dieser Zugang sollte sich im Prinzip auch für den Unterricht an Gymnasien eignen.
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                    Notes
	Zu den Dimensionen: In dem umfangreichen modernen Taschenbuch der Mathematik [15] mit ca. 2000 Seiten werden der euklidischen Geometrie etwa 50 Seiten gewidmet, einschließlich elementarer Flächeninhalte, Volumina, der vektoriellen analytischen Geometrie, der Kegelschnitte und der Hilbertschen Axiome. Laut Vorwort wendet sich das Taschenbuch auch an Schüler an Gymnasien und an Lehrer. Wie wollen wir es wohl mit den anderen ca. 1950 Seiten halten? Da gibt es z.B. in Kap. 4 immerhin 36 Seiten zum Thema Grundlagen der Mathematik, also Logik und Mengenlehre.


	Ich bin nicht sicher, ob es nicht Missverständnisse hinsichtlich des Wortes Grundlagen der Geometrie bei Kultusbürokraten gibt, die das vielleicht als Grundbegriffe der Geometrie interpretieren und dann logischerweise anders beurteilen. Man vergleiche dazu die üblichen Lehrbücher mit Titeln wie Grundlagen der Linearen Algebra, Grundlagen der Funktionentheorie, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung oder sogar Grundlagen der Finanzmathematik.
                


	Zu befürchten ist leider, dass das auch auf die „neue“ Axiomatik mit 28 Axiomen zutrifft, die in [6] vorgeschlagen wird und die auf eine frühe Einführung der Vektorraum-Struktur abzielt.


	
                  http://www.uni-goettingen.de/de/37363.html.


	Unbestreitbar enthält dieses Buch sehr viel schöne Geometrie. Aber so wie in dem Buch beschrieben kann der Lehrer das nicht ohne gravierende Änderungen in den Unterricht einbringen.


	Als Beispiel nenne ich den wenig hilfreichen Gebrauch des Begriffs Linearer Raum im Gegensatz zu dem in der Linearen Algebra [15, 2.3.2], [2, S. 68]. Was bedeutet denn das Adjektiv „linear“?


	In dem schon zitierten Taschenbuch [15] scheinen diese allerdings nicht vorzukommen. Stattdessen gibt es ein Kapitel 3.9: Geometrien der modernen Physik.


	Unvergessen bleibt dem Autor in diesem Zusammenhang eine bissige Bemerkung des etwa 80-jährigen Werner Burau (1906–1994) auf einer Geometrie-Tagung in Oberwolfach: 

                    
                      Also wissen Sie, mit den Grundlagen der Geometrie ist das doch so: Erst hackt man sich ein Bein ab, und dann sieht man zu, ob man nicht trotzdem noch laufen kann.
                    

                  

 Dabei verdient festgehalten zu werden, dass Herr Burau als klassischer algebraischer Geometer vollkommen unverdächtig ist, etwa arrogant auf die traditionelle Geometrie herabzublicken. Er hatte durchaus Sinn für die ältere Geometrie, auch die des 19. Jahrhunderts.


	
                    http://www.schule-bw.de/unterricht/faecher/mathematik/1bsm/.


	
                    http://bildungsserver.berlin-brandenburg.de/rahmenlehrplaene.html.


	
                    http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/cms.


	
                    http://www.hamburg.de/contentblob/2536224/data/mathematik-gy8-sek-i.pdf.


	Der sozusagen „analytische Pythagoras“ bestünde dann „nur“ aus einer Formel für Dreiecke mit Ecken (x
                    1,y
                    1),(x
                    2,y
                    2),(x
                    2,y
                    1): Wie berechnet man den Abstand der ersten beiden Punkte mittels des dritten? Was zeichnet die euklidische Abstandsfunktion vor anderen aus?


	
                    http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/cms.


	Positiv hervorzuheben ist hier das Buch [2] zur Linearen Algebra, das die geometrische Motivation nicht aus dem Auge verliert, auch nicht bei einem Thema wie Determinanten. In diesem Sinne eher abschreckend sind dagegen [5] und [13], die fast ausschließlich die algebraische Motivation in den Vordergrund stellen, aber dennoch behaupten, für das Lehramt geeignet zu sein. Obwohl Determinanten ausführlich behandelt werden, kommen „Flächeninhalte“ oder „Volumina“ offenbar nicht vor. Wo bitte soll denn gelernt werden, dass – geometrisch gesehen – Determinanten nichts anderes als mit Vorzeichen versehene Flächeninhalte bzw. Volumina sind?


	Wem diese Vorgehensweise zu direkt oder zu plump erscheint, kann T2 aus wenigen anderen elementaren Tatsachen herleiten, etwa so wie in [12], wo T2 als Theorem 3 auftaucht.


	Dazu gibt es die treffende Bemerkung, dass das Erlanger Programm zwar viel zitiert, aber wenig in die Tat umgesetzt wird: „The Erlangen program has probably the highest rate
                    \(\frac{\mathit{praised}}{\mathit{actually} \ \mathit{used}}\)
                    among mathematical theories“, so V.V. Kisil in Notices AMS 54 (2007), S. 1458.


	Dabei denken wir an 1-dimensionale (reelle) Geraden. Wenn man wirklich 2-dimensionale (komplexe) Geraden haben möchte, müsste man die folgenden Ausführungen modifizieren. Wenn man das unbedingt will, wäre es wohl einfacher, ggfs. a posteriori die reellen durch die komplexen Koordinaten zu ersetzen und so zu einer Komplexifizierung überzugehen. Auch könnte man eine komplexe Gerade als eine reelle Ebene deuten mit einer gewissen Struktur.


	Dies kann zusätzlich postuliert werden oder mit dem übliche Teilungsverfahren hergeleitet werden mittels zweier Geraden in der euklidischen Ebene durch Parallelen.


	Wer sich scheut, den Pythagoras quasi wie ein Axiom zu behandeln, kann an dieser Stelle unschwer andere Regeln postulieren, die – in Kombination mit dem Parallelenaxiom – ihrerseits den Pythagoras implizieren im Sinne der obigen Ausführungen zu Abb. 1.


	Nur allzu oft hat der Autor von Lehramtsstudenten auf die Frage nach der Geometrie der Lösungsmenge einer linearen Gleichung in n≥3 Veränderlichen hören müssen, das sei eine Gerade. Hier gibt es offenbar Defizite.


	Man vergleiche dazu die heutzutage in Mode befindlichen Vorstellungen über die zu erwerbenden vernetzten Kompetenzen, sowohl in Lehrplänen an Schulen als auch in Prüfungsordnungen für die Lehramtsausbildung. In der gymnasialen Lehramts-Prüfungsordnung für BW von 2010 wird einfach postuliert: Die Studienabsolventinnen und -absolventen verfügen über vernetzte Kompetenzen in Fachwissenschaft, Fachdidaktik und Schulpraxis, und das zum Zeitpunkt des ersten Staatsexamens. Auch werden die Inhalte im Lehramts-Studium genau aufgelistet. Typisches Zitat aus den gymnasialen Bildungsplänen der Sek. I im Land Hamburg von 2011: Der Kompetenzbegriff im Fach Mathematik lässt sich strukturieren nach prozessbezogenen allgemeinen mathematischen Kompetenzen und nach inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenzen, geordnet nach fünf Leitideen (Zahl, Messen, Raum und Form, funktionaler Zusammenhang, Daten und Zufall). Neben der Prozess- und der Inhaltsdimension kommt die Niveaudimension hinzu, die die kognitive Komplexität mathematischer Tätigkeiten und Aufgabenstellungen erfasst. Im Land BW gibt es zusätzlich die Leitideen Algorithmus, Variable, Vernetzung, Modellieren. Die Addition von Brüchen gehört dann übrigens zur Leitidee „Algorithmus“, nicht etwa zur Leitidee „Zahl“. Durch diese Leitideen und ihre Vernetzung wird verständnisorientiertes Umgehen mit Mathematik ermöglicht. Ob das wohl hilfreich ist? Trotz oder gar wegen dieser vernetzten Leitideen scheint die Zahl der Abiturienten zuzunehmen, die keine Bruchrechnung beherrschen, aber dennoch MINT-Studiengänge belegen.
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